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E’ facile verificare (cfr. esercizio 6.3) la convenienza dell’algoritmo (6.2.25)
per il calcolo delle A, rispetto alla seconda delle (6.2.20).
Una volta calcolate le A4, = flxg, x5 -+, x), k=0,1,...,n & possibile
calcolare il valore di N, (f, x); dato dalla relazione
?
(6.2.19), N (fix)=fy + ) flag xp o lw ),
k=1
per un assegnato valore % di x, mediante il seguente algoritmo: !
1. Sono assegnati i valori X, A, x:, i=0,1,...,%n
2.P=A_; e ved
[N
(6.2.26) 3.peri=n—1,n—2,...,0 o7 T
l_LP:Px(x——xi)+Ai; | )

4.N_(f;x)="P.

1l polinomio interpolante di Newton, costruito mediante gli algoritmi (6.2.25) -
- (6.2.26), presenta, oltre ai vantaggi illustrati all’inizio di questo paragrafo,
anche una notevole convenienza per quanto_riguarda le_guantita_di calcolo

(cfr. 6.2.h)).

e) Errore nelle formule di interpolazione.

ASsegnate le (n + 1) coppie di valori
(6.2.27) (x,f) %, €Ela, bl, i=0,1,...,m x,#x; per i#],

i
siano f, i valori assunti, per x = x,, da una funzione f(x) definita su [q, b):
f, = fix,). Per quanto gia detto & importante dare una valutazione dell’errore che

viene commesso in un punto x € [a, b}, x #x,i= 0,1,...,n considerando in |
luogo di f{x).il polinomio &, (f; x) che interpola i dati (6.2.27); si tratta, in .
altri termini, di valutare, per x # x,la funzione errore 1
(6.2.28) e(x) = flx) — Z,(f x). ,

Poiché &, (f; x) interpola flx) neipuntix, i=0,1,...,n, dalla (6.2.28) ¢ dalle}
(6.2.6) segue wl A ('"I‘\\Q,Y;i,m e bt celbay Kix)

A i /

(6.2.29) elx) =w,, 1(;)1@“@). V‘ |

possibile dare una valutazione di R(x). Si cgnsideri, a tale scopo, la funzione

i% Nel caso che f(x) ammetta, in [4, b], derivate fino a quella di ordine # + 1 3 )
i1

E(t) = f{t) — Lu(f; ) — @, 1 ()R (x).
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esiano §, = min{x , x,,..:,%,, x}, $, = max {x,, %4, 5 %, x}.

F(t) siannulla per t =x,i=0,1,...,n e per t =x. Per il teorema di Rolle
applicato ripetutamente esistono, allora, almeno n + 1 punti interni all’intervallo
1§, §,0 in cui si annulla F'(¢), almeno # punti, nello stesso intervallo, in cui si
annulla F(t), ..., almeno un punto {€]¢,, §,[ in cuisi annulla F®*+ 1(¢), Ma

Frt U(4) = fn+ D(g) — (n + 1)! R(x)

€ pertanto

5

(6:230)  R(x)=f"" 1)(53/(/”“% 1)!. S

Se, Vx € [q, bl.¢| firt D) | <M, allora dalla (6.2.30) \segue
(6.2.30), | R(x)|<M/(n+1)..

Si considerino, ad esempio, quali punti fondamentali dell’interpolazione i
valori 0, 7/4, /2, , e, corrispondentemente, i valori assunti in essi dalla funzione
sin (x),O,\/§7 2, 1, 0; si voglia valutare

e(x) = sin (x) — &, (sin (x); x).
Per le (6.2.30)si ha

| R(x) | =] f@(@) |14 =] sin (§) |/24 < 1/24,
e, per la (6.2.29),

"

| e(x) | < | x(dx — m)(2x — T)(x — ) |/192.

Se si vuole valutare ’errore commesso, ad esempio, calcolando il valore sin (37/4)
utilizzando il polinomio interpolante &, (sin (x); x) si ha:
1r4
| e(37/4)| € —— =~ 0.095.
1024

Perx =m/10siha
| e(m/10) | < 97%/(4 x 10%) ~ 0.022.
Gli errori effettivi che vengono commessi nei due casi considerati sono, rispetti-
vamente, dell’ordine di 0.085 e 0.018.
Una valutazione di e(x) puo essere data anche se f{x) n i

i fino alla (n+ 1)-e ima. A i, infatti, gli 7 4 &wa’é‘&%;ne”ele :d??n}'»aﬂt?
B WW\%@‘M& sima. Assegnati, infatti, gli n+ 1 punti (6.2.27) si consideri
1 l'ulteriore punto (x, .., f,, ), conx . =x f , =flx), x#x, i=0, 1,

+-+,nLa(6.2.21), conm =1, portaa - o '

‘?n+ l(ﬁ t) =$n (f' t) +f[xor Xy X, x]w”+ 1(t)§

R CARARL.

RS




pert =xsiha

Lruilfix) = fix) = L, %) + flagpxy, o 2, 2o, 4 (0),

€ pertanto

(6.2.31) ex)=flx) =L (f;x) = W, (g, .0 x ]

n

Se f(x) ammette derivate, in [aq, b}, fino a quella di ordine n + 1, dalle (6.2.29),
(6.2.30) e (6.2.31) si ha, se Xgs %y, ..., %,, x sono distinti,

(6.2.32) flegrx,o o, x,x]l=fA 0 n+ 1)1, te 18, 8,10

dove ;e ¢, hanno il solito significato.

1l termine R(x) della (6.2.29) dipende sia dalla natusa della flx). che dai punti
fondamentali dell'interpolazione {x}. D'altra parte valutazioni di R(x) del tipo
(6.2.30) mostrano come si possa Vp'eynsare Perrore e(x) formato da due fattori:

nti {x}. Ha significato, al]or‘a',v

in so

R(x),.dipendente dal 128 Dpaea ), dipendente dalla distri-

porsi il roblema di determinare i

punti {x,} in modo che risulti minimo, qualqnque sia x, |wn + 1), ovvero
*he risulti minima la quantita

o i

'6.2.33) xgl[?b] |w,, )] |
7 LL
Ora,se [q, b]=[—1, 1], polinomio
. 1
Thrax) = o Ty 1(®)s

on T,(x) polinomio di Chebyshev di grado n, soddisfa alla proprietd (cfr.
sservazione che segue)

2. max T x)|< max P x
6234 max |7, )< max |B,, ()]
ove. B .1{z) indica un_qualungie polisomio di g7ads n + 1) avente il

iente di x**

vali punti fondamentali dellinterpolazione permette di minimizzare la (6.2.33)..
e la, b]=[—1, 1] "trasformazione Ve o

5.2.35) Ye=05(a+b+(b—a4x,), v

ove i valori x,, sono gli zeri di T, , ,(x), permette di minimizzare max|w, , , (x)|
1 [, b}
Scegliendo quali punti fondamentali i (6.2.35) si ottiene
b __a +1

1.2.36) (D lw,, x)|=2 [T -

(n+.2) volte. Questo
essendo un polinomio
* uguale ad 1; percid la scelta degli zeri del polinomio di Chebyshev 9

c?la

v &i

’Poiché nella

laloro rappresentazio
ri lineari.
Dati Pintervallo [a,
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La (6.2.36 nlﬁiﬁ_inﬁsaltoifaLLQ‘_Chgé&gﬂﬁgyaﬂ [a,
piccolo il contributo dell’errore dovuto ai punti fonda

iﬁﬁm’ avente in [q, b] ngg;g@gg ;i;i’:é't’té ﬂlstlcr edi ;egolarlt:‘a (cfr.
sterquzone. Per dimostrare |3 (6.2.34) si osservi che (cfr. (0
. \ - 7 »,

poiché | T, ,1x)|<1e T, (x)=2mn+1

essere : b

(cfr. (0.3.11) ¢ (0.3.13)),
+ termini di grado inferiore, deve

AN
N ™
|7 ~
w1 X)) < 27 v T (x)=axmt1 g termini di grado inferiore;

inoltre essendo li zeri dj
gli zeri lerL o1

. tali sono anch
li zeri dj : per T R ) el g S

g1 zerl di Tnhf 1 (%) pertz o[l . (x)]assume 7 4 3 volte in [— 1, 1§73
HAIMO 1/27 e, precisamente, nei punti '

) tuetd reali ¢ turti in [— 1, 1,

. i7r T ”é_***“*‘}\—\,. RS (E
(6.2.37) x! = cos 2o
' ] =0,1,...
! n+1 yn+ 1,

Sia ora p(x) un

polinomio dj grado (n + 1),
ad 1 e tale che

con il coefficiente dj x” + 1 uguale

X8 AR

1
(6.2.38 .
) xerfl—alx,ll ’p(x) , < on ’

il polinomio dj grado n

- By ! THLLL
QAx)=T,, ,(x) —p(x) : e
assume nei punti x; (6.2.37) segno di T +(
n

2.3 1(x) e, pertanto, cambia di segno
‘s.lgmﬁca che Q(x) si_annulla in almeno (n.+.1). punti ed
di grado n deve essere Q(x)=0.Ma

1
—_— 2 f ; 1
on xelrllai)fu’T"+1(x”=x,”3?f‘“f!’(x)l< >

Ve essere vera la (6.2.34),
1. )

ic 1€lla pratica risultano mo
punti fqndamenta]i« equidi

i ot ih I opportuno dare
ne esplicit. i T cuni
plicitamente ed introdurre, 3 tale scopo, alcuni operato.

b1, il numero reale positivo h(</b —a)ed x € [a, B], si
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x —0.1 0.1 0.2 0.3
y  0.9048 0.1105-10! 0.1221-10! 0.1350-10*

(i valori y; sono i valori, arrotondati alla 42 cifra, di exp (x,)) si vuole determinare
il valore X percuie y = 1.

In base a quanto sopra esposto si costruisce il polinomio interpolante {nella
forma di Newton) tale che:

N 3 &y ,') =X
La tabella delle differenze divise relativa ai valori assegnati, operando arrotonda-

menti sulla 42 cifra, ¢ la seguente:

i=0,1,2,3.

9, ‘ x, g o2 13
0.9048  —0.1
0.9990
0.1105, 0.1 —0.4330
0.8621 0.1759
0.1221, 0.2 —0.3547
0.7752
0.1350, 0.3

dove, per comodita di scrittura
g™ =glx, %, 41
g = glx, %, 10 %4 o]
g =glxp *, 10 %y g % 5]
ed il polinomio N,(g; y) assume la forma:
N,(gy)=—01+ 0.9990 (y — 0.9048) —
— 0.4330 (y — 0.9048)(y —0.1105 10%) +
4 0.1759 (y — 0.9048)(y — 0.1105 - 10%)(y — 0.1221 - 10%).
Pery = 1sihaN,(g1)=—0.1783 - 1073,

6.3. Approssimazione uniforme: teorema di Weierstrass.

a) Il teorema di Weierstrass. RN

FAS
Assegnati V'intervallo [q, b], flx) €Cla, b, (n + 1) punti distinti x, €[a, b),
i=0,1,...,n ed ivaori f,=flx), i=0, 1, ..., 7 ¢ gid stato studiato

S

J4” Perché una successione
~“bisogna particolarizzare i punti fondamentali dell'interpolazione e, spesso, re-
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(cfr., in particolare, 6.2.¢) e 6.2.i)) come il polinomio &, (f; x) (H,, + 1(F %)
interpolante tali valori, possa essere utilizzato per calcolare, in X #x,, i = 0,1,
..., n, un’approssimazione del valore f{x).

In relazione ai problemi posti nel capitolo 2 del volume 1.¢ naturale chiedersi
se, fissato € > 0, & possibile costruire &L (2 (s (fix)), di grado opportuno,
in modo che risulti k '

(6-3.1) L fZ)— &, (f%)]|<e VEEIq D] S
(| fR) = Hyp ()| <& VEEa, B])

Il\problema potrebbe essere risolto cetcando di costruire, per opportune scelte
dei punti fondamentali dell’interpolazione '{xf”)},,i =0,1,...,mn= 1,2,...,
con x" #x™ per i #j, x‘g”) € [a, b]Vi, n, una successione di polinomi _ i

polan;i‘ {.anj( F2) (aal f; x)}) che converga, uniformemente in [a, b], alla
funzione f(x). ' N '
' Qaestg“&?ﬁéﬁa, che ha impegnato per lungo tempo matematici di notevole
valore, si presenta assai difficile. Riteniamo percid utile richiamare brevemente
alcuni dei principali risultati conseguiti in questo campo rimandando, per una pitt
completa trattazione, a [6.14], [6.26]. Ci limiteremo al caso [q, b)=1—1, 1];
come gii osservato tale limitazione non & restrittiva.
i) La successione dei polinomi interpolanti{-# (f; x)}costruita pet la funzione

f(x) =’| x»[, su punti ‘equidistanti di [—1, 1], con xg’) =—1, xﬁ") =1, céhverge
a| x| soloperx =—1,x =0,x= 1. Per ogni altro valore x € ]— 1, 1[ la successio-

ne {&, (f; )} non & limitata.
i) Esiste una funzione flx)€C[—1, 1] per la quale la successione dei polinomi

interpqlanti {:f ( f, x)} costruita sugli zeri del,ifi?li.nomio dli'Chebyshey' Tnk’ L 10%)
vx€[=1,1]. o '

risulta non limi : |
iii) Qualunque sia il sistema di punti fondamentali in [—1, 1] & possibile
determinare una funzione f(x) € C[—1, 1] tale che la successione dei polinomi

interpolanti {&, (f;x)} non & limitata per un prefissato ¥ € [— 1, 1].

iv) La successione dei polinomi interpolanti di Hermite {H,, . (f; ¥}, co-
struita su (n+ 1) punti equidistanti pud non convergere alla f(x) e si puo,
inoltre, determinare almeno un x €[—1, 1] in cui la successione non risulta

limitafa, anche se

sl

S Ay, (fix "))| <1, |#, (x| <1 E=0,1,...,n

di polinomi interpolanti converga alla flx) assegnata.

stringere la classe cui f(x) appartiene. Sono, infatti, validi i seguenti risultati

ay

R A SV SN 5 ErA, ¢ =
I ¥ s ¢ _E o~
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v) Se in [—1, 1] flx) ELi; ~ (), 1/2<a<]1, la successione {& (f x)}
costruita su punti fondamentali x(” dell’mterpolazmne soddisfacenti alla condl-

z1_o_nc_,w(§)z_m,,

w" (x{)
(6.3.2) 1—(x—af)) ———>p>0, i=0,1,...,n,x€[-1,1],
' (xM)
con p costante positiva opportuna, converge, uniformemente in [— 1, 1], alla f(x).
vi) Se in [—1, 1] flx) €ELip o, 0< <], la successione {,‘? (f; x)}, costruita

sugli zeri del pollnom1o di Chebyshev e (%) converge, umformemente m“

[—1,1], alla f
vii) Se flx )EC1 [—1, 1], assunto f = (df(x)/dx), _ , la successione dei poli-
nomi interpolanti di Hermite, {5, +1(f x)}, costruita su punti normalmente

" distribuiti secondo Fejér (cfr. nota (3)), converge uniformemente in [—1, 1], ad

flx).
viii) Assegnata f(x) €C[—1, 1], la successione dei polinomi interpolanti di
Hermite, {3, , ,(f; x)}, costruiti sugli zeri del polinomio di Chebyshev T, , , (x),

{?) Assegnata sull’intervallo [a, b] (ma quanto segue vale anche se in luogo di [4, b] si
considera Ja, b[, che pud essere anche }—oo, +oo{, o (g, b] o [4, b)) una funzione f(x),valgala

- condizione

a) | fy)—fix)|<M|y—=x|*  a>0, vy,x€[qb]

si dice allora che f{x) soddisfa, in [a, b], ad una condizione di Lipschitz con esponente a e
coefficiente M. Di solito si scrive

b) flx) ELip,, @
Nel caso che si scriva
c) fix)ELipa

si intende che non si pongono particolari limitazioni al valore di M (> 0) per cui vale la con-
dizione a).

Per le funzioni soddisfacenti alla a) valgono le seguenti proprieta {6.26]:

1) una funzione che soddisfa alla a) & uniformemente continua;

2) se flx) ELip a e a> 1, allora f(x) & costante;

3) sein [a, b] esiste f'(x) ed & I flix) I <M, allora f(x) € Lip,, 1

4) se [a, b] & limitato e se @ < f, allora Lip & C Lip f.

(®) Un sistema di punti x‘() che soddisfa alla (6.3.2) & detto normalmente distribuito
secondo Fejér. Soddisfano alla (6.3.2), ad esempio, gh zeri dei polmomt di Jacobi ]""‘i , orto-
gonali in [—1, 1], rispetto alla funzione peso (1 —x)* (1 + x)B, soluzioni, per — 1 <a<o,
— 1< <0, dell’equazione differenziale

(L =x3)P () + [B—a— (B +a+ 2)xP, (x) +n(n + a+ B+ 1)P, (x) =

Tra tali polinomi figurano i polinomi di Cheb;shev (¢=B=—1/2) ed i polinomi di
Legendre (o = § = 0) (cfr. 0.3).

con i valori f; tali che
1] < ——=
il — , con hme—O,z—Ol
‘ log n V1 — x2 ne o

converge, uniformemente in [— 1, 1], alla flex).

n

zione polmomlnon interpolanti per cercare di ottenere la convergenza uniforme:,
in [a, b] a flx )EC[a, b] Cid ¢ posmbﬂe, ad esempio, in_Ja. b]: 11, per
flx) €Clo, 1], costruendo la successione de1 polmomt dz Bemstem relatlvl alla

)

n k n |
(6.3.3) B (fix)= Zf(——)( )xk(l-—x)n—k’ peta

k=0 \M k

B_(f; %) & un polinomio in x di grado non superiore ad n e taie che
B, (f;0)=f0), B (fi1)=f(1)
Sviluppando nella (6.3.3) il binomio (1 —x)""* siha

B,(fim= Y }:kf(—kl)(k)( ]‘k) (= 1yt

k=0 j=0 7

, .
le somme dell’espressione precedente possono essere riordinate in modo che

st F LA

r

ricordando che

o= L) DRI

e dalla (6.2.41) segue

(6.3.4) B,(fix) = }2‘_ ATf(0) (") X
r=0 r

Applicando la (6.3.4) alle funzioni 1, x, x?, si ottengono i seguenti risultati

La complessitd dei risultati ora richiamati su@msce di prendere in conmdeza— L
LA
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B (1;x)=1,

{6.3.5) B, (x;x) = x,

1
B,(x%x) = —
n

HEREIWE !

Si tenga presente che alla prima delle (6.3.5) & possibile giungere anche diretta-
mente applicando lo sviluppo del binomio all’espressione 1 = {x + (1—=x)}"
Dalle (6.3.5) & facile ottenere I'identita

2 n
6.3.6 k—nx2( )xk 1—x)""% = ux(1 —x),
(6.3.6) k;( Pl ==)
e da quest’ultima una valutazione dell’espressione

Y kg _ ok
Ik/n—x|>6(k)x (1=x) ’

che sara utile nel seguito. La notazione usata indica che, fissate x e 8§, la somma
€ estesa a tutti e soli quei valori di & per cui | k/n—x| > 8. Tale limitazione
implica

e pertanto

> (") M1 —apbg — Y (k )2(")
x*(1—x < — ——x ‘
let—x|>6 k 62 etn—x =8 \P k

k n—k 1 & k 2" k1_ n—=k
xF(1—x) <E;Z(———x) (kx( x) Tk,

k=0 \M

e per la (6.3.6) e per il fatto che, perx €[0, 1], ¢ x(1 —x) < 1/4 siha:

1

— n

(6.3.7) L ( )xk(l —x)" kg .
lkfn—x|>5 k 4nd?

Per verificare che la successione dei polinomi di Bernstein approssima f{x)
€CI0, 1] uniformemente in [0, 1] si pud procedere come segue.
Per la prima delle (6.3.5) si ha

s

v,

35
fer= 3 g )=,
k=0 ‘
e quindi ,\ A
. o k
fir) =5, 5= Y Vo =[] b0 -,
E=0 n
da cui
, k\ fn\ .
(6.3.8) | fix)— B, (fi x)| < | fix) —f(—)](k)x (1—xpk 4
' lefn—x <8 n

k
L B I B T

~ wi
kx> n) \k/ w o 0
V

v

e
D’altra parte, per la continuita di f(x), esiste un numero M > 0 per cui, qualunque
sia x €[0, 1], &| flx) | <M. Pertanto dalla (6.3.8) si ha (4):

n

| fix) = B, (fi x)| < wi(f; 8) Z(Z)xk(l —x)" 7 +

k=0

+2M ") xt (1 —x)t,

[kfn—x |> & (k
da cui, per la prima delle (6.3.5) e per la (6.3.7), si ha

(6.3.9) | fix) =B, (f; x) | < w(f; 8) + M/(2n8?),

e dalla (6.3.9) segue che, qualunque sia x €10, 1), il valore | f(x) — B, (f; x)| pud

essere reso arbitrariamente piccolo. Il risultato ottenuto costituisce una delle

e e kY oL . =
.

(®) Ricordiamo che, assegnata sull'intervallo [a, b], una funzione f{x) e dato un numero
positivo §, il valore (che non necessariamente deve essere finito)

w(f; 8) = Sp | flx) ~ fly)

x,y€la,b] k—yl< s

¢ detto modulo di contiruiti della fix). w(f; 8) & una funzione non decrescente di & ed una
funzione f{x) ¢ uniformemente continua in [, b] se e solo se

lim w(f;8)=0.
50
Inolitre sono equivalénti le due asserzioni

flx) € Lip, 0, w(f; §) < M8°,
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dimostrazioni del classico teorema di Weierstrass:

Teorema 6.3.1 (di Weierstrass). Assegnata f(x) €Cla, b] e fissato €> 0, &
sempre possibile determinare un intero 7 ed una successione di polinomi

n

{Pn (%)}, Pn (x) = Z Cl(en)xk , .

k=0 j
tale che, pern > e qualunque sia x in [a, b] vale

(6.3.10)1 , P (x)— fix) ’ <,
Tavola 6.4. Valori di »n per cui i polinomi approssimanti differiscono da <f(x)
non pilt di € = 0.2 1077 jn [, b]=]o0, 1]. P, ) & il polinomio di migliore ap-
prossimazione, di grado #, alla f(x) in [0, 1] (cfr. 6.4), .,?; (f; x) &l polinomio
interpolante di Lagrange costruito sugli » + 1 punti (6.2.35), B (f; x) & il
polinomio di Bernstein di grado », S, (*) la somma parziale n-esima della seriedi
Taylor (:Jv0 = 0).

Polinomio
fx) approssimante "
pn(x)a:{;,‘ (f)'x) 9
exp (x) S, (x) 12
Bn (x) o~ 10?
p,(x), %, (fix) ~12
(2= S, (x) | 32
B, (x) ~ 10°
p,x), &L (fix) ~16
1+ x2)—1 S, (%) la serie diverge perx = 1
Bn (x) ~10°
' x), L, (f; ~ 300
[ <1 Pulh L (fix) =500,
1 ? 1019
fis)ELipa a= — B ()2, (i) =107
P, ) w(—1—)< 1077
n
fx) €clo, 1] % (£ x)( pud non convergere
B, (x) w (%n <1079

ovvero

(6.3.10), max | P (x) —f(fé),l<e.—!

: xe(a,b] B

A o ,. /7. : . ; \ \
O&s_ervaziggg_.‘, E*possibile dimostrare [6.26] che i teorema di Weierstrass, nel
caso f(x) G@, 2m] e periodica con periodo 2, & ancora valido se in luogo dei

polinomi algebrici P, (x) vengono considerati i polinomi trigonometrici

o+ Z {c, cos (kx) + ¢, sin (kx)}.
k=1

b) Difficolta di applicazione del teorema di Weierstrass.

Dalle (6.3.9) e (6.3.10) discende che, in generale, il grado di B, (f; x) deve
essere dell'ordine di grandezza di 1/e; scelto, ad esempio, €= 1076, si deve
costruire il polinomio di Bernstein di grado un milione. Tale fatto suggerisce di
cercare altre successioni di polinomi ¢

he, per un assegnato valore dj e, approssi-
mino una f(x) nel senso della (6.3.10), ma con 7 noﬁr{-trE)ﬁPograndeD’altra

parte, all’inizio dﬂi'cjﬁééfé paragrafo, abbiamq visto ¢ »glc‘qgi»pgljgg{gj’jp:@;-

PBHH&; sotto opportune condizioni, approssimino f{(x) nel senso sopra precisato,

2 della fx),

desi gi;zgg ‘rgf}r(y_lwejr“‘e pri';;u;icamente 'Mina bile
4 [6.2%&3&@& per via

ma, se non vengono fatte ipotesi abbastanza restrittive sulla natur

il valore 7 restera sempre molt

H teoref}ladIWegerStrassA questo proposito la tav. 6.

teotica e, ertanto, senza i problemi relativi agli errori di arrotondamentq a

quadro sufficientemente significativo di come, una volta fissatg €, varia 71 con la

natura della funzione da approssimare.

etk i s o 1 S
s ,

e

6.4. 1l problema della migliore approssimazione (lineare).

Le qonclusiqni a cui siamo giunti nel paragrafo precedente suggeriscono,
per le applicazioni, di affrontare in modo diverso il problema dell’approssima-
zione, nell’intervallo I = [q, b], diuna funzione continua f{x) mediante polinomi;
=S8R0 51.pug fissare il grado  del polinomig e chiedersi quanto si 4o ren-

dé&&mggm;lgmdomr;g},g;ghsﬁg%gg&msllg@mﬁ-3,%4&,&)2} ovvero, in altri termini, posto

2
-

n

Z“kxk |

k=0

- (6.4.1) d= xen[l‘ixbi [fx)—P (x)] =xen[12xb] [ flac) —

nde

determinare, se esiste, tra tutti i polinomi di grado <u quello (quelli) che
Sia, ad esempio, f(x)=x2, I= [0, 1], P_(x) =P, (x) =a,. 1l problema di
minimizzare d si riduce a determinare, in questo caso, quel valore di a, per cui
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4. Polinomi osculatori che soddisfa alle condizion]

nterpolazione & rappresentata
che nei nodi zi, ¢ = 0,...,n,

P2(Zo) = f(z0), polzs) = f(z2), py(z1) = f'(zy),

Una generalizzazione del polinomio di 1
in cul .
f(z0), f(z2), f'(z1) sono valori dati e To < Ty <
1 o

dai polinomi osculatort, cioe polinomi p(z)

soddisfano a condizioni pit generali delle (1), che coinvolgono anche valori del sist . .
delle derivate fino ad un ordine prefissato, nel modo seguente: ‘ ema lineare , , sono soluzione
Zg Iy 1 as
. ; 2 f(zo
o () = fO(zi), (ik) € K, (15) gom el - f(ng |
1 ag f’(x )
1

Tale sistem
a ha ]
una e una sola soluzione se z; # ZTo + 2o

0 +2T2 ., .
5 il sistema ha infinite soluzioni se Fi(z1) = Mﬁ )
, I

dove K, & un sottoinsieme di {0,... ,n} x{0,...,n}
1l modo pit semplice per risolvere un tale problema & quello di conside-
rare un polinomio di grado opportuno (di solito il numero dei coefficienti da

SeéxI:

determinare & uguale al numero delle condizioni date) e imporre che soddisfi on ne
le condizioni (15). I coefficienti del polinomio risultano allora soluzionedi ha alcuna se f'(z,) 5 _f(iz_);f(ﬁo__)- T2 — Zo
Tz — Iy ’ -

un sistema lineare.

Un caso particol ;
) X armente im 3 : s
del polinomio di Hermite - portante di polinomio osculatore & quello

&?ﬁl : dati n + 1 nodji zi, 1= 0,.

grado minimo ch
. re di'Hermite & un polinomio p(z) di grado al

oo T2, il polinomio
e pit 2n + 1 tale che
Anal )= f(), ¥(z)=f(z), i=0,. ..n

Analogamente al polinomio di La, 4 Hor Lo
appresentato nella forma, '

5.10 Esempio. Per determinare il polinomio p(z) di
soddisfa alle seguenti condizioni

20=0, z.=1, p(zo)=0, (z1) =1, p'(z1) =0, p'(z0) = -
grange, il polinomio di Hermite pud essere

si considera un generico polinomio di terzo grado (le condizioni da imp¢

sono quattro)

2() = 3 U3e)f () + 3 Vi) f(ey), a7

=0 :
J =0

oni dei polinomi L;(z) definiti in

p3(z) = (13333 + a2x2 + a1z + ao;

. . [ . . . OVe i Olin . . .
i coefficienti risultano soluzione del sistema lineare € 1 polinomi Uj(z) e Vj(z) sono funzi

ps(0) = a0 = 0
ps(l) = a3 +az + a1+ do =1
pa(1) =3az + 202 + a1 = 0
Py (0) = 2a2 = —1,

Uj(2) = [l = 2L}(z;)(e — z,)] L3(z
Vi(e) = (o — 2;) I3(c). | e

me si pug i
1 pud facilmente verificare
)

‘ e VJ(-T) hanno o
lgono le relazioni: grado 2n + 1;

da cuisi ha ag = —1/4, a2 =

~1/2, 0, =T[4, a0 =0. 11 polinomio
& quindi dato da |

Uj(zx) = {é :Z’[:;‘J_}
Js

Vi(zr) =0 per ogni £,
UJ"(w’C) =0 perognik, W

V!(z ={1 se k = j,
(z) 0 sek#yj.

17 i "
(17) ha grado minore od uguale a 2n+1 e soddisfa

A seconda delle condizioni imposte, il pro
soluzione e tale soluzione puo essere o no unica.

€ che il polinomio

5.11 Esempio. I coeflicienti del polinomio
onj (16).

5

p2(z) = aszt + arz + ao
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5.12 Teorema. Siano

1 : b= max z;
a = i"r(I)llnn xi, i=0,""‘)n
=My

= b] tale che i}
ia f(z) € C?"*?[a,b]. Allora esiste un punto { = £(z) € [a,b]
T , siste
iezlta; r(z) del polinomio di Hermite & dato da

2y £
() = 7@ Gy

o i (6).
dove m,(z) ¢& il polinomio di grado n + 1 definito in (6)

D 1 1 € 5.5. P
im. La dimostrazione segue la traccia dl quella del teorema ‘
T l?é .’Z: 1=10,1 n, si considerano le funzioni

ty YLyt

r(z)
@) =25

Z(y) = ’I"(y) - 8(23)7('121(’!/), yE€ [a’ b] |
i i | = .,n, e nel punto z. P
La funzione z(y) si annulla nei punti z;,2=0,...,n, e

. . . ! . . . . . . . 0 i

T =) s

' h’ : = ey b
€ poiche T,(xi) _ f’(xi) _pl(mi) — 0, per 1= 0’ n

pA ’y S1 a]]“l]”a an e l r = (o] I) eSSi Va][lenteq
i i ' ) 0 S ¢ C m 1 ¢
1 Che net unti 1y 1 - ,. Y : )
z S1 a .

i Hermi i do al piu 3
5.13 Esempio. Il polinomio ps3(z) di H rm}tfe d} gra ;
.Unti Tg € X1, COIl T < Ty, Soddisf& a,lle COIldlZlOIll
P 0 )

3(zo) = f(zo), P3($1) = f(lxl),
;(%) = f'(zo), pa3(z1) = f'(z1)s

per la (17) e dato da

p3(z) = Us(z) f(zo) + Ur(z) f(z1) + Vo(2) f'(z0) + Vi(a:)f :
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dove, posto h = Ty — x40, &

T —

h 0)(1' _371)2,

1 -
Uile) = h? (1-2 ETxl)(l‘ ~ z9)?,

1
Uo(e) = o (142

Vo(z) = h—17 (z = 20)(z — 2,)?,

Vi(z) = hiz. (z—z1)(z ~ zo)?.

I resto per il teorema 5.12 & dato da

r(z) = z% (z —20)*(z — z1)?f®g), ¢e (zo,71).

Per il caso particolar

e della funzione fz) = /7,
di Hermite che nej p

, 81 considera il polinomio
unti g = 0.49 e Z1 = 0.64 soddisfa alle condizioni

p3(0.49) . 0.7, p3(0.64) = v0.64 = 0.8,
1 1 1
5(0.49 = 2(0.64) = = .
3 ) 14’ p3(0.64) 2064 16
ale polinomio & dato da

1 z—0.49
7= 535 07(1+2 T2 o — 0y

z—0.64
. —2\’ —0. 2
+08(1 i) (= — 0.49)

—

T (2= 049)(z —0.64) (224 _1.3'64 +2 _1‘2'49)]

= 0.2645503 2% — 0.7460317 2 +1.254841 = + 0.2331259.

Unto z = 0.6 si ottiene i] valore p3(0.6) = 0.774602. Per z € [0.49, 0.64]
to ¢ dato da

r(2) = —(z ~ 0.49)%(z — .64)? ﬁ.__

5
16,/

€(0.49, 0.64). Si ha percid

r(0.6)] < 0.918 10-5.
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i p2(0.6) = 0.7744118. Per z € [0.49,0.81] il resto dell’interpolazione
per cui p2(0.6) = 0. k
& dato da

(z — 0.49)(z — 0.64)(z — 0.81) ,

te (0.49,0.81).
164/€°

r(z) =

Si ha percio 0.93 1073

099 1Y~ 0.346 1072,
MO0 < To o ge

In realta risulta

max

|VZ — pa()| =2 0.264 107°
£€[0.49,0.81]

-3
|v/0.6 — p2(0.6)] ~0.185 107,

1 figura 5.2

er cui le 3 cifre pit significative di pg(O.fS) sono esta,’cte.t aNS?iiituge e
Ir)iportato il grafico della maggiorazione di |r(z)| ottenu

al posto di £.

10 A1

0.49 0.64 081

Fig. 5.2 - Maggiorazione di |r(z)| per la funzione f(z) = VI

i i il grado d
Un risultato piu preciso si ottiene aumenta'n.dz di uilio ilg
nomio di interpolazione. Assumendo come nodi i 4 pun

= =0.81,
o =036, z; =049, z;=064, z3=0

si ottiene

2 +0.2280
ps(z) = 0.2693385 2° — 0.7676147 2" + 1.274618 |

dove 7,,(t) & il polinomio in t di grado n + 1 definito in (10).
Dim. La dimostrazione segue subito dal teorema 5.5 e dalla (9).
55

differisce dalla funzione f(z) nell’intervallo [a, b]. Posto
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per cui p3(0.6) = 0.7746606. In questo caso risulta

max

[Vz — ps3(z)| =~ 0.165 103
z€[0.36,0.81]

[v0.6 — p3(0.6)] ~ 0.639 10~*.

Nel caso di punti equidistanti il resto del polinomio di interpolazione
assume una forma pitt semplice.

5.8 Teorema. Siano z; = z9 + ih, i = 0,...,n, e sia f(z) € C™*q,b).
Allora esiste un punto ¢ = {(z) € (a,b) tale che

" f(n+1)(§)
7‘(:170 + th) = Tn(t)h +lm,

t c C& )“%’Lw

| S——

=
]
X
&
S
o
‘;‘W
N

- Le espressioni del resto del polinomio di interpolazione date nei teoremi
e 5.8 permettono di valutare di quanto il polinomio di interpolazione

Mty = Jmax [ ()],

Mn+1
= < m .
Tmax :é)ﬁ'?g] ,T’(.’E)I = ze[ifg] lﬂ'n(z)l (n + 1)]

'1punti z; sono equidistanti, si ha

(14)

n+1 Mot
(oo + )] < (O At

Mt
< ¢)|prtt ot
max S tg%(?;)fz] lTn( )I (n T 1)' |
%% di punti equidistanti si pud avere una valutazione del comporta-
17(zg + th) al variare di ¢ nell'intervallo [0, n], studiando il compor- : :
> del polinomio 7a(t). Tale polinomio gode delle seguenti proprieta: i
t) ha come zeri glin+1punti0,..., n;

1
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b) il punto % ¢ punto di simmetria per |7 (¢)]. Infatti

& ra(t — 1) > |7a(t)]- Infatti

¢) per t non intero, t < 3,

N

n+1

It — 1) = ][t -1~l=

1=0

n
d d —
ed essendo t 2

‘t—n-—l‘ S 1,

da cui la tesi.
d) per la simmetria di I ()]

t non intero, t > 5, risulta |7 ()] < |ma(t 4+ 1)

Dalle due proprieta c) e d)
intervallo (7,2 + 1), crescono quan
[0,n] verso gli estremi. Nelle figure 5.3 e 5.4 sono riporta

per n =T e per n = 10.

| F10

SESPTH) (XTI (]
i=0 =0
e con il cambiamento di variabile j = n — 1, risulta A: :
o (2 49| = LG - ¢ =D =Im(5 - V)]
- TS

It— -1
2

risulta [t —n — l|=|n+1-1 > —, e quindi

| H(t ==l

rispetto al punto % e per la c), si ha che

segue che i massimi relativi di |7n(2)] in
do ci si allontana dal centro dell’interv
ti i grafici di
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Dallo studio del comportamento di 7,(t) si pud dedurre che se f("+1)(z)

non varia molto nell’intervallo [z, z,], il
on varia molto nell [zo,r], il 1esto risulta minore nella parte

)
Y

Fig. 5.4 - Grafico di y(%).

, C oy - .
Un altra proprleta rilevante del pohnomi Tn(t) ‘e quella della, rapida

nel” prlmo € nell’ultlmo sottomtervallo Siha

et

e Ira(8)] = max ra ()] 2 lTn( )= ” (‘"J)l
1 "~
==——[1-3-5---(2n—1)] = (2n - 1)
on+1 n+1 .. n —
_ _(2n-1) e
227(n — 1)!

eIz:soppor‘cuno rilevare che, anche se la funzione f(z) € C*[a,b], la
sione {pn(z)} dei valori assunti dal polinomio di interpolazione di

Fig. 5.3 - Grafico di 77(%).

9n.1m un punt
finito, punto z € [a, b] puo non. convergere a f(z), per n che tende

sempio. Per il poli io di i

. polinomio di interpolazione in n i idi i
: ' unt

iions di Runge punti equidistanti

£@) = ==
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C g ' sce
definita sull’intervallo [a, b] = [—5, 5], si pud dxmosj&rarg.[i?]_d;i z:l( bciea)/;e
di n la successione dei polinomi di interpolazione sul ;o. i : ;r; o rest;
i =0,...,n, non converge puntualmente a f(:c) e che i (ilv' tpva‘110 ey
diven,ta.n(; in modulo arbitrariamente gratnd:1 1{1 p:I?;i) rcileio 1dni ?; terpOMZi; m;

.6 illustrano ’andamento del p : . yolazi
Ig;j(ii)glzlt‘zbf)u.fateo E;r? punti equidistanti,' linea pin sottile) nei due casin =9 e
n = 15, rispetto alla funzione f(z) (linea spessa).

4 3 2 -1 2 3 ¥

Fig. 5.6 - Polinomio di interpolazione di grado 15 della funzione di

Perché la successione {p,(z)} converga un.lff)rm'emente a?oi (ex()le
[a, b], & sufficiente che la funzione f(z) sia anah.tlca deun; Ilzgio e
complesso contenente [a,b] e abl?astanza ampia. te i é)o ;11’in'
dimostrare [7] che se i nodi dell’interpolazione appf;r engrnente .
I = [a, ], allora la successione {pn(a:)} converge uni ornlx; #
tutto I se f(z) & analitica nella regione del piano comp

D={z€C : |z—z| <b—a, per ogni z € I}.
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L’insieme D & illustrato nella figura 5.7.

Fig. 5.7 - Regione D del piano complesspé

La condizione precedente & una condizione sufficiente, e 'q\uindi non si
pud dedurre che la successione {p, (z)} sia divergente se la funzione f(z) ha
un polo in D. Perd se il polo & molto vicino ad I, accade spesso che la suc-
cessionie non sia convergente in qualche punto di I. Nel caso della funzione

di Runge, per la presenza dei due punti singolari +4 non si ha convergenza,
 della successione dei polinomi dj interpolazione per |z| > 3.63. ..

I risultato precedente non fa riferimento alla particolare distribuzione

dei nodi nellintervallo [a, 8]. Esistono dei risultati pilt raffinati validi quando
come nodi si scelgono i punti di Chebyshev

a+b b-a 2+ )= .
: co

2 omyn

1=0,...,n.

), se la funzione f »(_z“)wpgglwge_m__r‘qppﬁ‘complesso ha un numero finito di

5 esterni allintervallo fa, £ € soddisfa alla condisione

0 per qualche k

utte le funzioni razionali il cuj denominatore non si annulla in [a, b] veri-
10 queste condizioni), allora la successione dej polinomi {p,(z)} converge
formemente ad f(z) in [a,]. Infatti nel caso della funzione di Runge

&sempio 5.9, la successione {Pn(z)} che si ottiene scegliendo come nodi

0ti di Chebyshev converge uniformemente nell’intervallo [—5,5] (si veda
Mpio 6.44).
L

Nimizza la quantit Ta(z) (si veda il teorema 6.19) e quindi in gene-
€ la f("*1)(2) non varia molto in [@,8], d& un resto minore rispetto
elta dei nodi equidistanti.




