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indipendentemente dalla dimensione r [5], e dal punto 11. Approssimazione delle derivate
La (72) vale indipenden

i ivi to piu |

tazionale questa tecnica di inte%'ramfme. ?fvrls::() (’;in hzoite » L.e formltl!e n o et o —

di vista compu it r & elevato (nelle applicazioni atto o rmile per
i iu r e eleva \ ' o
vantagglosa QUalllic;nI;e applicato quando r & superiore a 10) N o -
Carlo viene usua. N
io. Si approssima con il metodo Monte Carlo I'integ

7.43 Esempio.

roblema differenziale

un problema continyo ip un problema discre
x/2 )2 dz d tecniche alle differenze finite,
+ y cos z) dz dy,
S = / / (zcosy
0 0

Nella maggior parte dei ¢

b) discretizzazione di un p » Cloé trasformazione di
to, con Putilizzazione d;
J

: in s itmica, gli

io 7.41. Nella figura 7.18 sono riportati, in fscalla,el(;%é;re ler a,,ﬁco

deu’esempiot?.del.le medie S, per valori di n compresi fra
errori assoluti

’ e tenda a
a come ’error
tta di coefficiente angolare — 3 che mostr
di una re
1/2.

' : idi i i il valore
diminuire Comioré cioe con 10® valutazioni di f(:z:,g)_,3 S(l .otct;zngonti slore
ot che , di circa 0.898 1 si
assoluto di ¢ .
6504, che ha un errore .
iﬁgri ott’jenuti negli esempi 7.41 e 7.42)

Pa(2) = 3" Li(2) f(zy),

=0

Pa(@) = 3 L (2) (),

=0

"

Le formule Pill comunemente u
‘nodi sono e

sate sono quelle che sj ottengono quando j
quidistanti e j] punt

0 = coincide con uno di essi.
7.44 Esempio. Per n=2 =z4+ hyzy =24 + 2h, ez =2z si ha

2.?70 — T — 2y
! = = e
Lo(z0) = (2o — z1)(zo —z3)  9p°
' _ Ty — 2, =2
Ll(xO) - (&21 d .’Eo)(fl)l nd 172) - h ’
Ly(z0) = — T -1

(x2 — z0)(z7 — z) 2R

7 a, IO'
i i 1 tOdO Monte C f ;
Fig. .18 - Errori nell’mtegramone con il me ’

F L= 250 +21(s,) - 3 /()]

Iodo analogo si ottengono le formule

Py(20) =
. R di molto len
Carlo risulta quin
‘ del metodo Monte
La convergenza

. it
C e e . ro di Va'lu
. : iche, diminuire il nume ‘s
. " tilizzando varie tecniche, ! ianza o (s ;
pero ;f>oss1'b11e, l(sileste tecniche in generale rldug:lono lz;, ;/:glcon i
della funzione. simando il problema J esemn
io I’esercizio 7.55), appros . : volte, -ad: €
esempio | erileodiﬁcato: r’iducendo la varianza ((111 t}toc? di 10 :,olte.
prOble?Zi valutazioni di funzione puo essere rido
numer

Ph(e1) = 32 [~ f(zo) + f(aa)],
Ph(ea) = 2 [2 fleo) ~ 2f(ay) 4 3 /()]




Ly(z) =

da cui

In generale, se Pn

la forma

in cui i coefficient; w;
i coefficienti wi,

esatta per le funzioni

fle) =

e poiché

=0

Dalla prima equazione

Se i nodi z;

=0
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Per la derivata seconda si ha, per ogni z,

Pi0) = Bie1) = ph(e) = 7 [F(20) ~ 2£(@1) + (1))

(z) & il polinomio dj interpolazione di grado n della
funzione f(z) nei nodj distinti z, . .
approssimazione di f®(z). Se il

esempio con z;, la formula di dersy

dipendono da k e da J. Fissati k e j,
anziché derivare il polinomio di interpolazione, si

f(k)(:l,‘])z {0 ser#k,

ne segue che gli w;, § = 0,.

Zwi(l‘i—-’cj)r:{g! ser#k r=0
Poiché la matrice del sistema (75) & di

distinti, si possono ricavare gli w; ¢ = ()

sono equidistanti, cioé z;
porre o; = h*y;. dove gli a;

zai(i—j)f={2! CIEE g
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1

In tal caso ] formula di derivazione approssimata assume la forma
2 1
BZo Li(z) = - 7z Ly(z) = B2’

) "

Il resto dj una formula dj derivazione dj ordine k &

rif(e) = f®)(z) — p(a).

; . a,b] e
»@n, si assume p{” (), per k < n, come 745 Teorema, Sia f(z) € C™a,8], siario ¢y < ... < T ggis,tinti
punto z coincide con uno de; nodi, ad sia p(z) il pol'monuo di interpolazione, Allora esistono n PUI_I— () tali

azione approssimatae di ordine k assume y]; € (=, Tit1),1=0,... . n - 1, indipendenti da z, e un punto { =

che
n n—1 1) 8)
~ TASRI) (7
ng)(xj) = Zw,‘f(z’,‘), (74) ro(z) = H(x - %) .__n'_(__
i=0 =0 :

Dim. 1, funzione r,, (z) = fz)—p, (z), derivabile con continuita, si ann.uﬁz
negli n 4 1 punti zo,.. 2 . quindi per il teorema di Rolle la fuI-IZI?)di
r2(z) ha n zer Y05+, Yn_1, che dipendono dalla funzione f(z ).e (.ial I(178)
, cioe che sia esatta per i polinomi di grado dell’interpolazione, etaliche y; € (%i,Zigq), ¢ = 0,...,n—1. Quindi .
T=yi. Perz # y; sia

per ricavare

e verificata nei puntj

(z —z;), per r=0,... n,

s(z) = () (79)
:E)(x ~ %)

€ si consider; Ia funzione dells variabile y
k! ser=¢ |

’

.-y N, devono soddisfare il sistema, lineare

=) = i) = () [[ (v — ).

i=0
ser =k, T

almeno negli n + 1 punti distinti y;, ¢ = O"ls’u‘l.t;
nella dimostrazione del teorema 5.5, .rlh o
€00 un punto £ € (a,b), per il quale s1 ha:

7= = 1) i s(2) = () -t s(a),

. . —1.
& cui, sostituendo nella (79), si ottiene la (78) perz # y;, i =0,..-,7 -

Vandermonde e i punti z; son
yeeey Tl

. ‘
(75), poiché & > 1, risulta che 3 wi =0, ciog
1=0 .

=To+1ih,i=0,...,n, .
sono soluzione del sistema lineare In modo analogo si puo ottenere il resto per la derivata k-esima, k <7

ser =k,

n~k (n+1)
@) = 19() - 900) = T — g ety
=0
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dove y; € (z;,2;41), per i = 0,...,n—k.

Per valutare il resto dell’approssimazione della derivata quando i nodj ;
;i sono equidistanti di passo k e il punto z coincide con uno dei nodi,

conviene utilizzare la forma (22, cap. 5) del resto dell'interpolazione, che &

derivabile per il teorema 5.28 se f(z) € C"zo, z,]. Per la (29, cap. 5) si
ha

r(z) = To(2) flzos ... 20, 2] + 7n(z) flzo,...,Zn, 2, z].
Poiché flzo,... »Tn, T, 7] € limitata in [z, z,] e Ta(z;) = 0, risulta
T‘;(.’E]) = ”;(mj)f[xo, ceey Thy .Tj],

e per il teorema 5.31 &

S

ra(z;) = 7 (z;) CERIN

dove ¢; € (z0,zn).

Con il cambiamento di variabile z = xo +th e
Ta(2) = k"M (2), dove m,(t) =t(t—1)...(t—n),

e quindi
LACHER AL
Ne segue che

n oln 7 (7)
ra(e;) = ¥V D) dove 7% = (n+ 1)

In modo analogo si ha
T'slk)(xj) — ,ng)hn—-k-t-lf(n-{»l)(&;k)) + O(hn—-k+2),

(k) .
(k) _ Tn (.7)
dove ;" = ———-(n+ 3k

Quando j = n/2 e k & pari, risulta T,(,k)(j) =0, ese f(z) € C"*?[zg,zn], s
ha

(k—
3 \ , T
747(})(3:],) - 6'§_k)hn—k+2f(n+2)(€§k)) + O(hn—-k-}-z)’ dove 551:) -k _nTz_______

Le formule per cui j = n/2, cioe z; & il punto centrale dell’intervallo [zg, Zn);
sono dette centrali o simmetriche. Poiché tali formule hanno di solito coe
ficienti del resto pit bassi, quando & possibile, conviene usarle.
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7.46 Esempio. Sia z; = z¢ + ik, ; = 0,...,n. Formule per la derivata
prima si ottengono ponendo k = 1. Pern = 1, z = z, dalla (76) risulta

a+a;=0 e oy =1,

da cui si ottiene )
Pi(20) = = ((f(21) = f(z0)), (82)

che rappresenta 'approssimazione della derivata con il rapporto incremen-

tale. Dalla (80) si ha

(o) =~ 2F1€), ¢ € (moyza).

Una formula centrale si ottiene ponendo n =2 e z = z1; dalla (76) risulta

Ph(o1) = 5= (f(z2) = f(a0). (83)

Dalla (80) si ha

B2
ra(z1) = — "G—f”'(f), € € (20, x2).

Una formula centrale per la derivata seconda s1 ottiene ponendo n = 2,
k=2ez =z dalla (76) risulta

Phle1) = 37 (o) ~2f(a1) + f(z0)

Poiché 75'(1) = 0, il resto di questa formula viene espresso mediante la
derivata quarta della f (z)

h2
ry(z)) = — Tz—f(4)(€), € € (z0,22). -

Le formule di derivazione approssimata con nodi z; equidistanti possono
essere espresse anche mediante 'operatore A di differenza finita. Dalla (25,
¢ap. 5) il polinomio di interpolazione di Newton risulta

Paleo + 1) = f(a0) + 3 B3 piggy).

i=1




