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LA REGRESSIONE 

LINEARE SEMPLICE



Introduzione all’argomento

Nello studio delle relazioni tra due (o più) variabili, oltre a 

misurare l’intensità del legame esistente, si è anche 

interessati ad accertare come varia una di esse 

(dipendente) al variare dell’altra (indipendente, o delle 

altre, variabili indipendenti), individuando un’opportuna 

funzione analitica che sintetizzi tale relazione.

 Nel caso di una sola variabile indipendente si parla di 

regressione semplice;

 In presenza di due o più variabili indipendenti siamo 

nel campo della regressione multipla.



OBIETTIVI DELLA REGRESSIONE

Descrizione: si vuole rappresentare tramite una funzione

l’andamento dei valori d’una variabile al variare dell’altra.

Interpretazione: si cerca di mettere in evidenza i nessi causali fra le

variabili, per confermare (o smentire) una teoria (economica

nel ns. caso).

Previsione: si tenta di valutare in maniera attendibile il valore che

assumerà la variabile dipendente in corrispondenza d’un

valore noto della variabile esplicativa (o delle variabili

esplicative, nel caso di regressione multipla).



Esempio: osservo reddito e spesa su 30 famiglie



Relazione tra due variabili 

(Regressione semplice)

Dopo aver rappresentato graficamente i dati a mezzo 
dello scatter-plot se notiamo una regolarità di tipo 
lineare (i punti si dispongono grossomodo attorno 
ad una retta immaginaria) possiamo voler 
“sintetizzare” tale “regolarità” mediante una 
funzione analitica “ragionevolmente semplice”

Il presupposto è che esista una variabile (la "X” detta 

indipendente o esogena) che è causa o che 

comunque agisce sull’altra (la "Y” detta dipendente 

o endogena).

La scelta del ruolo delle due variabili è una scelta 

extra-statistica



Tipologia di relazioni (una sola variabile indipendente)
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Tipologia di relazioni
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Tipologia di modelli di regressione

Modelli di 

regressione

Semplice

(una variabile 

esplicativa)

Multipla

(2 o + variabili 

esplicative)

Lineare
Non 

Lineare
Lineare

Non 

Lineare



APPROCCIO DESCRITTIVO

In un approccio descrittivo si considera la

regressione come un problema di

interpolazione, cioè di adattamento d’una

funzione (in questo caso la retta) alla “nuvola”

dei punti del diagramma di dispersione, in base

a sole considerazioni di natura geometrica.



Regressione Lineare
Vi sono molti casi in pratica in cui la teoria di un fenomeno 

può essere sintetizzata da un modello espresso da una 
equazione lineare.

Ad esempio, ”Y" la spesa per consumo delle famiglie e sia 
”X" il reddito disponibile.

L'idea che il consumo aumenti all’aumentare del reddito 
disponibile può essere espressa dalla relazione funzionale:
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Errore casuale per questo 

valore  Xi

Y

X

Valore Osservato 

di Y per Xi

Valore teorico 

di Y per Xi

ii XY  

Xi

pendenza = β
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εi

Il modello lineare



iii εXβY 
Il modello qui sopra mi dice che tutti i possibili Yi sono pari a 

una funzione lineare degli Xi, secondo un certo  e un certo 

, a cui si somma un numero casuale ei.
Di fatto, noi possiamo osservare solo alcune coppie 

(campione) di Xi-Yi, in base alle quali stimare i parametri 
e  e il tipo di errore.
Partiamo però da alcuni punti fermi (assiomi di partenza):
1) Fra X eY c’è una relazione lineare (non perfetta, in 

quanto “sporcata” dall’errore)
2) Gli errori hanno tutti (qualsiasi i) lo stesso valore atteso 

paria 0 e la stessa varianza, pari a s2
3) I valori della X sono noti senza errore

DALLA TEORIA ALLA SIMULAZIONE



REGRESSIONE LINEARE

Il “successo” del modello lineare dovuto a:
1. Ragioni di Semplicità: la retta è la più semplice funzione 

che lega due variabili, è facile da interpretare ed il suo 
significato è di agevole comprensione.

2. Esigenze di sintesi

3. Approssimazione funzionale (effettiva linearità): molte 
relazioni sono lineari o assai vicine alla linearità.

4. Trasformazioni: spesso è possibile ottenere una 
relazione approssimativamente lineare trasformando una 
o entrambe le variabili in modo opportuno (ad esempio, 
considerando i logaritmi di X anziché i valori).

5. Limitatezza dell’intervallo: anche se la relazione tra 
due variabili non è lineare, considerando un intervallo 
limitato dei valori di X e di Y, la retta fornisce spesso 
un’approssimazione soddisfacente



INTERPRETAZIONE

Nel modello di regressione lineare si assume che

ciascun valore osservato della variabile dipendente sia

esprimibile come funzione lineare del corrispondente

valore della variabile esplicativa, più un termine residuo

che traduce l’incapacità del modello di riprodurre con

esattezza la realtà osservata.

il termine “e" è il risultato di:
1. Errori e carenze nella misurazione e nella rilevazione di 

“Y” e di “X”

2. Inadeguatezza della "semplice" relazione lineare

3. Insufficienza del solo fattore X a "spiegare" da solo la Y



Supponiamo di essere “onniscienti” cioè di conoscere ,  e come si 

distribuisce ciascun ei ; ad esempio, supponiamo che ciascun ei si 

distribuisca normalmente, con varianza s2 (uguale per qualsiasi i)

Scriviamo in un foglio Excel (Simulazione) in B1, B2 e B4 i “parametri 

significativi” (il valore atteso di ciascun ei è pari a 0 per ipotesi)

DALLA TEORIA ALLA SIMULAZIONE: 

IL FILE REGRESSIONE.XLS



Supponiamo di osservare un valore della variabile X (reddito) 
pari a 3529.
Il corrispondente valore Y (spesa) sarà pari a 

+ · 3529
+
un numero estratto casualmente da una normale con m=B3
e s2=B4

DALLA TEORIA ALLA SIMULAZIONE: 

IL FILE REGRESSIONE.XLS



DALLA TEORIA ALLA SIMULAZIONE: 

IL FILE REGRESSIONE.XLS

Vediamo le formule:

Supponiamo che la prima famiglia estratta abbia 
un reddito compreso fra 100 e 4100…

iii εXβY 

Stiamo 

estraendo 

un Xi a 

caso



Vediamo le formule:

Nella cella F2 calcoliamo la “parte 
deterministica” del modello relativa a Xi

iii εXβY 

DALLA TEORIA ALLA SIMULAZIONE: 

IL FILE REGRESSIONE.XLS



Vediamo le formule:

Nella cella G2 estraiamo un numero casuale da 
una normale con m=B3 e s2=B4.
Per convincersi che la formula sopra “fa proprio 
questo”, guardare il foglio: “errori”, in cui 
estraiamo 10000 numeri nello stesso modo

iii εXβY 
Generiamo 

questo secondo 

la “regola” 

ipotizzata

DALLA TEORIA ALLA SIMULAZIONE: 

IL FILE REGRESSIONE.XLS



Nella cella H2 sommo la “parte deterministica” 
e la “parte stocastica” (una specifica 
realizzazione della variabile casuale)

iii εXβY 

DALLA TEORIA ALLA SIMULAZIONE: 

IL FILE REGRESSIONE.XLS



Copio il contenuto delle celle 
della riga 2 (colonne dalla E
alla H) fino alla riga 31. Ho 
estratto un campione 
casuale di Xi e Yi, in cui gli Yi 
seguono le ipotesi del 
modello lineare. Se adesso 
mi tolgo le vesti del folletto 
onnisciente (che conosce , 
 e s2) e mi metto i panni 
dello statistico, devo provare 
a stimare ,  e s2 (o s che è 
lo stesso) conoscendo le 
sole “celle verdi”

DALLA TEORIA ALLA SIMULAZIONE: 

IL FILE REGRESSIONE.XLS
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Quale retta?

Questa 

certamente 

no!

Questa?

Oppure 

questa?



Abbiamo 4 osservazioni su cui 

misuriamo due variabili: la X 

(var.indip.) e la Y (var. dip.)

Vogliamo sintetizzare la 

relazione tra X e Y mediante 

una retta. Vediamo tre 

possibili «candidate»

Quale è la migliore? La blu la 

rossa o la verde?



SSQY=0+2X 4

1

9

16

4+1+9+16=30

Proviamo a giudicare quanto è 

«buona» la blu…

Non ci interessano tanto le 

«distanze verticali» dei punti 

dalla retta…

Ma i QUADRATI di queste 

distanze (metodo dei minimi 

quadrati)

Ok, la «distanza complessiva» 

della blu è 30. Forse la rossa 

è migliore?



SSQY=0+0,5X

4
4

4
0

4+0+4+4=12

Abbiamo 4 osservazioni su cui 

misuriamo due variabili: la X 

(var.indip.) e la Y (var. dip.)

Sì, la rossa ha 

complessivamente una 

somma dei quadrati delle 

distanze minore, ma come si 

comporta la verde?



SSQY=6+1X

11

1

4
0

0+1+4+1=6

La verde è la migliore delle tre! Ha 

infatti una SSQ più bassa (in realtà 

potremmo dimostrare che la sua SSQ 

è la minima assoluta, ovvero è la 

RETTA DEI MINIMI QUADRATI)
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Individuazione della “retta migliore”
(ovvero dei parametri) 

Occorre stabilire un criterio che ci permetta 
di scegliere quella che “passa più vicino ai 
punti” ovvero “si adatta meglio” allo 
scatter-plot osservato

Ogni scelta determina degli errori dovuti alla 
sostituzione di un valore presunto o 
teorico ad un valore osservato



Metodo dei minimi quadrati

La retta “migliore” è quella che più si avvicina

all’insieme dei punti corrispondenti alle coppie

di valori (xi, yi).

Per la stima dei parametri  e  si impiega

abitualmente il metodo dei minimi quadrati, che

consiste nella scelta della retta che rende

minima la somma dei quadrati dei residui:
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Si può dimostrare che la soluzione del problema di

ottimo visto in precedenza è data da:



Si dimostra (Teorema di Gauss-Markov) che fra gli 
“stimatori corretti (e lineari)” di  e , gli stimatori più 
efficienti sono quelli trovati col metodo dei minimi 
quadrati.
Stimatori corretti: non commettono un “errore 
sistematico”
Stimatori più efficienti: sono i “meno ballerini”

PERCHÉ IL METODO DEI MINIMI QUADRATI È IL 

MIGLIORE?

corretto distorto

Più 

variabile

Meno

variabile



PROPRIETA’ I

La somma dei valori teorici è uguale alla 

somma dei valori osservati:

Da ciò consegue che anche la media dei valori

teorici e la media dei valori osservati sono

uguali e, inoltre, che la somma dei residui dei

minimi quadrati è identicamente nulla:
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PROPRIETA’ II

Nel diagramma di dispersione la retta di

regressione passa sempre per il punto avente

per coordinate la media di X e la media di Y,

cioè nel punto (Mx, My)



Vediamo le formule

Ricordiamo che in H2:H31 abbiamo i valori osservati 
(campione di 30 unità) della variabile Y e in E2:E31 i 

valori osservati della variabile X

I PARAMETRI DELLA RETTA DEI MINIMI 

QUADRATI CON EXCEL



l’Output completo dell’analisi di regressione 

in Excel (si veda strumento_regressione_excel.pdf)

I parametri della retta dei m.q.



Come è andata questa volta (con questo campione)?

La retta “vera” (ma nota solo al folletto onnisciente) 
è quella rossa, la blu è la nostra stima

I PARAMETRI DELLA RETTA DEI MINIMI 

QUADRATI CON EXCEL



Come poteva andare (con altri campioni)?

Cliccando il tasto F9 nel foglio simulazione possiamo 

generare infiniti campioni con cui stimare  e  (la 
retta rossa sempre uguale)

I PARAMETRI DELLA RETTA DEI MINIMI 

QUADRATI CON EXCEL



VALORI TEORICI

La funzione lineare dei valori xi (secondo i 

parametri a e b calcolati in base ai valori X e 

Y osservati) rappresenta la retta dei minimi 

quadrati:

ove con       si indicano i valori teorici, o valori

stimati, della variabile dipendente. 

),,2,1(ˆ nixbay
ii



i
ŷ



ii XbaŶ 

L’equazione della retta dei m.q. 

fornisce una stima della retta di regressione

Modello di regressione lineare 
semplice

Stima 

dell’intercetta 

Stima del coefficiente 

angolare  (pendenza)

Stima 

(previsione) del 

valore di Y per 

l’osservazione i
Valore di  X per 

l’osservazione i



RESIDUI: DEFINIZIONE

I residui sono definiti come la differenza tra i

valori osservati yi ed i corrispondenti valori

teorici che si collocano sulla retta di

regressione:

),,2,1(ˆ niyye
iii





RESIDUI: INTERPRETAZIONE

Ciascun residuo è dunque il valore

numerico, riferito all’unità i-esima, in eccesso

o in difetto, rispetto al corrispondente valore

osservato, che non è “spiegato” dalla

relazione lineare con la variabile

indipendente.



ESEMPIO
Determiniamo la retta di regressione della spesa

mensile per alimenti in funzione del reddito mensile

La conoscenza della retta dei minimi quadrati consente 

di stimare i valori della spesa in corrispondenza di 

ciascun valore del reddito. Ad esempio per la prima 

famiglia, con reddito di 3529 euro, si ottiene:

796,63+ 0,483 * 3529 = 2195

63,796a 483,0b

ii xy 483,063,796ˆ 



INTERPRETAZIONE

In questo caso, il valore della costante a ha

semplicemente un significato geometrico

(l’ordinata all’origine); esso indicherebbe la

spesa media (teorica) d’una famiglia con un

reddito nullo.

 Il coefficiente b indica che, all’aumentare del

reddito di 1000 euro, la spesa annua

aumenta in media di circa 483 euro.



Bontà di adattamento 

I minimi quadrati ci garantiscono il miglior adattamento
possibile, ma siamo interessati a quantificare il grado di
scostamento tra valori stimati e valori osservati

La verifica della validità o bontà di adattamento della retta 
di regressione è diretta a controllare che la retta di 
regressione sia realmente in grado di spiegare 
l’andamento delle osservazioni, in quanto si può 
sempre adattare una retta con il metodo dei minimi 
quadrati anche nei casi in cui i punti non seguono 
una relazione lineare ed in queste circostanze la retta 
di regressione ha una capacità minima, o nulla, di 
riassumere la relazione tra le variabili.



SCOMPOSIZIONE DELLA DEVIANZA
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devianza totale dei valori della 

variabile dipendente

Misura la variazione dei valori di Y 

intorno alla loro media

devianza dei valori stimati: 

devianza di regressione

Variazione spiegata attribuibile alla 

relazione fra la X e Y

devianza dei residui: 

devianza residua
Variazione attribuibile a fattori 

estranei alla relazione fra la X e Y



OSSERVAZIONE  

La devianza DEV(Y) dei valori osservati della

variabile Y (che misura la variabilità degli scarti dei

valori osservati dalla media) è il risultato del

contributo di due componenti:

1. la prima è la devianza di regressione che

misura la variabilità degli scarti tra i valori stimati

(sulla retta dei minimi quadrati) e la media;

2. la seconda è la devianza residua, che

misura la variabilità dei residui, ovvero degli

scarti tra i valori osservati (scatter di punti) e i

corrispondenti valori teorici (sulla retta dei

minimi quadrati)



Xi

Y

X

Yi

SST = (Yi - MY)2

SSE = (Yi - Yi )
2



SSR = (Yi - Y)2


_

_

Y


Y

MY

Y


SCOMPOSIZIONE DELLA DEVIANZA



MISURA DELLA BONTA’ DI ADATTAMENTO

La devianza di regressione è quella parte della devianza totale

che è “spiegata” dalla relazione lineare con la variabile

indipendente. Per misurare la bontà di adattamento si deve

rapportare alla devianza totale, in quanto il suo valore

numerico è influenzato dall’ordine di grandezza e dall’unità di

misura della variabile dipendente e dal numero di osservazioni

Una misura relativa (e normalizzata) è l’ indice di determinazione 

lineare che si indica con R2 (r-squared) ed è il rapporto tra la 

devianza di regressione e la devianza totale:

L’indice R2, essendo un rapporto d’una parte al tutto, può 

assumere valori compresi tra 0 ed 1:

se R2 = 0 l’adattamento è pessimo

se R2 = 1 l’adattamento è perfetto
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YDEV
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Esempi di R2

Y

X

R2 = 1

Y

X

R2 = 1

Relazione lineare perfetta fra X e Y:

Il 100% della variabilità di Y è spiegata dalla variabilità di X

Y

X

R2 =0,73

Solo una parte della variabilità di Y è spiegata dalla variabilità di X

Y

X

R2 =0,28



Esempi di R2

R2 = 0

Nessuna relazione lineare 

fra X e Y:  

Il valore di  Y non dipende 

da  X.  (Nessuna variazione 

di Y è spiegata da  X)

Y

X
R2 = 0



OSSERVAZIONI
1. R2=0 e R2=1 rappresentano dei casi limite. In pratica, si ha un indice di

determinazione lineare interno all’intervallo [0, 1]

2. L‘indice R2 non misura se c’è una relazione tra le 2 variabili, ma solo

quanto i dati osservati possano essere approssimati da una retta: se

l’indice di determinazione lineare si rivela prossimo ad 1, si può dire che

la variabilità di Y è “spiegata” in misura notevole dalla retta di

regressione.

Y

X

Fra X e Y sussiste una

relazione, ma non è di tipo

lineare: R2 prossimo allo 0



l’Output completo dell’analisi di regressione 

in Excel (si veda strumento_regressione_excel.pdf)

La scomposizione della devianza e l’indice R2

L’indice R2
Dev. Regressione

Dev. Residua

Dev. totale

L’87,73% della variabilità della variabile dipendente è spiegata dalla 

variazione della variabile indipendente



Errore standard della stima

Ciascun residuo ei  può essere considerato una 

stima dell’errore ei 

Si può dimostrare che lo scarto quadratico medio 

dei residui (corretto, usando il denominatore n-2) è 

una stima corretta della deviazione standard 

degli ei 
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l’Output completo dell’analisi di regressione 

in Excel (si veda strumento_regressione_excel.pdf)

L’errore standard della stima

Syx



Un confronto fra Errori Standard

YY

X X
YXs piccolo YXs grande

SYX misura la variabilità dei valori osservati di Y intorno 

alla retta di regressione

L’ordine di grandezza di SYX dovrebbe sempre essere giudicato 

in relazione all’ordine di grandezza della variabile dipendente Y

i.e., SYX = 248,2 (euro) è moderatamente piccolo in relazione ai 

valorri della spesa che oscillano fra 500 e 3000



La prima e più importante verifica riguarda 

l'esistenza o meno di una relazione tra la 

"Y" e la "X“ : la variabile Y varia 

linearmente al variare di X?

Inferenza sul coefficiente angolare : 



 reddito 0,483 797 spesa 

Equazione di regressione stimata:

La stima della pendenza è 0,483

Il reddito  di una famiglia influenza la spesa? 
(ovvero: posso dire dai risultati campionari – con un 

ragionevole margine di certezza – che  non sia 0?)

Sarei portato a rispondere: “certo che la influenza! la 

mia stima di  è 0,483 (non è 0), ovvero stimo che 

spendo circa 48 centesimi ogni euro guadagnato”.

Ma sarebbe un’argomentazione errata… 

Inferenza sul coefficiente angolare : 



INFERENZA SUL COEFFICIENTE ANGOLARE

Prendiamo i seguenti esempi:

1. conto i soldi in tasca di 5 miei amici e il numero di capelli di 

ciascuno

2. Conto il numero di tornei vinti e il career prizemoney (in migliaia

di $) dei primi 20 tennisti al mondo (dati 16/3/2011)



INFERENZA SUL COEFFICIENTE ANGOLARE

Diamo un’occhiata agli scatter:

Cosa vediamo? Quello che ci aspettavamo: non “si vede” niente nel primo 

grafico, mentre nel secondo è evidente una disposizione dello scatter 

attorno a una retta immaginaria, però…



INFERENZA SUL COEFFICIENTE ANGOLARE

Però… se provo a stimare le rette dei minimi quadrati…

Orrore! È la stessa retta! All’aumentare degli euro in tasca aumenta come 

per magia il numero dei capelli! Abbiamo forse trovato la cura (recarsi al 

Bancomat) per la calvizie? Come mai Cesare Ragazzi non ci aveva 

pensato? Ovviamente le cose non stanno così. L’indice R2 mi dice già 

qualcosa ma basterà?



INFERENZA SUL COEFFICIENTE ANGOLARE

No, R2 non basta, se infatti conto Euro e capelli solo a Irsutino e Pelatino…  

In questo caso addirittura R2=1 (con una diversa retta dei minimi quadrati)! , 

Infatti, con solo due punti la retta dei minimi quadrati ha (ovviamente) un 

adattamento perfetto (passa proprio da quei due punti). 

Conclusione: R2 non è sufficiente!



INFERENZA SUL COEFFICIENTE ANGOLARE

Dov’è dunque la differenza dei due esempi?  

Risiede nella maggiore “stabilità” del secondo esempio: i parametri stimati 

del primo esempio sono gli stessi, ma danno l’impressione di essere più 

“ballerini”, più variabili: basterebbe aggiungere un’osservazione (rilevare 

euro in tasca e capelli in testa di un altro tizio) e avremmo probailmente 

una retta dei m.q. profondamente differente



Test sul coefficiente angolare

L’Errore Standard della stima del coefficiente 

angolare  (b) è stimato da:
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Significato dell’errore standard del 
coefficiente angolare

Y

X

Y

X
bS piccolo bS grande

è una misura della variazione nella pendenza di rette di regressione da possibili   

differenti campioni
1bS



l’Output completo dell’analisi di regressione 

in Excel (si veda strumento_regressione_excel.pdf)

L’errore standard del coefficiente angolare

Syx=0,0341



Test t per il coefficiente angolare della popolazione
ESISTE O NON ESISTE UNA RELAZIONE LINEARE TRA Y ed X?

Ipotesi nulla e alternativa

• H0:  β = 0 (non c’è relazione lineare)

• H1:  β  0 (c’è una relazione lineare)

Test statistico

Test sul coefficiente angolare : 
Test t

bS

βb
t




2nd.f. 

dove:

b = stima della pendenza

β= valore del coefficiente 

ipotizzato in H0

Sb = Errore standard del 

coefficiente di regressione



Test sul coefficiente angolare : 
Test t: Esempio

H0: β = 0

H1: β  0

Dall’output di Excel:

t 144,14
0341,0

0483,0

S

βb
t

b











Test sul coefficiente angolare : 
Test t: Esempio

H0: β = 0

H1: β  0

Test Statistic:  t = 14,144

Non ci sono elementi per 

ritenere che il reddito non 

influenzi il consumo: rifiuto 

H0, in quanto alla luce del 

campione è “troppo 

inverosimile”

Conclusioni:

Rifiuto H0Rifiuto H0

/2=.025

-tα/2

Non rifiuto  H0

0
tα/2

/2=.025

-2.0484 2.0484 14,144

d.f. = 30-2 = 

28

Decisione: Rifiuto H0


