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1.- COSTRUIRE CON RIGA E COMPASSO

1.1 - La definizione.

Sia  un insieme di punti e di curve ( ) del piano al quale appartengono almeno due\ 1

punti distinti  e . Un punto del piano [una retta del piano, una circonferenza del piano] siP P! "

dice   se è l’ultimo elemento di una sequenzacostruibile con riga e compasso a partire da \
finita ogni elemento della quale

  è un elemento di  ( ), oppure \ 2

 è la retta passante per due punti P, Q che la precedono nella sequenza, oppure

  è la circonferenza di centro P passante per Q, con P, Q punti che la precedono nella
sequenza, oppure

  è l’intersezione di due curve che la precedono nella sequenza.

La sequenza sopra descritta si dice una  costruzione con riga e compasso a partire da \
del punto [della retta, della circonferenza] ; il numero naturale  si dice  di tale5 lunghezza
costruzione.

È immediato notare che

  ogni elemento di  è costruibile con riga e compasso a partire da  (mediante una\ \
costruzione di lunghezza )"

  se un punto [una retta, una circonferenza] è costruibile con riga e compasso a
partire da , anche ogni elemento che compare in qualsiasi sua costruzione è costruibile con\
riga e compasso a partire da .\

1 Non è questo il luogo dove discutere che cosa si debba intendere per “curva”. Ai fini di quel che
segue, “curva” può essere qualsiasi insieme di punti del piano; all’atto pratico, specificheremo volta per volta
quali punti (oltre a insiemi di punti appartengono a  e quindi non rischiamo ambiguità.  e ) e quali P P! " \

2 Per effetto di quest’ultima precisazione, ogni elemento di  (sia esso un punto oppure una curva) può\
comparire nella sequenza!
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Di solito, ed è quel che faremo costantemente nel seguito, la precisazione “con riga e
compasso” si tralascia; si parla dunque semplicemente di punti, rette e circonferenze
costruibili a partire da .\

Se all’insieme  appartengono soltanto i due punti  e , si tralascia anche la\ P P! "

precisazione “a partire da ”. Dunque, ad esempio, “costruibile” significa “costruibile con\
riga e compasso a partire dall’insieme {  } .\ œ P , P! "

Nel seguito, assumeremo il segmento di estremi  e  come unità di misura per leP P! "

distanze.

1.2 - Primi risultati.

Lemma 1.2.1

La retta  è costruibile, e su di essa per ogni numero intero positivo  sono costruibili dueP P! " 8
punti che hanno distanza  da .8 P!

Lemma 1.2.2

Su ogni retta costruibile c’è almeno un punto costruibile.

Le pagine che seguono sono tratte da:
Michel Artin
ALGEBRA
Bollati Boringhieri, 1991

(pagine 590-595)
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2.- LE CONICHE CON RIGA E COMPASSO

2.1 - Ovvietà sulla parabola.

Scelti nel piano un punto  e una retta , si dice  di   e  F F. .parabola fuoco direttrice
l’insieme dei punti P del piano per i quali si ha

d d( , ) ( , ) .P F Pœ .

Sia  la proiezione ortogonale di  su , e sia  il punto medio del segmento .F F O FF! !.
Conviene studiare la parabola di fuoco  e direttrice  scrivendone l’equazione in un sistemaF .
di riferimento cartesiano ortogonale monometrico che abbia l’origine in  e l’asse delleO
ascisse parallelo alla retta : se scegliamo come unità di misura per le distanze il doppio della.
distanza di  da , l’equazione della parabola èF .

C œ B# .

Dunque, a meno di similitudini, esiste una sola parabola. Inoltre, la retta  (che perFF!

costruzione è la retta passante per il fuoco ortogonale alla direttrice, e nel nostro sistema di
riferimento ha equazione  è asse di simmetria per la parabola: essa si dice brevementeB œ !Ñ
asse della parabola.

Teorema 2.1.1

   ( ) Ogni retta parallela all’asse incontra la parabola in un solo punto;3

   ( ) se  è un punto della parabola, esistono esattamente due rette passanti per  che33 P P
incontrano la parabola nel solo punto .P

Dimostrazione  Ogni retta parallela all’asse della parabola ha equazione della forma
B œ B ´ B B! ! !

# e quindi incontra la parabola nel solo punto ( , ) .P

Viceversa, sia ( , ) un punto della parabola e sia  una retta non parallelaP ´ B B <! !
#

all’asse della parabola; allora  ha equazione<
C œ :B  ;

e passa per  se e soltanto seP
B œ :B  ;!

#
!

ossia se e soltanto se
; œ B  :B Þ!

#
! 
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Cerchiamo le intersezioni fra  e la parabola per imporre che l’unica di esse sia il<
punto . Dobbiamo risolvere il sistemaP

   œ C œ B
C œ :B  B  :B

#

!
#

!

che ci conduce all’equazione nella B

B  :B  B  :B œ !#
!
#

!a b .

Poiché sappiamo che  è soluzione, possiamo abbassare di grado dividendo il primoB!

membro per . L’equazione diventaB  B!

a ba bB  B B  B  : œ !! !

cosicché la retta  incontra la parabola nel solo punto  se e soltanto se< P

:  B œ B! !

ossia se e soltanto se
: œ #B! .

Sia  una parabola, e sia  un punto di . L’unica retta passante per  non parallelac cT T
all’asse di  che incontra  nel solo punto  si dice  a  nel punto .c c cT Ttangente

Utilizzando il metodo delle coordinate come nella dimostrazione del teorema 2.1.1 non
è difficile vedere che per ogni punto  del piano non appartenente alla parabolaP

  se la distanza di  dal fuoco è minore della distanza di  dalla direttrice, per  nonP P P
passa nessuna retta tangente alla parabola;

  se la distanza di  dal fuoco è maggiore della distanza di  dalla direttrice, per P P P
passano esattamente due rette tangenti alla parabola.

2.2 - Costruzione con riga e compasso di punti della parabola e delle tangenti alla parabola.

In questa sezione,  sarà un fissato punto del piano,  sarà una fissata retta del piano eF .
c sarà la parabola di fuoco  e direttrice .F .

Teorema 2.2.1

Per ogni punto  della direttrice , sia  la retta per  ortogonale a  (e quindi parallelaP P. < .P

all’asse della parabola) e sia  l’unico punto (cfr. teorema 2.1.1 ( )) in cui  incontra .T 3 <P c

L’asse del segmento  è la retta tangente alla parabola  nel punto .FP Tc
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Dimostrazione  Poiché  appartiene alla parabola , per definizione di parabola è T c

d d( , ) ( , )T F Tœ .

ma per come è stato costruito  èT

d d( , ) ( , )T T P. œ

(infatti  è la proiezione ortogonale di  su ). Dunque  appartiene all’asse del segmento .P T T FP.

Se l’asse del segmento  incontrasse la parabola  in un altro punto , dovrebbeFP Tc
essere

d d d( , ) ( , ) ( , )T P T F Tœ œ .

(la prima uguaglianza perché  appartiene all’asse del segmento FP; la seconda perché T T
appartiene alla parabola ) cioè la proiezione ortogonale di  su  dovrebbe essere ; mac T P.
allora  apparterrebbe alla retta , che però incontra la parabola  soltanto nel punto .T T<P c

Corollario 2.2.2

Sia  costruibile con riga e compasso, sia  costruibile con riga e compasso, e sia  laF . c
parabola di fuoco  e direttrice .F .

Se  è un punto di  costruibile con riga e compasso, è costruibile con riga e compasso laT c
retta tangente in  a .T c

Dimostrazione  Con riga e compasso è possibile

  ( ) costruire la retta  passante per  e ortogonale a ;3 < .T

  ( ) costruire l’intersezione  tra la retta  e la retta ;33 < .P

  ( ) costruire l’asse del segmento .333 FP

Per il teorema 2.2.1, l’asse del segmento  è la retta tangente in  a .FP T c
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Corollario 2.2.3

Sia  costruibile con riga e compasso, sia  costruibile con riga e compasso, e sia  laF . c
parabola di fuoco  e direttrice .F .

Per ogni punto  del piano costruibile con riga e compasso, è costruibile con riga e compassoQ
ogni retta tangente a  passante per .c Q

Dimostrazione  Con riga e compasso è possibile

  ( ) costruire la circonferenza  di centro  passante per ;3 V Q F

  ( ) costruire ogni punto  di intersezione fra  e ; 3 .P V

  ( ) costruire l’asse  del segmento .333 > FP

Per il teorema 2.2.1, la retta  è tangente a . Ma, per come è stato trovato , il punto> c P
Q Q appartiene a , dunque  è una retta tangente a  passante per . Non è poi difficile> > c
verificare che con questo procedimento si ottengono tutte le rette tangenti a  passanti per .c Q
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Corollario 2.2.4

Sia  una retta tangente alla parabola  di fuoco  e direttrice .> .c F

La simmetria assiale di asse  porta  su .> .F

Dimostrazione  Sia  l’unica intersezione fra  e , e sia  la proiezione ortogonale >T Pc
di T su . Per il teorema 2.2.1, l’asse del segmento  è tangente alla parabola in , dunque. FP T
coincide con  (perché la tangente a una parabola in un suo punto è unica!). Pertanto, la>
simmetria assiale di asse  scambia  con  (e in particolare porta  su ).> .F P F

Corollario 2.2.5

Sia  l’asse di una simmetria assiale che porta il punto  sulla retta . Allora  è tangente alla> . >F
parabola  di fuoco  e direttrice .c F .

Dimostrazione  Sia  ( ) l’immagine di  nella simmetria assiale di asse , sia  − . > <P F P

la retta per  ortogonale a  e sia  il punto in cui  incontra la parabola . Poiché  è l’asseP T. < >P c
del segmento , per il teorema 2.2.1  è tangente alla parabola  nel punto .FP T> c

Teorema 2.2.6

Sia  costruibile con riga e compasso, sia  costruibile con riga e compasso, e sia  laF . c
parabola di fuoco  e direttrice .F .

Per ogni punto  della direttrice  che sia costruibile con riga è compasso, è costruibile conP .
riga e compasso il punto  di  tale che l’asse del segmento  è tangente a  in .T FP Tc c

Dimostrazione  Sia  l’asse del segmento  e sia  la retta per  ortogonale a ; > < .FP PP

sia  che  sono costruibili con riga e compasso; allora è costruibile con riga e compasso il> <P

punto  intersezione fra  e ; per il teorema 2.2.1,  è il punto della parabola  in cui laT T> <P c
retta  è tangente a .> c

2.3 - Ovvietà su ellisse e iperbole.

Scelti nel piano due punti , , sia   ( , ) . Sia inoltre  un numero realeF F F F" # " #- ³ +"
#  d

positivo; poniamo ./ ³ -
+  

Se , si dice  di   ed  ed   l’insieme dei punti del+  - /ellisse fuochi eccentricitàF F" #

piano per i quali la somma delle distanze da  ed  è uguale a ; se invece , si diceF F" # #+ +  -
iperbole fuochi eccentricità di   ed  ed   l’insieme dei punti del piano per i quali laF F" # /
differenza delle distanze da  ed  (considerati in entrambi gli ordini!) è uguale a .F F" # #+
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Fissato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale monometrico nel quale l’asse
delle ascisse è la retta  e l’origine è il punto medio del segmento  (cosicché , èF F F F F F" # " # " #

facile verificare che l’ellisse (o l’iperbole) di eccentricità  ha equazione/

(*) ( )( ) .+  - +  B œ + C# # # # # #

Se si tratta di un’ellisse, e quindi , si può porre  e scrivere+  - , ³ +  -# # #

l’equazione (*) nella forma
B
+ ,

C#

# #

#

 œ 1 .

Se si tratta invece di un’iperbole, e quindi , si può porre  e scrivere+  - , ³ -  +# # #

l’equazione (*) nella forma
B
+ ,

C#

# #

#

 œ 1 .

Sia  un’ellisse, e sia  un punto di . Si dimostra che esiste esattamente una rettaX XT
passante per  che incontra  nel solo punto ; tale retta si dice  a  nel punto .T T TX Xtangente

Inoltre si può verificare che per ogni punto  del piano non appartenente all’ellisse diP
fuochi  ed  (con ( , ) ) ed eccentricità F F F F" # " #d œ #- / œ -

+  

   #+ se ( , ) ( , ) , per  non passa nessuna retta tangente alla parabola;d dP F P F P" #

   #+ se ( , ) ( , ) , per  passano esattamente due rette tangenti allad dP F P F P" #

parabola.

Il caso dell’iperbole è complicato dall’esistenza degli asintoti. Sia  un’iperbole, e sia[
T T un punto di . Si dimostra che esistono esattamente tre rette passanti per  che incontrano[
[ nel solo punto ; due di esse sono parallele a uno degli asintoti, la terza si dice  aT tangente
[ nel punto .T

Inoltre si può verificare che per ogni punto  del piano non appartenente all’iperbole diP
fuochi  ed  (con ( , ) ) ed eccentricità F F F F" # " #d œ #- / œ -

+  

   #+ se ( , ) ( , ) , per  non passa nessuna retta tangente alla parabola;k kd dP F P F P" #

   #+ se ( , ) ( , ) , per  passano esattamente due rette tangenti allak kd dP F P F P" #

parabola.
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2.4 - Costruzione con riga e compasso di punti dell’ellisse e delle tangenti all’ellisse.

Teorema 2.4.1

Siano  ed  punti del piano, sia  la distanza fra  ed  e sia  un numero reale positivoF F F F" # " ##- +
maggiore di . Sia  la circonferenza di centro  e raggio  e ia  l’ellisse  di fuochi - #+ =V X XF F" "

ed  ed .F#
-
+  

Per ogni punto  di , sia  l’asse del segmento  e sia  l’intersezione fra  e la retta .H HF T HFV > ># "

Allora  è tangente in  all’ellisse .> T X

Dimostrazione Sia  la retta per  ed , e sia  il punto di intersezione fra  e  < <F F A" # V
più vicino a .F#

Osserviamo in primo luogo che  incontra effettivamente la retta  in un punto :> HF T"

se così non fosse, le rette   e  sarebbero ortogonali, cioè l’angolo  sarebbe retto;HF HF F HF" # " #

ma è l’angolo  che è retto (perché inscritto nella semicirconferenza di diametro )F HA F A" "

mentre l’angolo  è strettamente minore dell’angolo . Inoltre, il punto  è internoF HF F HA T" # "

al segmento : se così non fosse, il punto  apparterrebbe alla semiretta individuata da FH T F" "

su  non contenente  oppure alla semiretta individuata da  su  non contenente .HF H H F H F" " "

Nel primo caso sarebbe

d d d d d d( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T F T F T H T F F H F F# " " " " # œ  œ œ #+  #- œ

mentre nel secondo caso sarebbe

d d d d d( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T F T F T H H F T F" # " # œ   œ

! œ   œ œ #+  #- œd d d d d( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T F H F T F H F F F# " # " " #

e comunque nel triangolo  il lato  sarebbe strettamente minore della differenza fraTF F F F" # " #

gli altri due.
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È facile adesso concludere che il punto  appartiene all’ellisse , dato cheT X

d d d d d( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .T F T F T F T H F H" # " " œ  œ œ #+

Per ogni altro punto  di  èT >

d d d d d( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T F T F T F T H F H" # " " œ   œ #+

perché nel triangolo  il lato  deve essere strettamente minore della somma degli altriTF H F H" "

due . Dunque la retta  incontra  nel solo punto , cioè è tangente in  a , come si voleva> X XT T
dimostrare.

Corollario 2.4.2

Siano  ed  punti del piano costruibili con riga e compasso, sia  la distanza fra  ed  eF F F F" # " ##-
sia  un numero reale positivo costruibile maggiore di . Sia  l’ellisse  di fuochi  ed  ed+ - X X F F" #

eccentricità .-
+  

La circonferenza  di centro  e raggio  è costruibile; per ogni punto costruibile  di  siV VF H" #+
può costruire un punto di  come intersezione fra l’asse del segmento  e la retta ; e,X HF HF# "

viceversa, ogni punto costruibile di  si può ottenere in questo modo a partire da un puntoX
costruibile di .V

Dimostrazione Sulla semiretta di origine  non contenente  della retta   si F F F F# " " #

può costruire un punto  in modo che la distanza di A da  sia  : la circonferenza  è laA F#
  +-
# V

circonferenza di centro  passante per , dunque è costruibile. L’ultima parte dell’assertoF A"

segue facilmente dal teorema 2.4.1 ricordando che la retta individuata da due punti costruibili
è costruibile.

Corollario 2.4.3

Siano  ed  punti del piano costruibili con riga e compasso, sia  la distanza fra  ed  eF F F F" # " ##-
sia  un numero reale positivo costruibile maggiore di . Sia  l’ellisse  di fuochi  ed  ed+ - X X F F" #

eccentricità .-
+  

Per ogni punto costruibile  del piano, è costruibile ogni tangente a  passante per .P PX

Dimostrazione Come si è visto nel corollario 2.4.2, è costruibile la circonferenza  V
di centro  e raggio .F" #+

Esistono rette tangenti a  passanti per  se e soltanto seX P

(*) ( , ) ( , )d dP F P F" #   #+

e in tal caso la circonferenza  di centro  passante per  incontra la circonferenza : infattiV VP F#

la distanza fra i centri di  e  è ( , ), e per la (*) si haV V d P F"

d d( , ) ( , )P F P F" #  #+ 

mentre (considerando il triangolo )PF F" #

d d d d( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .P F P F F F P F" # " # #Ÿ  œ  #-  #+
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La circonferenza  è costruibile, e quindi è costruibile ogni intersezione  fra  e .V V VH
Per il teorema 2.4.1, l’asse  del segmento  è tangente a ; ma, per come è stato trovato ,> HF H# X
il punto  appartiene a , dunque  è una retta tangente a  passante per . Non è poi difficileP P> > X
verificare che con questo procedimento si ottengono tutte le rette tangenti a  passanti per .X P

2.5 - Costruzione con riga e compasso di punti dell’iperbole e delle tangenti all’iperbole.

Teorema 2.5.1

Siano  ed  punti del piano, sia  la distanza fra  ed  e sia  un numero reale positivoF F F F" # " ##- +
minore di . Sia  la circonferenza di centro  e raggio  e ia  l’iperbole di fuochi  ed- #+ =V [F F" "

F# ed .-
+  

Per ogni punto  di , sia  l’asse del segmento ; se  non appartiene alla circonferenzaK KF KV > #

di diametro ,  incontra la retta  in un punto  ed è tangente in  all’iperbole .F F KF T T" # "> − [ [

Dimostrazione  Si lascia per esercizio, ricordando che  non incontra la retta  se > KF"

e soltanto se le rette  e  sono ortogonali, cioè se e soltanto se  non appartiene allaKF KF K" #

circonferenza di diametro .F F" #

Esercizio 2.5.2

Si enuncino e si dimostrino gli analoghi per l’iperbole dei corollari 2.4.2 e 2.4.3 .
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3.- COSTRUZIONI CON RIGA GRADUATA
E COMPASSO

3.1 - La definizione.

Come nel capitolo 1, sia  un insieme di punti e di curve del piano al quale\
appartengono almeno due punti distinti  e . Un punto del piano [una retta del piano, unaP P! "

circonferenza del piano] si dice   se ècostruibile con riga graduata e compasso a partire da \
l’ultimo elemento di una sequenza finita ogni elemento della quale

  è un elemento di , oppure \

 è la retta passante per due punti ,  che la precedono nella sequenza, oppureP Q

  è la circonferenza di centro  passante per , con ,  punti che la precedonoP Q P Q
nella sequenza, oppure

  è l’intersezione di due curve che la precedono nella sequenza, oppure

 è la retta passante per un punto  che la precede nella sequenza e interseca dueP
curve ,  che la precedono nella sequenza in due punti ,  tali cheV V" # H K

d d( , ) ( , ) .H K P Pœ ! "

La sequenza sopra descritta si dice una costruzione con riga graduata e compasso a
partire da lunghezza  del punto [della retta, della circonferenza] ; il numero naturale  si dice \ 5
di tale costruzione.

È chiaro che questa definizione aggiunge una possibilità a quelle contemplate nella
sez. 1.1 . Valgono tutte le considerazioni fatte in quella sezione, ed osserviamo esplicitamente
che avendo scelto il segmento di estremi  e  come unità di misura per le distanze la nuovaP P! "

possibilità di costruzione si può enunciare come segue:

 è la retta passante per un punto  che la precede nella sequenza e interseca dueP
curve ,  che la precedono nella sequenza in due punti ,  tali cheV V" # H K

d( , ) .H K œ "



Marco Barlotti appunti  sulle costruzioni con riga e compasso e con origami  vers. 0.2 Pag. 20            

3.2 - La trisezione dell’angolo con riga  e compasso.graduata

Mostriamo come si può trisecare il generico angolo acuto con riga graduata e
compasso. Vale la pena di osservare che che il requisito che l’angolo sia acuto non costituisce
una effettiva limitazione, perché ogni angolo ottuso è il doppio di un angolo acuto (e ogni
angolo concavo è il doppio di un angolo ottuso), e sono ben noti gli algoritmi per bisecare e
raddoppiare un angolo.3

Sia  l’angolo da trisecare, individuato da due semirette che hanno in comune l’origine!
A B AB. Scelto un punto  sul primo lato dell’angolo in modo che il segmento  abbia lunghezza
", costruiamo la circonferenza  di centro  passante per , e costruiamo il punto  in cui taleV A B P
circonferenza incontra il secondo lato dell’angolo:

Costruiamo una retta che passi per  e incontri la retta  in un punto  e laP AB H
circonferenza  in un punto  tali che sia ( , ) . Naturalmente, escludiamo il diametroV K  H Kd œ "
passante per  (che verifica banalmente le condizioni poste).P

Supponiamo che  appartenga alla semiretta della retta  di origine  nonH AB A
contenente  e che sia esterno alla circonferenza .B V

3 Davvero sono “ben noti”? Poiché ( ) e  ( ) si ottengono a partire da  ( ) e  ( )cos cos cos sin  !
# #! ! !

mediante somme, prodotti ed estrazioni di radice quadrata, sappiamo che un angolo qualsiasi può essere bisecato
o raddoppiato con riga e compasso. Ma se è davvero ben noto un procedimento sintetico ed “elegante” per
bisecare un angolo dato, non si può dire lo stesso per un analogo procedimento che lo raddoppi.
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Per ipotesi, ( , ) ( , ) ( , ) . Proviamo che l’angolo  è und d dH K A K A P AHKœ œ œ "
terzo dell’angolo .!

Se indichiamo con  la misura dell’angolo , poiché il triangolo  è isosceleB AHK HAK
con base  deve essere anche . L’angolo esterno , allora, è uguale allaHA HAK PKAœ B
somma degli angoli interni non adiacenti e quindi misura .#B

Anche il triangolo  è isoscele, con base  (infatti  e  sono raggi dellaKAP KP AK AP
circonferenza). Dunque l’angolo  ha la stessa misura dell’angolo , cioè . PoichéAPK PKA #B
! è angolo esterno del triangolo , esso è uguale alla somma degli angoli interni nonHAP
adiacenti, ossia

! œ B #B œ $B

e quindi , come si voleva dimostrare.B œ "
$  !
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Ma si noti che non c’è alcun motivo perché si debba supporre che  appartenga allaH
semiretta della retta  di origine  non contenente , e nemmeno che sia esterno allaAB A B
circonferenza .V

Certamente, se   appartiene alla semiretta della retta  di origine  non contenenteH AB A
B H PAH allora  deve essere esterno alla circonferenza : infatti per ipotesi l’angolo  è ottuso,V
quindi nel triangolo  il lato  è il maggiore dei tre, da cui ( , ) ( , ) .PAH PH P H P Ad d œ "

Ma allora se fosse ( , )  si avrebbe ched H K œ "

d d d( , ) ( , ) ( , )P K P H H Kœ   "  " œ #

cioè la corda  sarebbe maggiore del diametro.PK

Si devono in effetti considerare altre due possibilità.

La prima è che K appartenga al segmento AB
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e in questo caso si considerano i triangoli isosceli (perché due lati sono uguali al raggio)
AK H AK P" " " e ; dal primo si ricava che ° , dal secondo cheD œ ")!  #C

")! œ #D  C  $B œ $'!  %C  C  $B œ $'!  $C  $B° ° °a b
ossia che

C œ B  '!°

cosicché la misura dell’angolo concavo  è °, e quindi in effetti il triplo diBH K" " B  #%!
questo angolo è ° ossia .$B  (#! !

La seconda possibilità è che  appartenga alla semiretta della retta  di origine K AB B
non contenente . Il problema ha infatti tre soluzioni, come è ragionevole attendersi dato cheA
analiticamente si traduce in un’equazione di terzo grado.

In quest’ultimo caso si considerano i triangoli isosceli (perché due lati sono uguali al raggio)
AK H AK P APK AK P# # # # # e ; l’angolo  ha la stessa misura dell’angolo  che è angolo esterno
del triangolo  e quindi misura . Poiché la somma degli angoli interni del triangoloAK H# # #C
HPK# deve essere °, si ricava che")!

")! œ B  #B  #C  C œ $B  $C°
ossia che

C œ '!  B°

cosicché la misura dell’angolo ottuso  è °, e quindi in effetti il triplo di questoCH K# # B  "#!
angolo è ° ossia .$B  $'! !
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3.3 - La costruzione di 2 con riga  e compasso.È$ graduata

Siano ,  due punti costruiti di distanza . Dopo aver costruito la circonferenza  diA B " V
centro passante per , costruiamo l’esagono regolare  inscritto in  che ha un vertice in B A AX V
( ). Siano P , P , P  e P  gli altri cinque vertici di , che si susseguono dopo A percorrendo 4

" # $ % X V
nel verso positivo (“antiorario”).

Costruiamo la retta  individuata da  e .< A P#

Costruiamo (usando la riga graduata!) la retta  che passa per  e incontra la retta  in= <P
un punto  e la retta  in un punto  tali che sia ( , ) . Ci sono in effetti due retteH AB K  H Kd œ "
con tale proprietà; ma noi scegliamo quella per la quale  non appartiene alla stessa semirettaK
individuata da  a cui appartiene .A B

Vogliamo dimostrare che  ( , ) . H Pd œ #È$
Sia  il piede della proiezione ortogonale di  su , cosicché il triangolo  èQ K HKQ<

rettangolo (con angolo retto in ). Anche il triangolo  è rettangolo (con angolo retto inQ PAH
A BAP HAK) perché l’angolo  misura  (per costruzione) e l’angolo  misura  (essendo    1 1

$ '

angolo opposto al vertice di ).P AP# "

Poiché gli angoli  e  sono opposti al vertice, i triangoli rettangoli  eQHK PHA HQK
PAH sono simili, e si ha

(1) ( , ) : ( , )  ( , ) : ( , )d d d dQ K H K A P H Pœ
e

(2) ( , ) : ( , )  ( , ) : ( , ) .d d d dA H H P Q H H Kœ

4 Come è noto, tutti i lati di  sono congruenti al raggio di  e quindi hanno lunghezza .X V "
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Poniamo ( , ) e ( , ) . Dalla (1) si ricava cheB ³ C ³d dH P Q H

d d( , ):  :           (cioè   ( , ) )Q K Q K" œ " B œ "
B  

e dalla (2) si ricava che
d d( , ):  :           (cioè   ( , ) ) .A H A HB œ C " œ BC

Per il teorema di Pitagora applicato al triangolo  si ha chePAH

(*) .B œ "  B C# # #

D’altro lato, il triangolo  (rettangolo in  per costruzione) ha un angolo (quelloAQK Q
in ) che misura , dunque (è la metà di un triangolo equilatero di altezza  e)A AQ  1

'

d d( , ) ( , ) 3A Q K Qœ È
cioè (poiché  e quindi ( , ) ( , ) ( , ))AQ AH HQ A Q A H H Qœ  œ d d d

BC  C œ "
B  
È3

da cui
C œ C œ

È3
 ( )  ( )  B B"

# $
B B"

     e     .
# #

Sostituendo nella (*) si trova che

B œ "  B œ " # # $ $
B B" B" ( )   ( )  # # #

ossia
 ( ) ( ) 3B B  " œ B  " # # #

 B  #B  B œ B  #B  "  $% $ # #

 B  #B  #B  % œ !% $

 ( ) ( )B B  #  # B  # œ !$

 ( )( ) .B  # B  # œ !$

Poiché  deve essere un numero positivo, non può che essere .B B œ #È$
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4.- LE COSTRUZIONI
COL PIEGAMENTO DELLA CARTA

CHE NON SI POSSONO EFFETTUARE
CON RIGA E COMPASSO

4.1 - Tangenti comuni a due parabole.

Osservazione 4.1.1

Siano ,  punti del piano, e siano ,  rette del piano. Sia  la parabola di fuoco  eF F F" # " # " ". . c
direttrice , e sia  la parabola di fuoco  e direttrice . ." # # #c F .

Sia  l’asse di una simmetria assiale che porta  su  e  su ; allora  è tangente comune> . . >F F" " # #

alle parabole  e . Viceversa, ogni retta che sia tangente sia a  che a  è asse di unac c c c" # " #

simmetria assiale che porta  su  e  su .F F" " # #. .

Dimostrazione  Segue subito dai corollari 2.2.4 e 2.2.5 .

Osservazione 4.1.2

In generale, non sono costruibili con riga e compasso le tangenti comuni a due parabole delle
quali siano costruibili con riga e compasso fuochi e direttrici.

Dimostrazione  Basta mostrare un esempio di due parabole delle quali siano
costruibili con riga e compasso fuochi e direttrici ma non è costruibile con riga e compasso
alcuna tangente comune.

Riferiamo il piano al sistema di riferimento cartesiano ortogonale monometrico
positivamente orientato costruito come si è visto nel capitolo 1 a partire dai due punti dati per
le costruzioni con riga e compasso; sappiamo che tutti i punti che in tale SdR hanno
coordinate razionali e tutte le rette che ammettono di essere rappresentate con una equazione
di primo grado a coefficienti razionali risultano costruibili con riga e compasso.
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Sia  la parabola di fuoco ( , ) e direttrice ( ) (parallela all’assec" " "F ´  % ! . ´ B œ %
delle ordinate), e sia  la parabola di fuoco ( , ) e direttrice ( )c# # #F ´  ! . ´ C œ " "

# #    
(parallela all’asse delle ascisse) . Allora  ha equazione      e  ha equazionec c" #

#B œ  C"
"'  

C œ B# .

Sia ( , ) un punto di . La generica retta non parallela all’asse di  passante per T T´ B B! # #!
# c c

ha equazione
C œ : B  B  Ba b! !

#

ed è tangente in  a  se e soltanto se il sistemaT c#

   œ a bC œ B
C œ : B  B  B

#

! !
#

ha la sola soluzione ( , ) .B B! !
#

Si deve considerare l’equazione di secondo grado nella incognita B

B œ : B  B  B# #
! !a b

ossia
B  :B  B  :B œ !# #

! !

che deve avere  come unica soluzione. Dividendo il primo membro per  si ottieneB B  B! !

come quoziente ( ), quindi l’equazione si può scrivereB  B  :!

a ba bB  B B  B  : œ !! !( ) .

Deve dunque essere   ,   ossia    . La retta tangente in T allaB œ :  B : œ #B! ! !

parabola  ha dunque equazionec#

C œ #B B  B! !
# .

Adesso dobbiamo imporre che essa sia tangente anche alla parabola , cioè (che siac#

B Á !! #, affinché non risulti parallela all’asse di , e) che il sistemac

   œB œ  C

C œ #B B  B

"
"'  

#

! !
#

abbia una sola soluzione.

Sostituendo nella seconda equazione il valore di  ricavato dalla prima si ottieneB
l’equazione nell’incognita C

C œ #B  C  B!
# #

!
ˆ ‰"

"'  
ossia

  B
)
! C  C  B œ !# #

!

che deve avere una sola soluzione; deve cioè essere

! œ œ "  B B œ #?   B
#
!

! !
# $          ovvero          .

Ciò significa che l’ unica tangente comune a  e  ha equazionec c" #

C œ # # B  %È È$ $

e quindi non è costruibile con riga e compasso (altrimenti sarebbe costruibile la sua
intersezione con l’asse delle ordinate, quindi il numero reale  e anche  che ne è laÈ È$ $% #
radice quadrata) .
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