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Moltiplicazione in codifica binaria

ELABORATORI

naturale

> Si seguono le regole note per la moltiplicazione decimale

« in colonna » 0

1
0
1 0 1

> Schema di moltiplicazione su 4 bit

X3 X3 X X 7
Ys Y2 Y1 Yo =
X0 %Yo X1Yo XoYo (Po)
X3Y1 Xo¥1 X1Y1 XoYq (P1)
X3Y2 X¥Y2 Xi¥2 XoY2 (P2)
X3Ys Xa¥3 Xi¥3 XoYs (P3)
7 95 95 ds O3 d O do (Q)
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X X

OO O

Ol O

OO0 =
I

I S
1

Il prodotto di parole di 4 bit
richiede 8 bit:

Con n bit rappresento al
massimo il valore 2"-1 >
(2n-1) (2-1)

= 22n_ 2n _ 2n 41
> 22"-1

Che ¢ un valore rappresentabile
su 2n bit
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DEGLI Moltiplicazione binaria - esempio

ELABORATORI

> Si consideri il prodotto 11,5 x 64,

1 0 1 1 *
0 1 1 0 =

0 0 0 0 (P

1 0 1 1 (P,)

1 0 1 1 (P.)

0O 0 0 O (P)

o 1 0o 0 0O 0 1 0 (Q

> I prodotti parziali P, sono identicamente nulli oppure
coincidono con il moltiplicando
*P.=Xsey,; =1,
e P.= O altrimenti
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DEGLT goritmo della moltiplicazione e

ELABORATORI hqr‘dwqr‘e - Ui

Starl

A

1. Test
~_ MultiplierD

MultiplierQ = 1 Multiplier0 = 0

- 1a. Add muftiplicand to product and
place the result in Product register

-t

Multiplicand l i
Shift left |-+—

‘2. Shift the Multiplicand register left 1 bit

64 bits
I '
\/ . 3. Shift the Multiplier register right 1 bit
LA Multiplier
=l Shift right |<¢—
32 bits : No: < 32 repetitions
Fpadiies Control test '
Write Yes: 32 repsetitions
64 bits
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ELABORATORI

Algoritmo di moltiplicazione -

Esemplo

Initial values 001(1) 0000 0010 0000 0000
1a: 1 = Prod = Prod + Mcand 0011 0000 0010 0000 0010
2: Shift left Multiplicand 0011 0000 0100 0000 0010
3: Shift right Multiplier 000d) 0000 0100 0000 0010
1a: 1 = Prod = Prod + Mcand 0001 0000 0100 0000 0110
2: Shift left Multiplicand 0001 0000 1000 0000 0110
3: Shift right Multiplier 0000 0000 1000 0000 0110
1: 0 = No operation 0000 0000 1000 0000 0110
2: Shift left Multiplicand 0000 0001 0000 0000 0110
3. Shift right Multiplier 0000) 0001 0000 0000 0110
1: 0 = No operation 0000 0001 0000 Q000 0110
2: Shift left Multiplicand 0000 0010 0000 0000 0110
3: Shift right Multiplier 0000 0010 0000 0000 0110

> Il bit esaminato per determinare il passo successivo dellalgoritmo e cerchiato

Parte 3
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il Ottimizzazione del circuito di

ELABORATORT moltiplicazione
I Multiplicand
[ 32 bits
Y
. 4
'  32-bit ALU Z
v —
| F-'roé_luct Shift right |—== ( Control
i Write |- test
l ' 64 bits T

» Registro moltiplicando e ALU a 32 bit
> Registro Prodotto a 64 bit che scorre a destra

> Il moltiplicatore e inserito nella meta destra del registro
prodotto
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DECLT Moltiplicazione in modulo e segno

ELABORATORI

> Si moltiplicano i valori assoluti e si calcola poi il segno del
risultato

 Operandi espressi su n bit

» Valore assoluto su n-1 bit

* Valori assoluto del risultato su 2(n-1) bit
» Risultato con segno su 2n-1 bit

Segnodix Segnhodiy ) A Segno di Q Qon1
n + 0 0 + 0
+ - 0 1 - 1
- + 1 0 - 1

Parte 3 Aritmetica




DEGLI Moltiplicazione in complemento a 2

ELABORATORI

> In complemento a 2 a differenza della codifica naturale non e
possibile aggiungere O a sinistra di un numero
» Significherebbe cambiare di segno se il numero e negativo

> Si usa il procedimento di «estensione del segno»
« I bit aggiunti a sinistra devono essere uguali al bit piu significativo

*
X3 X X1 Xo

Ys Y2 Ya Yo =

X3¥Yo X3Yo X3Yo XYo  XYo XYoo XoYo o (Po)

X3Y1  X3Y1  X3Y1 XoY1 X1Y1 XoY1 (Py)
X3y,  X3Y» XoY> X1Y2 XoY2 (P,)
X3Y3 XoY3 X1Y3 XoY3 (P3)

d; J6 Os s ds d, d1 Jdo (Q)
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oreLT Algoritmo di Booth

ELABORATORI

> Questo algoritmo organizza la somma in modo da aumentare
le prestazioni

> Si basa sulla seguente idea

A =00011110 = 00100000 - 00000010
bxa= bx00011110

= b x (00100000 — 00000010)
= bxa;—bxa,
> Ingenerale a=a,—-a,+a;—a,+..

\ )
|

> Il numero delle coppie e uguale al numero di sequenze di 1
consecutivi 0o Al1 111D o
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ELABORATORI

> Consideriamo:
e un moltiplicatore su 5 bit in compl. a 2,
e aggiungiamo uno O a destra

» Si raggruppano 2 bit alla volta sovrapponendo un bit

[ Ya Vi Y ¥1 y}) 0 Yi  Yia  Yia-Y; Operazione
N - v/ 0 0 0 Nessuna
[Ya Yallys Yally2 Yally: Yol lyo O] o 1 1 Sommadib
1 0 -1 Sottrazione di b
1 1 0 Nessuna
Bit corrente Bit adestra Spiegazione Esempio
1 0 Inizio di una sequenzadil 00001111000,
1 1 Interno di una sequenzadil 00001112000,
0 0 Interno di una sequenzadi0 00001111000,
0 1 Fine di una sequenza di 1 000012111000,
Parte 3 Aritmetica
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DEGLT Algoritmo di Booth - Dimostrazione

ELABORATORI

> Sia il prodotto: ag ag, ... a; &,

a,, -a Operazione

. 0 0 Nessuna
A|g. Booth: (a_-;—ag) xbx2°+ 1 Sommadib
(ag —aq) X b X 21 + -1 Sottrazione di b

(azg — a30) X b X 230 +

(azp — azq) X b x 231

> essendo —a; x 2t + a; x 21 = q; x 2!
> diviene
b X ((a31 x —231) + (azg x 239) + -+ (aq x 21) + (@ % 2")) =bxa
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eoir Circuiteria per Booth

ELABORATORI

I Multiplicand

[ 32 bits
Y
v
' . 32-bit ALU e
| —
| T ) -
Prodiuct Shift right ( Control
] Write test
l ' 64 bits T

>La stessa circuiteria per la moltiplicazione fra
naturale con la aggiunta di un bit a destra di Prodotto
(product-1) inizializzato a O, testabile dal controllo,
oltre al bit ProductO
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Algoritmo di Booth - esempio

ELABORATORI

> Consideriamo la moltiplicazione di:
* Moltiplicando: 0010, ., = 2y,
* Moltiplicatore: 1101, -, = -39

Passo Fase Moltiplicando Prodotto
0 Preparazione dei valori iniziali 0010 0000 1101 0
1 1c: 10 => Prodotto = Prodotto — Moltiplicando 0010 1110 1101 0
2 . scorrimento a destra del prodotto 0010 1111 0110 1
2 1b: 01 => Prodotto = Prodotto + Moltiplicando 0010 0001 0110 1
2 . scorrimento a destra del prodotto 0010 0000 1011 0
3 1c: 10 => Prodotto = Prodotto — Moltiplicando 0010 11101011 0
2 : scorrimento a destra del prodotto 0010 1111 0101 1
4 1d: 11 => Nessuna Operazione 0010 1111 0101 1
' 2 . scorrimento a destra del prodotto 0010 1111 1010 1
Parte 3 Aritmetica
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it Moltiplicazione con codifica di

ELABORATORT Booth-2

> Riduce il numero di prodotti parziali in operazioni di
moltiplicazione con operandi minori di O

> Organizza la somma in modo da aumentare le prestazioni

> Consideriamo:
« un moltiplicatore di 5 bit in compl. a 2,
» aggiungiamo uho O a destra

* Si raggruppano 3 bit alla volta sovrapponendo un bit ed estendendo il
segho per completare I'ultimo gruppo

% Ya \Y9 Yo \y% YO\/O]
\/

[Va Ys4 Y3l [Y1 Yo O]

[V Vo Vil
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o Iciente di

ELABORATORT Boo'rh -2
% Ya \w% YO\/O]
(Vs Vi VY3l (Vs Vo Vil [V1i Yo O]

> Per ogni raggruppamento si calcola un coefficiente:

f(Yn+1:ynJYn—1) =—2Yn+1 +¥Yn+¥Yn-1

> E lo si pesa con 2" ottenendo una parola in codifica di booth-2

YbZ — f(J’4;J’4;)’3)24 +f(y31y2)y1)22 ‘|‘f(Y1,)’0, 0)20
Y2 Boothz = [f (Y4, Y4, Y3), f(¥3, Y2, Y1), f(¥1, Y0, 0)]
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it quivalenza fra Codifica di

ELABORATORT BOOTh-z e C2

> Dimostriamo I'equivalenza fra la parola di codice di partenza e
quella in codice di Booth-2

Y2 Boothz = [f (Y4, Y4, Y3), f(¥3, Y2, Y1), f(¥1, Y0, 0)]
Yoo = (—2y4 + ¥4 + ¥3)2* + (—2y3 + ¥, + ¥1)2% + (—2y;1 + yo + 0)2°
= —y42° + Y, 2% + y32% — 9323 + 9,22 + 9,22 — 9,20 + 3,20 =

=y, (—2°+2%) +y3(2* - 2%) + 3,22 + (2% - 2°) + 3420 =
= —y42* +y32° + ;2% + y12" + 32"

Y202 = [Y4Y3Y2Y1Y0l

Parte 3 Aritmetica
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ELABORATORI

» Utilizzando questa codifica la moltiplicazione fra parole 5 bit richiede
solamente 3 prodotti parziali:

> Inoltre i coefficienti della codifica di Booth-2 puo assumere solamente

valori paria 0, +1, +2. Yoy Y| 2y.ty ety
0o 0 0 0
0 0 1 +1
0 1 0 +1
0 1 1 +2
1 0 0 2
1 0 1 -1
1 1 0 -1
1 1 1 0

> La moltiplicazione dei prodotti parziali diventa estremamente semplice
* Moltiplicare per due equivale ad uno spostamento verso sinistra

Parte 3 Aritmetica
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v sempio di moltiplicazione usanc

ELABORATORT Booth-2

> Esempio: si consideri la moltiplicazione X * V:
> X=-4,,=1100, .,

»Y=-5,=1011,.,

> Eseguiamo i raggruppamenti nel moltiplicatore:

(1 0 1 1 0]
N R
[1 0 1] [1 1 0] Y2 Boothz = [—1,—1]

> Il Prodotto X*Y & quindi la somma dei prodotti parziali:
0000100 +

—40xX—1-22+—-4,9x—-1-20 00100 -
0010100
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o Altro esempio

ELABORATORI

X = 1810 = 0100102,6'2 ) Y = —1710 — 1011112,C2
> Eseguiamo i raggruppamenti nel moltiplicatore:

[1 O 1 1 1 1 O]
\/ \/\/K’ \/ YZ,Booch — [_1’ 0, _1]
[1 0 1] [1 1 O]

[1 1 1]
> Il Prodotto X*Y e quindi la somma di tre prodotti parziali:

18,9 x —1-2%+ 18,7, x0-2% + 18,9 x —1-2°

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 +
O 0 0O 0O 0O OO 0O +
1 1 0 1 1 1 O =
1 1 01 1 0 0 1 1 1 O

Parte 3 Aritmetica
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s Codifica di Booth-1

ELABORATORI

> Al metodo di codifica di Booth-2 se ne aggiungono altri che
codificano gruppi di bit di dimensione k
> Fra questi il pit semplice e proprio l'algoritmo di Booth, detto
Booth-1, che usa gruppi di 2 bit
> Esi-4*-5
[1 0 1 1 0]

\/—W%/

(1 0o a3y gyt O

O Yn-1) = —¥Yn + Va1

YZ,Boothl [_1' 1,0, _1]

_4_10)(_1.23_'_ O 0 0O0O1 0 0 +
—410X+1'22+ O 0O OO0 OO +
—440 X 0-21+ 11 100 +
—449 X —1 - 20 0100 =
O 01 0100
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DEGLE Overflow nella moltiplicazione

ELABORATORI

« MULTU (multiply unsugned) fra naturali

«Se Hi 2 0..0 allora c'e overflow Hi Lo
sEsempiosu4bit: 82-mmrmornos oo 32--mnoo

4., x 4,, = 16,5 = 0100, x 0100, = 0001 0000, 0001 | 0000

*Hi # 0..0 => overflow Hi Lo

« MULT (multiply signed) - fra interi
«Se Hi 2 x31 allora c'e overflow Xgge. oo ooni i Xay | Xageeeeh X,
«Esempio su 4 bit: '
*-319 X 3109 = -9y = 1101, -, x 0011, ., = 1111 0111, ,
*Hi # Lo => overflow
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La divisione

ELABORATORI

> 897123,,: 810, Dividendo : Divisore
> Dividendo = Quoziente x Divisore + Resto
> Si usa l'dlgoritmo appreso dlle scuole elementari ricavando il quoziente una cifra alla volta

8971283 -
810 1001010
o7 1 100 0
871 - . .
810
61 1 ...analogo... 10 0
612 0 101 0
6123 1010
5670 - 1000
45 3 V4 10 1
Parte 3 Aritmetica
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pEGLT Algoritmo ed hardware per la
ELABORATORI divisione

1. Subtract the Divisor register from the
Remainder register and place the
result in the Remainder register

Remainder = 0 Remainder < 0

_Test Remainder S
& ¥ Divisor
— — —_— - Shift right |-
2a. Shift the Quotient register to the left, 2b. Restore the original value by adding _
selling the new rightmost bit to 1 the Divisor register to the Remainder 64 bits
- register and placing the sum in the {r !
Remainder register. Also shift the : -
Quotient register to the left, setting the \/ p——
new least significant bit to 0 64-bit ALU uotien
- i ' Shift left |-t
v 32 bits
Y A
3. Shift the Divisor register right 1 bit Remainder i C@
: : rte test
64 bits A

No: < 33 repetitions

Yes: 33 repetitions

Parte 3 Aritmetica Slide 23



DEGLI
ELABORATORI

Algoritmo di divisione - Esempio

e e B B

Initial values 0000 0010 0000 0000 0111
1: Rem = Rem - Div 0000 0010 0000 D110 0111
1 2h; Rem < 0 = +Div, sl Q,Q0=0 0000 0010 0000 0000 0111
3: Shift Div right 0000 0001 0000 0000 0111
1: Rem = Rem - Div 0000 0001 0000 (D111 0111
2 2b: Rem < 0 = +Div, sl Q,Q0=0 0000 0001 0000 0000 0111
3: Shift Div right 0000 0000 1000 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 0000 1000 (3111331
3 2b: Rem < 0 = +Div, sl Q, Q0 =0 0000 0000 1000 0000 0111
3: Shift Div right 0000 0000 0100 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 0000 0100 ©000 0011
4 Z2a: Rem20=5sl1Q,Q0=1 0001 0000 0100 0000 0011
3: Shift Div right 0001 0000 0010 0000 0011
1: Rem = Rem — Div 0001 0000 0010 (G000 0001
5 2a: Rem=20=sllQ,Q0=1 0011 0000 0010 0000 0001
3: Shift Div right 0011 0000 0001 0000 0001

Parte 3

Aritmetica
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DECLI Hardware per la divisione migliorato

ELABORATORI

Divisor SO|032 Iterazioni
‘Ir 132 bits Si comincia con uno shift

. 2
a2-bit ALU =

| e a—

| Shift right |—=
Remainder Shift left | { G?:St:m
i Write |
64 bits

> Registro divisore e ALU a 32 bit - Registro resto a 64 bit

> Il dividendo viene inizialmente inserito nei 32 bit meno significativi del
registro Resto.

> Alla fine i 32 bit meno significativi del registro Resto contengono il
quoziente e i piu' significativi il resto

Parte 3 Aritmetica
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ELABORATORI

Esempio con hardware migliorato

Passo Fase Divisore Resto
0 Preparazione dei valori iniziali 0010 0000 0111
Scorrimento a sinistra del resto 0010 0000 1110
1 Resto = Resto - Divisore 0010 1110 1110
Resto < 0 =>somma del div., scorr a sin. del resto, Resto, =0 0010 0001 1100
2 Resto = Resto - Divisore 0010 1111 1100
Resto < 0 =>somma del div., scorr a sin. del resto, Resto, =0 0010 0011 1000
3 Resto = Resto - Divisore 0010 0001 1000
Resto >= 0 => scorr a sin. del resto, Resto,=1 0010 0011 0001
4 Resto = Resto - Divisore 0010 0001 0001
Resto >= 0 => scorr a sin. del resto, Resto,=1 0010 0010 0011
Scorr. A destra della meta sin. di Resto 0010 0001 0011
Parte 3 Aritmetica
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w:  otesso hardware per prodotto e

ELABORATORT d ivi Y [o] ¢ [
Multiplicand Divisor
_l 1 32 bis —_l 132 bits
D\ 4 R4
aebitALy sobitAly /7
Proéc?iuct Shm\;fi:: @ Re m%iinder Sgliﬁi %E @

64 bits T 64 bits

> Prodotto e divisione utilizzano lo stesso circuito formato

da:

* Alua 32 bit per somme e sottrazioni

* Un registro a 32 bit

* Un registro a 64 bit con shift aritmetico a destra e sinistra

e Una logica di controllo

Parte 3 Aritmetica
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DECLI Divisione di numeri interi relativi

ELABORATORI

1. Si memorizza il segno del divisore e del dividendo

2. Sineqa il quoziente se i segni sono discordi, al fermine
dell'esecuzione

3. Per calcolare il segno del resto si ricorda che deve valere :

> Dividendo=Quoziente x Divisore + resto
(il resto ha lo stesso segno del Dividendo)

>Esempio: -7: 2 q=-3 r=-1
-7:-2 q=3 r=-1
7:-2 q=-3 r=1
7:2 q=3 r=1
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