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Momento della quantita di moto di un corpo rigido rispetto al centro di massa

Abbiamo visto che il moto di un corpo rigido, nel riferimento del laboratdéfisi pud scomporre
nel moto di traslazione del suo centro di magsa nella sua rotazione rispettora Da questa
scomposizione si ottiene anclie, momento della quanétdi moto rispetto al centro di massa :

T = GA@X(Fy = 7) 3 Po= Y (7 — ) xmyt; = Zml {1 = 7l & = [@ - (75 — 7)) (7 — 72) }
Scomponendo il vettord —r,. = d:-c + ﬁic nella somma di due vettori, uno paralléig = h;e =
(h;—h.)w e l'altro d;. = (d;—d,.) perpendicolare all'asse di rotazioggotteniamo poi:

= m; {(d + h2) & — whieldie + hie @) } = > m; {d2& — whiedie} = 1.5+ Poy

dovel,.d & un vettore parallelo ad, il coefficientel, = 3, m;d2, > 0 & dettomomento d’inerzia
assialerispetto all'asse di rotaziong passante per. , e P, = —w > mihmd:c € un vettore
perpendicolare &. La relazione fral, e G quindi una relazione lineare (ad esempio ad una
velocita angolare doppia corrisponde un momento della quéadiitnoto doppio), ma in generale
P., # 0: i due vettori non sono paralleli.

Tensore d’inerzia di un corpo rigido

L'equazione qui sopra esprime infatti una relazione lineare di tgmsorialefra i vettori P e

«. Questa relazione, una volta scelta arbitrariamente una terna cartégianal riferimento del
laboratorio, po essere espressa in termini delle componenti cartesiane dei due vettori in questione
e degli elementi di una matrickex 3; tale matricee larappresentazione cartesianael particolare

riferimento scelto, detensore d’inerziaispetto al centro di massa:

P.. I, I, I, Wy
Z asWs, Per a=1z,y,T. Ovvero : Poy | = | 1js Igy I, Wy
B=z,y,x Pcz ];fx ];fy ];?z Wz
Dove ) _
[gx’ = Zml ’f; - TC|2 - :UC } Zml { c + (Zz - 20)2_
]Z(l:y = Zmz :|Fz - ’rc|2 } Zmz [ i ZL’C 2 + (ZZ — Zc)z:
Ig, = Y my || = 7l = (2 — zﬂ = > ma (2 — ) + (v — )]



Il tensore d'inerziee legato ad una proprietintrinseca del corpo: la distribuzione spaziale delle

sue masse rispetto al polo passere anche diverso dal centro di massa scelto qui). Gli elementi di
matricel;; della sua rappresentazione cartesiana, invece, dipendono dal particolare orientamento
della ternazyz scelta inS, proprio come succede alle componenti cartesiane dei ve®iun

tensoree definito, come un vettore, dalle sue propridi trasformazione; uno scalageun tensore di rango 0, un

vettoree un tensore di rango 1, il nostro tensore d’inegzii rango 2. .. come imparerete prima o poi in altri corsi.]
Assi principali e assi centrali

La matricel;; & simmetrica. Questo garantisce che, con un’opportuna rotazione degli assi coor-
dinati, cice con una diversa ed opportuna scelta di 238t’, il tensore d’inerzia di quello stesso
corpo sia rappresentato da una matrﬂgfgdiagonale (una matrice x 3 fatta tutta di zeri salvo i

tre elementi diagonali, detiutovalor). Trovare questi nuovi assiy’z’ equivale adiagonalizzare

la matrice, ovvero trovare i tr@ssi principalid’inerzia del corpo, e i tre corrispondenti autovalori.
Questi ultimi sono in generale diversi fra loro, e i tre assi corrispondenti non sono equivalenti. Se
perd due autovalori sono uguali fra loro (il che succede in presenza di particolari simmetrie del
corpo), allora due dei tre assi principali risultano equivalenti; in questo caso qualunque direzione,
nel piano individuato da quei due assiancora un asse principale.

L'esempio del cilindro

Dato un cilindro omogeneo di masa#, raggioR e altezzah, se scelgo un sistema di riferimento con origine
nel centro del cilindro ed assijZ orientati in modo non particolarmente furbo rispetto alle sue simmetrie
(vedifigura, a sinistra), la matrice simmetrig, che ne rappresenta il tensore d'inerzia ha tutti gli elementi
diversi da zero; diagonalizzandola trovo la nuova terna cartesian& (vedi figura, a destra) tale che la
nuova matricdg'ﬁ che rappresenta il tensore d'inergi@iagonale; per un cilindro omogeneda matrice:

5 Mh? + $ M R? 0 0
0 5Mh? + IMR* 0
0 0 iMR?

| due autovalori relativi agli asst’ e ¢’ sono uguali; il terzo, relativo all'assg, € diverso. L'uguaglianza
dei due autovalori esprime il fatto che, in un cilindro omogeneo, tutti i diametri passanti per il centro sono
equivalenti fra loro: nel piané’y’ ogni asse che passa per il centro del cilin€@ncora un asse principale.



Se addirittura tutti e tre gli autovalori sono uguali, tutti e tre gli assi principali sono equivalenti:
qgualunque direzione nello spaziain asse principale. Solo in quest’ultimo caso (che corrisponde
alla pi alta simmetria possibile, ad esempio quella di una sfera omogenea) la matrice che rappre-
senta il tensore d’inerzi@ proporzionale alla matrice ideréijte risulta quindi diagonalgualsiasi

sia I'orientamento degli assi cartesiani

La propriet degli assi principali, facilmente verificabile sulla base delle definizioni foraitbe,

se il corpo rigido ruota attorno ad uno di essi, il suo momento della gaahtibotoe parallelo alla
velocita angolare (ovvero risult&., = 0). Se invece il corpo rigido ruota attorno ad un asse che
noncorrisponde a nessun asse principale, allora il suo momento della guimtibto ava sia una
componente parallela al vettore veldcitngolare, sia una componente perpendicdbare 0.

Finora abbiamo parlato di momento angolare e tensore d'inerzia rispetto al centro dirmas3diaassi
cod determinati non sono solo assi principali d'inerzia, ma arad® centralidel corpo rigido in questione
(assi principali passanti per il suo centro di massa); sono detti anche, per motivi che vealsitiberi di
rotazione Momento angolare e tensore d'inerzia si possono gefinire rispetto a un polo qualungug
anche diverso da.: ad esempio, se il corp® vincolato a ruotare attorno ad un asse che non contigne
conviene piazzare il polg, lungo quell’asse, non in.. Grazie al teorema di Koenig del momento angolare
sa@ poi facile mettere in relazione quaatiingolari definite rispetto a due diversi poli.

Le simmetrie spaziali di un corpo rigido, se omogeneo, aiutano a individuare gli assi centrali
del suo tensore d’inerzia. E’ facile infatti convincersi, sulla base delle definizioni iniziali di queste
dispense, che, se un corpo rigido ruota attorno ad un proprio asse di simmetria (che per definizione
passa per il centro di massa), alldfa = 0: un asse di simmetria dunque un asse centrale.

Momento d’inerzia assiale e teorema di Huygens-Steiner

Se i corpi rigidi omogenei hanno assi di simmetria riconoscibili a vista, chi non ama matrici e
tensori p@ accontentarsi deII’equaziorYé = Icw+]3d e distinguere due casi: (a) I'asse di
rotazionew coincide con un asse di simmetria, e allora il momento della qaatitthoto rispetto al
centro di massa parallelo al vettore veloécitangolares; (b) I'asse di rotazione passa per il centro

di massa ma non coincide con un asse di simmetria, e allora il momento della &ahamtibto
rispetto al centro di massa ha anche una componente perpendicolarSiachel caso (a) che nel
caso (b) la componente parallela alla vela@ihgolare data dd. o, dovel. = 3=, m;d2,, somma

delle masse che compongono il corpo rigido pesate col quadrato della loro distanza dall'asse di
rotazioneg il momento d’inerzia assial@spetto all'asse di rotazione.

Se invece I'asse di rotazione non passa per il centro di massa, conviene riferire il momento della
guantif di moto ad un pol@, che sia sull’asse, quindi nonipal centro di massa.; ma grazie al
teorema di Koenig del momento angoldte= P, + (7.—7,) X M ¥, possiamo scrivere:

Py=(I°+ Md2) &+ (Pop — Mwhd,) = I°G + P,y
dover, —r,, vettore distanza fra polo e centro di massatato scomposto nella somma di due

vettori, uno parallelo all'asse di rotaziohe = h.w = (h.—h,) @ e I'altro perpendicolare all’asse
di rotazioned, = (d.—d,). Otteniamo casper il momento d'inerzia assiale il risultato noto come



teorema di Huygens-Steiner® = [ + Md?. In altre parole, dati due assi paralleli a quello

di rotazionew, il primo passante pef, e il secondo passante p&r, che si trova a distanza.

dal primo, i due corrispondenti momenti d’'inerzia del corpo rigido differiscono per una cuantit
data dalla massa totale del corpo moltiplicata per il quadrato della distanza fra gli assi.(NB:
componente dil. — 7, perpendicolare &, & proprio questa distanza). Per la progrigansitiva,
questo tipo di relazione sussiste fra momenti d’inerzia assiali rispetto a qualsiasi coppia di assi
parallelia e a’: I¥ = I* 4+ Md2,, un risultato molto utile nel calcolo dei momenti d’inerzia
assiali.

Rotazioni rispetto a un punto fisso

Ora mostriamo che, per far ruotare un corpo rigido rispetto a un puntafisgm coincidente col

centro di massa,, ci vuole una risultante delle forze esterne diversa da zero [nel seguito mettiamo

il punto fisso nell’origine:7, = (0,0,0)]; e che, per farlo ruotare con velozitingolared non

diretta secondo un asse principale, ci vuole un momento complessivo delle forze esterne diverso
da zero. Nel caso generale (asse non principale e punto fisso divefgatidiamo infatti:

. do do ,
GoMa,=Moxr, — 9@y s @xr) = P20
dt dt

5 = dpP dw 1dw = S .
P,=I°C+ P, 0 _ Jo = ~——Pp, Jx P, — pfest 0;
Ol = dt g To gt x B = M7

per la seconda equazione abbiamo tenuto contdghe- wAP,, conA costante 4 dipende solo

dalla distribuzione spaziale delle masse gizéxﬂl =—wy, mihid;. € P, =P, — Mwhccfc);

il versoreP,, ruota nel piano perpendicolare all'asse di rotazione con vélocit

La prima equazione dice che, anchelsgdt e zero (ci@ anche se I'asse di rotazioge® fisso e la
velocita angolarev e costante nel tempo), occorre una risultante delle forze esterne, in particolare
una forza centripeta, per mantenere in rotazione un corpo rigido attorno a un punto che non siail
suo centro di massa.

La seconda equazione dice cRg , non appena diverso da zero, dipende per forza dal tempo:
anche se5 & costanteP,; ruota nel piano perpendicolareiacon velocit angolarev; cos anche
lintero vettore P, = I° &+ P, | dipende dal tempo (ruota descrivendo un cqrecedend@ttorno
all'asse di rotazione); quindi la derivata temporale del vetfgneone zero, e occorre un momento
risultante delle forze esterne per mantenere il corpo in rotazione attorno a quell’asse.

Infine, sempre nell'ipotesi dii costante, nor difficile dimostrare, sulla base delle definizioni
fornite in precedenza, che giB**|, sia|M¢*!|, sono proporzionali a?.

Dalle equazioni precedenti consegue che un corpo rigido, in assenza di forze e momenti esterni,
puo ruotare solo intorno ad uno dei suoi assi centrali; per questo essi sono anche chiamati assi
liberi di rotazione. Per mantenere un corpo rigido in rotazione costante intorno a un asse non
centrale (o peraghnon passa per il centro di massa, o perehdirezione no® quella di un asse
centrale, o tutte e due le cose) occorrono invece forze e momenti esterni, setngrarli man

mano che aumenta la velagiangolares. Per quest@ importante, ad esempio per I'elica di un
aereo o per la ruota di un’automobile, una perfetta “equilibratura”: una distribuzione di masse
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tale che I'asse di rotazione (tipicamente realizzato con un vincolo, come il mozzo della ruota) non
sia soggetto a forze e momenti esterni che diventano rapidamente molto grandi con 'aumentare
della velocit angolare. Senza “equilibratura”, oltre una certa vedoaitgolare, si spacca tutto.

Un istruttivo esercizio da fare per conto propéwerificare le direzioni dei vettofi <! e M;”, e

capire fisicamente a quale tipo di sollecitazi@nsottoposto il vincolo responsabile di mantenere
fisso I'asse di rotazione, se quest’ultimo non coincide con un asse centrale del corpo ruotante.

Rotazioni rispetto a un asse fisso

Se l'asseg fisso nel tempo, la direzione di & costante nel tempo e I'ango#dt) di rotazione
del corpo attorno all’'asse determina completamente il moto (un solo grado dajib@anviene
scegliere la terna cartesiana del riferimesten modo che sia’j = (0,0,w), cioé in modo che
I'assez coincida con I'asse di rotazione del corpo (ché passare o meno per il centro di massa:
per esempio per una porta scegliamo I'asdango i cardini), e riferireP, e I° ad un polor,
che si trovi lungo tale asse; nel seguito scegliamo l'origine (0,0,0). Con queste scelt&(t)
ubbidisce all’equazione differenziale

dp,, dw d*0

— Jo— _ [07 — ext

dt dt —  di2 z

Una volta nota la componentedel momento complessivo delle forze esterne e le condizioni in-
iziali 0(t=0) ew(t=0), integrando I'equazione differenziale, otteniaéit). Notiamo qui I'origine

del nome “momento d’'inerzia assiale”: nel moto rotataiia@ioca, rispetto all’accelerazione an-
golare, lo stesso ruolo che gioca la massa rispetto all’accelerazione nel moto traslatorio. In parti-
colare vale un principio d’inerzia angolare: se la componer{tgoe la componente lungo I'asse
fisso di rotazione) del momento complessivo delle forze estemdla, il corpo si mantiene in-
definitamente in uno stato di quiete o di moto rotatorio uniformeg cionserva la componente

del momento della quanéitdi moto parallela all’asse fisso di rotazione. Una volta détasono
naturalmente determinati anc@e: Mox7,eP,| =—w > mzhdeC Mwh., d

Energia cinetica

Nel riferimento del laboratorioS € possibile scomporre I'energia cineti¢a di un sistema
qualunque nella somm& = ; Mv? + K’, dove il primo termine: la cosiddetta energidel cen-
tro di massa e il secondo termii€ e I'energia cineticanel centro di massa, céorispetto ad un
riferimentoS’ che trasla col centro di massa (ma senza ruotare rispefip &kl riferimentos’ |l
centro di massa fermo e un corpo rigido gusolo ruotare con velo@its. Ovvero inS’ la velocit
delle varie masse che compongono il corpo rigedy = x 7! = x (7; —7,.), € quindi

1 2 - 2 712
= §Zmivl-' Zmz| X T Zmz d! fI
A
doved,; & la componente perpendicolare adli ¥/ = 7; — ., cioé la distanza della massa;

dall'asse di rotazione passante per il centro di massa: anche nell’energia cinetica rotazionale il
momento d’inerzia assiale gioca un ruolo analogo alla massa nell’energia cinetica traslazionale.



