Matematica per le Applicazioni Economiche I, 16 luglio 2018

Testo d’esame A

La prova ha la durata di un’ora e 45 minuti. Spiegate con molta cura le vostre risposte.

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) =e"* + 10x.

(a) [2pt] Si calcoli f’(z) e si stabilisca se f ¢ iniettiva.
(b) [2pt] Si determini I'immagine di f.

Esercizio 2

(a) [4pt] Si enunci e si dimostri il teorema di Rolle.

(b) [4pt] A quali delle seguenti funzioni ¢ applicabile il teorema di Rolle? In caso affermativo, si
determini un punto del dominio della funzione che soddisfa le condizioni descritte dalle tesi del

teorema di Rolle; in caso negativo, si spieghi quale ipotesi del teorema non ¢é rispettata:
T
h@) 5.5 =R fie) =cos@) @) [5m 5] <R fala) = cos(e);

fa(x) :[0,5] = R, fa(z) = /.

(c) [2pt] Si esibisca il grafico di una funzione definita nell’intervallo [0, 5] che sia discontinua in

almeno un punto di tale intervallo e che non soddisfi la tesi del teorema di Rolle.

Esercizio 3

(a) [1pt] Si dia la definizione di derivata prima di una funzione in un punto.

(b) [3pt] Sulla base della definizione di derivata prima di una funzione in un punto, si determini
f'(0) per f(z) = cos(x).

(c) [2pt] Sulla base della definizione di derivata prima di una funzione in un punto, si dimostri

che la funzione f(x) = ¥/« non & derivabile in 0.

Esercizio 4 [12 pt] Si studi la funzione

x4+ 2 —4
T

fz) =
e si disegni il suo grafico (si ometta lo studio del segno di f(z)).

Esercizio 5 Si calcolino i seguenti limiti

. (e®—1)2 +2(tanz)? + 322 . |2 — x|+ T+ sinw
4 pt 1 b) [4 pt 1
(a) [4pt]  lim 1 2)? 1 527 , (b) [4pt]  lm




Soluzioni testo A

Esercizio 1 (a) La funzione f & derivabile in R e la sua derivata prima ¢é

fl(z) = - +10

f'(x) > Oequivalea —e ¥ +10>0<=10>e " <= Inl0> -z <z >—Inl0

f'(z) < Oequivalea —e " +10<0+=10<e <= hl0< -2 <2< —-Inl0

Dunque f & continua in R, monotona strettamente decrescente nell’intervallo (—oo, —In10) e
monotona strettamente crescente nell’intervallo (—In 10, +00). Quindi f non ¢ iniettiva.

(b) Il punto zp = —In 10 & punto di minimo globale per f e lim, .t~ f(z) = +00. Poiché f ¢&
continua in R, un’opportuna versione del teorema dei valori intermedi (teorema 7.7 del libro di
testo) implica Im(f) = [f(—1n10), +00) = [10 — 101n 10, +00).

Esercizio 2

(a) Si veda il teorema 8.5 nel libro di testo.

(b) La funzione f; ¢ continua in [—F, 7], ¢ derivabile in (=%, %), e fi(=%) = f2(§) = 0. Dunque
f1 soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle e f](z) = — sinz; pertanto zp = 0 soddisfa fi(zo) = 0,
come descritto dalla tesi del teorema di Rolle.

La funzione f; & continua in [—37, 2], & derivabile in (—3F,Z), e fo(—3F) = f(5) = 0. Dunque
f2 soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle e f4(z) = — sin z; pertanto zp = 0 soddisfa f5(zo) = 0,
come descritto dalla tesi del teorema di Rolle.

La funzione f3 ¢ continua in [0,5], & derivabile in (0,5) ma f3(0) = 0, f3(5) = V5 # f3(0).
Dunque f3 non soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle.

(¢) La funzione

fz) =

T Hfo<z<?2
z—1 if2<zx<5

¢ discontinua nel punto 2 e non esiste alcun zy € (0,5) tale che f'(zg) = 0.

Yy, 1




Esercizio 3 (a) La derivata prima di f in un punto zp interno al campo di esistenza di f ¢

limy, .o f(=zo +h})L—f($0)

, purché tale limite esista e sia finito.
(b) f/(o) = limy,_0 f(O—i—h})L—f(O) = limy,_o cos}}LLfl = limy,_o coshféfl h = (_%) .0=0.
(c) limp 0 w = limy,_,g %/3 = limy,_.g # = 0%, quindi limy,_,g w =+4oc0e f

non ¢ derivabile nel punto 0.

Esercizio 4
L’insieme di definizione di f ¢ A = (—00,0) U (0, +00). Questa funzione non & pari, né dispari,

né periodica. I limiti sono

3

lim f(z) = lim L= lim 2? = 400

T——00 r——00 T T——00
—4

xh%l— flz) = = dunque xh%l— f(z) =400
lim f(z) = o, dunque lim f(z) = —oo

. . 3 . 2

lim f(z) = lim —= lim z* =400
T—+00 r—+o00 I T——+00

Dunque non esistono asintoti orizzontali, ma la retta verticale di equazione x = 0 ¢ asintoto
verticale. La derivata prima di f &
(Bx?+2)x— (¥ 4+2x—-4) 2 4
f,($) = 2 = _( + 2)

x 2

La disequazione 22 + 2 > 0 equivale a z > /=2 e 23 + 2 < 0 equivale a < ¥/—2. Quindi
f'(z) < 0 nellintervallo (—oo, v/—2) e f'(z) > 0 per x € (¢/—2,0) U (0,400); f & strettamente
decrescente in (—oo, v/—2), & strettamente crescente in (v/—2,0), & strettamente crescente in
(0,4+00). La derivata seconda di f ¢

3a% - a? —2u(a®+2) 2

xt 3

La disequazione 2% — 4 > 0 equivale a x > /4 ¢ 23 —4 < 0 equivale a © < /4. Poiché 23 < 0 se
r<0ex®>0sex >0, risulta che f”(z) > 0 nell’intervallo (—oc, 0), f”(z) < 0 per 2 € (0, V/4),
f"(x) > 0 per x € (¥4, +00). Dunque f & convessa in (—o0,0), concava in (0, ¥/4), convessa in
(4, 400). 1 grafico di f &
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Esercizio 5 (a) Risulta che
. (" —=1)2+2(tanz)? + 322 0
lim - ==
70 4(sinx)? + ba3 0
ed ¢ utile dividere numeratore e denominatore per 22, ottenendo
T _1)\2 2 T
oS et s (S ()3 14243 3
. 2 - ; = = —
(b) Risulta che
. }x?’—x{—i—?—f—sinx_ I —x3+x+7+sinx_ . —x3_ I _
a;—1>I—noo 72+ 6+ e a :c—1>r—noo 22+ 6+ e - :c—l>r—noo x2 :c—l>r—noo(_$) =t



Matematica per le Applicazioni Economiche I, 16 luglio 2018

Testo d’esame B

La prova ha la durata di un’ora e 45 minuti. Spiegate con molta cura le vostre risposte.

Esercizio 1 (a) [1pt] Si dia la definizione di derivata prima di una funzione in un punto.

(b) [3pt] Sulla base della definizione di derivata prima di una funzione in un punto, si determini
£1(0) per f(z) = sin(z).

(c) [2pt] Sulla base della definizione di derivata prima di una funzione in un punto, si dimostri

che la funzione f(x) = |z| non ¢ derivabile in 0.
Esercizio 2 Si consideri la funzione
f(z) = e 4 20

(a) [2pt] Si calcoli f'(z) e si stabilisca se f ¢ iniettiva.

(b) [2pt] Si determini 'immagine di f.

Esercizio 3 (12 punti) Si studi la funzione

3 4+ 2x —8
fla) =

e si disegni il suo grafico (si ometta lo studio del segno di f(z)).

Esercizio 4 (a) [4pt] Si enunci e si dimostri il teorema di Rolle.
(b) [4pt] A quali delle seguenti funzioni & applicabile il teorema di Rolle? In caso affermativo, si
determini un punto del dominio della funzione che soddisfa le condizioni descritte dalle tesi del

teorema di Rolle; in caso negativo, si spieghi quale ipotesi del teorema non ¢ rispettata:
fi(z) 1 [0,5] = R, fi(z) = |zf; fo(z) : [-L1 =R, fo(z) = |zf;

fa(x): [-m, 7] = R, f3(x) =sin(x).

(c) [2pt] Si esibisca il grafico di una funzione definita nell’intervallo [1,4] che sia discontinua in

almeno un punto di tale intervallo e che soddisfi la tesi del teorema di Rolle.

Esercizio 5 Si calcolino i seguenti limiti

(a) [4 pt] lim 3In(1 + %) + 4(sinz)? + 5a?

) |z — 2 + 11
2—0 6(tan x)2 + 723 ' (b) 4 pt] o

25 00 3+ 22 —e% + cosx




Soluzioni testo B

Esercizio 1 (a) La derivata prima di f in un punto zp interno al campo di esistenza di f ¢
limy,_g w, purché tale limite esista e sia finito.

(b) £(0) = limy, o LI — fim), o ph — 1,

: fO+R)—f(0) _ ; || _ L seh <0 : |h| _ ; |h| _
c) limy,_, = limy,_, = , dunque lim - = —1, lim =
(c) h=0 h h=0R { 1 seh>0 q h=0" R h=0" R

|h]

1 e limp_o 7 non esiste.
Esercizio 2 (a) La funzione f & derivabile in R e la sua derivata prima &
f'(z) = —2e722 +20
e
fl(x) > 0equivale a —2e 2 +20 >0 <= 20> 2 2* <= In10 > —2z <= z > —% In 10
f'(z) < Oequivalea —2e727 420 <0<=20<2e 2 <= 1nl0 < 2z <=z < —% In 10

Dunque f ¢ continua in R, monotona strettamente decrescente nell’intervallo (—oo, —% In10) e
monotona strettamente crescente nell’intervallo (—% In 10, +00). Quindi f non ¢ iniettiva.

(b) 1l punto g = —% In 10 & punto di minimo globale per f e lim,_,;~ f(z) = +o0. Poiché f &
continua in R, un’opportuna versione del teorema dei valori intermedi (teorema 7.7 del libro di
testo) implica Im(f) = [f(—2In10), +00) = [10 — 101n 10, +00).

Esercizio 3
L’insieme di definizione di f ¢ A = (—00,0) U (0, +00). Questa funzione non & pari, né dispari,
né periodica. I limiti sono

3

lim f(z) = lim L= lim 2% = 400
T——00 r——00 I T——00
-8

lim f(r) = ——,dunque lim f(z)= +oo
z—0 0 z—0

xlirél+ flz) = —8+, dunque xli%{r f(z) = —o0

. . 3 . 2

lim f(z) = lim —= lim z*=+4o00
T—+400 r—+400 I T—+400

Dunque non esistono asintoti orizzontali, ma la retta verticale di equazione x = 0 ¢ asintoto

verticale. La derivata prima di f &

) = (3z% + 2)x _:chg +22-8) _ % (2 4 4)

La disequazione z3 +4 > 0 equivale a > /—4 e 23 + 4 < 0 equivale a = < /—4. Quindi
f'(z) < 0 nell’intervallo (—oo, v/—4) e f'(z) > 0 per z € (v/—4,0) U (0,400): f & strettamente
decrescente in (—oo, v/—4), ¢ strettamente crescente in (y/—4,0), ¢ strettamente crescente in
(0,400). La derivata seconda di f &
3a? - a? — 2uw(a® +4) 2
Fla) =2 % x 4x(a:+ ):—(x3—8)

x 3




La disequazione 23 — 8 > 0 equivale a z > 2 e 2° — 8 < 0 equivale a & < 2. Poiché 23 < 0 se
z<0ex?®>0sex >0, risulta che f(x) > 0 nell'intervallo (—o0,0), f”(x) < 0 per z € (0,2),
f"(xz) > 0 per z € (2,+00). Dunque f ¢ convessa in (—o0,0), concava in = € (0,2), convessa in
(2,4+00). 1l grafico di f &

20 T

10 T

oL

Esercizio 4

(a) Si veda il teorema 8.5 nel libro di testo.

(b) La funzione f; ¢ continua in [0,5], & derivabile in (0,5), ma f1(0) = 0, fi1(5) =5 # f1(0).
Dunque f; non soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle.

La funzione fo & continua in [—1, 1] ma non & derivabile in (—1,1) (poiché non ¢ derivabile nel
punto 0), dunque f non soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle.

La funzione f3 ¢ continua in [—7, 7|, ¢ derivabile in (—m,7), e f3(—m) = f3(7) = 0. Dunque f3
soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle e f3(x) = cosz; pertanto xg = § soddisfa f3(zo) = 0,
come descritto dalla tesi del teorema di Rolle.

(¢) La funzione

g(x) =

T fl<axz<?2
2 —6r+12 if2<z<4

¢ discontinua nel punto 2 ma zy = 3 & tale che f/(z) = 0.
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Esercizio 5 (a) Risulta che
. 3In(1+2%) +4(sinz)?2 + 522 0
lim ==
7—0 6(tanz)? + 723 0
ed ¢ utile dividere numeratore e denominatore per 22, ottenendo
9 . 2 2 . 2
. glnlie]) 4 4Ginee 45 . ginlir]) 4 4 (sne)? 4 34445
a0 gl | g, w0 g (tanz)? g7y 6+0 7
In(1422)

avendo adottato per lim,_.q il cambio di variabile z = 22: poiché la funzione g(z), che

2
non ¢ iniettiva, ¢ tale per cui comunque g~!(z9) = g~1(0) = {0} contiene un numero finito di

punti, per il terzo teorema riguardante il calcolo dei limiti in caso di cambiamento di variabile

é assicurato che 1 = lim,_, @ = lim;_.o ln(lx#z)
(b) Risulta che
— 2B+ 11 — 2%+ 11 —a°
lim o — 27| + = lim Tor — lim — — lm (—x3):+oo

5003+ 22 —e® +cosr ro-o03 4132 —et4cosxr r—o—oco T2 z5"00



