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Il metodo "dell’equilibrio dei nodi"

Si consideri il sistema reticolare piano schematizzato in figura. Per tale sistema si ha
B (4) C ®) D

n=7; b=11; v=3
— (¢-¢ = 2n-b-v = 14-11-3=0 — ¢=¢
Esso e realizzato affiancando maglie
triangolari e quindi € internamente
isostatico. Inoltre tutti i gradi di liberta

A fod ki kel

Iz
(2) 16 6) =F () lE globali sono impediti dai vincoli esterni per
P=1.5kN 2P cul si ha
=0 - ~=0
o 15m e 15m ek 15m — Il sistema in esame ¢ allora isostatico.
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali
B_ (4 < )

Lo schema strutturale per il sistema in
esame € quello riportato a fianco

pf " () 24
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Il metodo " dell’equilibrio dei nodi "

B N, N, C

N N, D
> - IE Rt
N
7 N3 N5 N7 Ng N11

P 2P

e L O L O L —
X

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali

L=1.5m; P=1.5kN

Si ipotizzi inizialmente che tutte le aste del
sistema siano dei tiranti. Le loro azioni sui
nodi sono allora quelle riportate nello
schema a fianco.

A titolo di esempio si imposti I'equilibrio
alla traslazione del nodo E

3 F, =05 N, —N,, cos(fj =0
nodo E 3

> F,=0--2P+ anin(szo
nodo E 3

Il precedente € un sistema di due
equazioni in due incognite e quindi da
€SS0 Si ricavano univocamente i seguenti
valori di sforzo normale

Ny, =— 243 ) (puntone)
3
4+/3 .
N, = T\/— P (tirante)
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Il metodo " dell’equilibrio dei nodi "

B N, N, C N D Si osservi che avremmo potuto

N
- NA—"_A—“—SA agevolmente imporre |'equilibrio del nodo
, N, Ny N, Nu E attraverso un procedimento grafico. Si
' ha infatti

Nf N, /Ns N7\ /Ng N,
q

A Q—><—OG—><— =p g0 \
N, N, ‘ Ne Ng Ny Ny ‘ i /3
L P L L 2P Ny, =——P
e O O —© N,, 3
X 2P
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali 4\/§
L=1.5m; P=1.5kN N11 = T P

Dal precedente poligono di equilibrio sono
confermati i moduli ed i versi degli sforzi
presenti nelle aste coinvolte nell’equilibrio
del nodo in esame
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Il metodo " dell’equilibrio dei nodi "

B N, N, C N Si imposti adesso |'equilibrio del nodo D. Si

- —‘""‘—NS : ha il sequente sistema di equazioni
Y N
N, N, N, N, N,
2 . \ > F=0->-N;- Ngcos(%j+ N,, cos(%J:O

N ’ | / . nodo D
7 Ns\/Ns N7\/N9 Nll\ in 7 in| %
E Zpy:0_>_N95|n — |-Nsin| = [=0
A Re=P O Q- e D 3 3
ﬁ&wz N, ‘ Ne  Ng Ny Ny
P

4
4

o ¢=0

L L L 2P \ : :
. ¢ ¢ = Il precedente e un sistema di due
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali equazioni in tre incognite e qumdl non €
L=Lem; P15k risolvibile.

Se pero si utilizza il valore dello sforzo normale presente nell’asta (11) determinato
attraverso |'equilibrio del nodo E, da esso possono essere determinati gli sforzi normali Ng
ed N,.

Tali considerazioni suggeriscono una procedura per la determinazione degli sforzi normali
presenti nelle aste del sistema, basata sull'imposizione sequenziale delle equazioni di
equilibrio alla traslazione di nodi nei quali confluiscono al piu due forze incognite.

Al fine di ridurre al minimo le incognite presenti in dette equazioni di equilibrio, €
conveniente determinare inizialmente le reazioni dei vincoli esterni.
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Il metodo " dell’equilibrio dei nodi " — strategia di soluzione

La procedura operativa attraverso la quale possono essere determinati gli sforzi normali
presenti nelle aste, mediante sottosistemi di equazioni di equilibrio dei nodi, puo essere
schematizzata come segue:

1. verifica dell'isostaticita del sistema
2. calcolo delle reazioni vincolari esterne

3. calcolo degli sforzi normali nelle aste attraverso l'imposizione sequenziale delle
equazioni di equilibrio su nodi in cui si hanno al pit due sforzi normali incogniti (nodi
canonici)

4. verifica
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Esempio
Il sistema strutturale schematizzato in 1. verifica dell’isostaticita del sistema
figura e formato da aste6 in ?CClalO Tale verifica deve essere sempre effettuata
—_ —_ -6 O- H . . . . . . .
(E=210GPa, o=11.6x10° °C*) aventi tutte prima di risolvere i sistemi strutturali.
sezione trasversale circolare di area pari a isostaticita della struttura in esame &
50mm?. Si risolva il sistema strutturale stata effettuata nella prima parte della
lezione.

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali
L=1.5m; P=1.5kN
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Il sistema strutturale schematizzato in 2. calcolo delle reazioni vincolari esterne
figura e formato da aste6 In acciaio Si traccia un diagramma di corpo libero del
—_ -0 O - H . . - . . . . .
(E=210GPa, o=11.6x10°°C) aventi tutte  sjstema in cui si evidenziano le reazioni
sezione trasversale circolare di area pari a vincolari esterne. Le equazioni globali di

> F,=0->H,=0 q

> F, =0V, +V,-3P=0
D My =0—-PL+V 2L -2P3L=0

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali
L=1.5m; P=1.5kN
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Esempio
Il sistema strutturale schematizzato in 2. calcolo delle reazioni vincolari esterne
figura e formato da aste6 In acciaio Si traccia un diagramma di corpo libero del
—_— -b O - H . . - . - N - "
(E=210GPa, o=11.6x10°°C) aventi tutte  sjstema in cui si evidenziano le reazioni
sezione trasversale circolare di area pari a vincolari esterne. Le equazioni globali di
50mm2. S| riSOIVa || SiStema Strutturale equ”ibrio Si Scrivono come Segue

> F,=0->H,=0 q

> F, =0V, +V,-3P=0
D My =0—-PL+V 2L -2P3L=0

Da esse si ottengono le reazioni dei vincoli
esterni

X H,=0
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali V, = _l P
L=15m; P=1.5kN ; 2
Ve =—P
2
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Alla struttura si applicano sia le forze
esterne, sia le reazioni vincolari esterne.
Predisponiamo inoltre una matrice in cui
riporteremo gli sforzi normali che saranno
determinati.

— Si inizia imponendo |'equilibrio di un nodo

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali

L=1.5m;

P=1.5kN

in cui confluiscono al piu due sforzi
normali incogniti per lo schema in figura

possamo nare ndiferetemente da

@)
3)
4)
)
(6)

(8)
©)
(10)
(11)

nodo A o dal nodo E.

Nel seguito indicheremo in rosso i puntoni,
in blu i tiranti ed in nero le aste per le
quali lo sforzo normale non € stato ancora
determinato.
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste
Nodo A.

S F =0 N2+Nlcos(zj:0
nodo A 3

>'F, S0y lein(£j=0
nodo A 2 3

te (iliggonali sonoFt’uttle;Elzlinate di 60° rispetto a quelle OriZZOnt;(li Da cui si ha

~1.5m: iy

Asta N T/P Asta N /P N, = V3 5 (iran®)
1) @) N, = —% P (puntone)
@ )
3) )
(4) 10)
() 1)
(6)

Mario Fagone
Universita di Firenze

e-mail: mario.fagone@unifi.it; tel. 055 2756831


mailto:mario.fagone@unifi.it

Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

(—- - : Insegnamento: Scienza delle Costruzioni
s . Docente: Mario Fagone r.
Argomento: Reticolari isostatiche: equilibrio i' fg-;:\\
dei nodi — '

b S

3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu
due sforzi normali incogniti (nodi B ed E).

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzont;(li
L=1.5m; P=1.5kN

Asta N T/P Asta N T/P

@ (B3P T (7)

@  -(3/6p P ®)

(3) ©)

(4) (10)

(5) (11)

(6)
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste
Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu

due sforzi normali incogniti (nodi B ed E).
Nodo B.

>F, =O—>—(J§/3)Pcos(7z/3)+ N, cos(z/3)+N, =0

nodo B

X ) _
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali n(%):BFY =0 _(‘/§/3)P Sm(”/3)_ N, Sm(”/?’) =0
L=1.5m; P=1.5kN
Asta N T/P Asta N T/P o
Da cui si ha
(1) (J§ /3)P T @) 5
2 —(\/§/6)P P (8) N, = —? P (puntone)
3) ©) N, = g P (tirante)
4 (10)
() (11)
(6)
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu
due sforzi normali incogniti (nodi G ed E).

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzont;(li
L=1.5m; P=1.5kN
Asta N T/P Asta N T/P

@ (B3 T 7)

@  -(Varep P ®)

@  -(B3p P 9)

@  (Brsp T (10)

®) (11)

(6)
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu
due sforzi normali incogniti (nodi G ed E).
Nodo G.

Y F=0-> £P+£Pcos( j+N5cos(£j+N6=O
_X> nodo G 3 3 3
o R N V3. (7 (7
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali Z F=0—->—-—Psin| — |-P+ N5 sinf— |=0
L=1.5m; P=1.5kN ey 3 3 3
Asta N T/P Asta [\ T/P o
Da cui si ha

@ (B3P T @)
@  -(3/6p P (8) N, =/3P (tirante)
@) —(J§/3)P P ©) N, = —i P (puntone)
@ (B3P T (10) 6
() (11)
(6)
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu
due sforzi normali incogniti (nodi C ed E).

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali
L=1.5m; P=1.5kN

Asta N T/P Asta N T/P
@ (B3P T )
@  -(J3/ep P ®)
@  -(B3p P 9)
@  (Brsp T (10)
() J3pP T
©  -(v3/6)p p

(11)
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu
due sforzi normali incogniti (nodi C ed E).
Nodo C.

3F, :0—>—EP—\/§PCOS Z 14N, cos Z|+N, =0
_; nodo C 3 3 3
(7 . (7
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali Z F, = 0—>—-v3P sm(—j -N, sm(—j =0
L=1.5m; P=1.5kN nado C 3 3
Asta N T/P Asta N T/P o
Da cui si ha

@ B3P

@ (6P

T )
P
@  -(B3p P ) 443
T
T
P

®) N, = 3P (puntone)
Ng=——P (tirante)
@ WP (10) 3

() V3P
© -[v3/6p

(11)
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu
due sforzi normali incogniti

(nodi D, E ed F).

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali
L=1.5m; P=1.5kN

Asta N T/P Asta N T/P
® (Bp T M - P
@  -(J3rep P ®)  (a3r3p T
@  -(B3p P 9)

@  (Brsp T (10)
() J3P T
©  -(v3/6)p P

(11)
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu
due sforzi normali incogniti

(nodi D, E ed F).

Nodo D.
X 4[ ﬂ
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali Z FX =0—>-——P-N COS( 3 j * Nll COS(EJ =0
L=1.5m; P=1.5kN nodo (x (o
Asta N T/P Asta N T/P n(%:DFy ZO—)—NQ Slﬂ(g]_Nllsm(gjzo
@  (Brap T (7) /3P P .
Da cui si ha
@  -(Va/ep P ®  (av3r3p T
N. = 4‘/_ —— P (puntone)
@ -(BEEk P ©) .
4 J3/3)p T 10
(4) (/313) (10) N,, = 4\/_ NI p o (tirante)
(5) J3pP T (11)
©  -(v3/6)p P
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu
due sforzi normali incogniti (nodi E ed F).

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzont;(li
L=1.5m; P=1.5kN
Asta N T/P Asta N T/P
® (e T m P
@  -(J3rep P ®  (a3/3p T
@  -(Br3p P ©  -(a3r3p P
@  (Brsp T (10)
(5) J3p T (1) (aBrgp T
© -[BJ3ep P
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Si prosegue imponendo |'equilibrio di un
ulteriore nodo nel quale confluiscono al piu
due sforzi normali incogniti (nodi E ed F).

4
4
/7

SN
A 43/3)p
_____ (6316 \ /FL\@ E

P 6) ZP (10) Nodo F.
2 L > L
R > F =0 5‘FPJM/_P (—J—ﬂPcos(£j+Nm=0
X nodo F 3 3 3
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali Z |:y =0— —/3P sin(ﬂJ _i PSII‘]( J Z P=0
L=1.5m; P=1.5kN oo 3 3 3) 2
Asta N T/P Asta N T/P
n (13 . @ = o Dalla prima equazione si ha
N.. = 2‘/_ ZY2 p (puntone)
@  -(Varep P ®)  (a3s3p T 0
3 —(v313)pP P 9 —(4y/373)P P . . e e
© (f ) & 2L La seconda equazione di equilibrio e
@  (3r3p T (10) invece identicamente soddisfatta: essa
(5) NEL T (11)  (a3/3)p T rappresenta una prima verifica della
6 —(3iep P correttezza delle sollecitazioni
determinate.
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3. calcolo degli sforzi normali nelle aste

Mediante la procedura descritta € stato
possibile determinare le reazioni dei vincoli
esterni e gli sforzi normali presenti in tutte
le aste del sistema. Sono state a tal fine
utilizzate le equazioni di equilibrio globale

R e le equazioni di equilibrio scritte per tutti i
X nodi del sistema tranne che per il nodo E.
Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali . . .
L=1.5m: P=1.5kN Queste ultime devono in ogni caso essere
Asta N /P Asta N T identicamente soddisfatte e possono

o TEE essere utilizzate per verifica.

@  -(J3/ep
@  -(B3p
@  (Brsp
() V3P

© -[v3/6p

©) ~/3P

®  (av3r3p
©  -(a3r3p
1) - (24313)p
(1) (a3r3p

U Bl —1 EREE U e
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4. verifica dell’equilibrio del nodo E

Asta
1)
)
3)
(4)
()
(6)

Le diagonali sono tutte inclinate di 60° rispetto a quelle orizzontali

L=1.5m;
N

(Varap
—(V3re)p
~(Var3p
(Var3lp

J3p
~(5v316)p

P=1.5kN
T/P

:
p
p
;
:
p

Asta
()
@)
)

(10)
(11)

@)

443/3pP

( ) ZFX:O—>¥P—¥PCOS(2j=O—>O=O

(2\/5/3 =) £ nodo E
B H F =0 4\/§Psin T _2P=0-50=0
R 25y =0 =5 Psin| 5 J-2P =00~
X Le precedenti relazioni sono identicamente
soddisfatte

N T/P
-V3p

(4v313)p
~(av313p
~(2v3/3)p
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Verifica delle tensioni normali presenti nelle aste

Analogamente a quanto fatto nelle precedenti lezioni, utilizzando i valori degli sforzi normali cosi determinati & possibile
effettuare una prima verifica del livello di utilizzo del materiale impiegato nella struttura (N.B. la descrizione puntuale
della modalita di verifica SLU esula dagli scopi del presente corso)

Asta Tirante Area o=N/A oy .
Puntone | [mm?] [MPa] [MPa] y
() T 50

866N 17.32 +235 136
@) -433N P 50 -8.66 1235 27.1
3) -866N P 50 -17.32 +235 136
(4) 866N T 50 17.32 1235 136
(5) 2598N T 50 51.96 +235 45
(6)  -2165N P 50 -43.30 1235 5.4
(7)  -2598N P 50 -51.96 +235 45
(8) 3464N T 50 69.28 1235 3.4
@  -3564N P 50 -69.28 +235 3.4
(10)  -1732N P 50 -34.64 +235 6.8
(11)  3464N T 50 69.28 +235 3.4
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