0.1 Infinitesimi e Infiniti

Il seguente teorema é molto utile nel calcolo dei limiti

Teorema (principio di sostituzione degli infinitesimi). Siano f, g, F,G :

A — R e sia xg € R, xg punto di accumulazione di A. Supponiamo che f,g, F,G
siano infinitesime per per x che tende a xo. Supponiamo anche che f, g, f+ F,
g + G siano diverse da zero in J N A\{zo}, con J intorno di z¢ e che F
sia infinitesimo di ordine superiore rispetto a f e G sia infinitesimo di ordine

superiore rispetto a g (per x che tende a xq). Allora il limite
@+ @)
50 g (@) + G (@)

esiste se e solo se esiste il limite

@
g (z)

Inoltre, se uno dei due limiti esiste, si ha

f@+F@ (@)

1m = l1m .
w0 g () + G (z) e g (@)

Dimostrazione. Si ha

1+ @
f@+F@ _f@ [T
g(@)+G(z) g() H_G(x)
g(z)
’ G (2)
f@) _f@+F@ |t @
g(x) g(z)+G(z) F(z)
T
iché li F(x)*imG(x): si ha che
Poiché Ilingo o) meO 7 (@) 0, si ha ch
lim W —1, lim ) =1
T—T0 14 G (z) T xSz 14 F (z)
g(x) f (@)
Ora se esiste il limite (2), dalla (4) e dalla prima delle (6) si ha
1+ E@

g ()

(@ .
LG@ | T g (@)

(1)



Invece, se esiste il limite (1) dalla (5) dalla seconda delle (6) si ha

14+ &@)
. f@) o f(z)+ F(2) g@) | _ . fl@)+F(=)
S @) e g @)+ G@) |, F@ | e g @) 0@
f(z)
m
Esempio. Calcolare il limite
sinz — z°

im 5
z—0 20+ x

Osserviamo che a numeratore I'infinitesimo —23 & di ordine superiore rispetto

a sin zx, infatti

—.’E3 x

lim = lim (—332)

- - =0-1=0.
z—0sinx  2—0 sinx

Osserviamo anche che z? & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a 2z.
Percio possiamo applicare il principio di sostituzione degli infinitesimi e otteni-

amo )
sinz — z° sin x 1

im ————— = lim .
z—0 20+ z—0 2% 2

Osservazione. Malgrado la semplicita dell’enunciato, il principio di sosti-
tuzione degli infinitesimi richiede un’attenta applicazione. In particolare si deve
tener ben presente che quando si applica il principio di sostituzione degli infin-
itesimi a limiti del tipo

lim M ,

z—zo B (z)

bisogna conoscere la parte principale di A (z) e di B(x). Piu precisamente,
bisogna poter esprimere A (x) e B (z) rispettivamente come f(z) + F(z) e
g (z) + G (x), con F (z) infinitesimo di ordine superiore rispetto a f (z) e g (x)
e G (x) infinitesimo di ordine superiore rispetto a g (x) per x che tende a x
(ovviamente, F' o G o entrambi possono essere nulli). Consideriamo il seguente

lim In(1+z)++/|z| — /|z|cosz
x

z—0

(7)

e mostriamo un primo procedimento errato e un secondo corretto.

1) Procedimento errato.

In (1 + ) & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a \/m per z che tende
a 0, percio (questa deduzione ¢ errata) per il principio di sostituzione degli
infinitesimi si ha

limln(l—&-ac)—|—\/|ﬂz:|— |a:|cosa::hm Vizl - |ar|cosx. (8)
x

x—0 x€x

z—0



D’altra parte

lim
z—0
Quindi il limite (7) sarebbe 0.
2) Procedimento corretto.
\/m — \/HCOS:U ¢ un infinitesimo di ordine superiore rispetto a In (1 + z).
Infatti

Vx| = +/|z| cosz — lim V| (1 —cosz)
T

x—0 €T B

lim Vx| — \x|cosxzhm Vx| (1 — cosx) z _0.1=0
x—0 In (1 + ,’L') x—0 x In (1 + .’17)

Percio per il principio di sostituzione degli infinitesimi si ha

. In(l+2)++/|z|— ]z|cosz . In(l+x)
lim = lim ————=
z—0 x z—0 xT

=1.

Quindji il limite (7) ¢ uguale a 1.

Teorema (principio di sostituzione degli infiniti). Siano f,g,F,G: A —
R e sia xg € @, xg punto di accumulazione di A. Supponiamo che f,q,F,G
siano infiniti per per x che tende a xg. Supponiamo anche che f, g, f + F,
g+ G siano diverse da zero in JN A\ {zo}, con J intorno di xy e che F sia un
infinito di ordine inferiore rispetto a f e G sia un infinito di ordine inferiore
rispetto a g (per x che tende a xg). Allora il limite

f(z) + F ()

2 @) TG @) )

esiste se e solo se esiste il limite

/(@)

xlirgo g (z) (10)
Inoltre, se uno dei due limiti esiste, si ha
L I@EFE @
2 @+ G g @) )
Dimostrazione. Si ha
F(z)
f@+F@ _ @ T 1)
J0ra@ 9@ ||, Cw
g(z)
¢ G (2)
f@)_f@+Fe [T w 13
9(z) g@)+G(2) |, Fl) |
f (@)



Poiché lim = lim =0, si ha che
2T @ T AR (@)
v IC e
Jm L C@ | T 1, lim ey L (14)
g (x) f(x)
Ora se esiste il limite (10), dalla (12) e dalla prima delle (15) si ha
14 W)
@ P@ e [ TTe | fw
e—zo g () + G (x) z—z0 g(x 14 G (z) z—wo g (x)
g ()

14 Gl)
o 1@ f@A P e | f@ @)
5 g (@) "o g @)+ G (o) | | F@) | T @)+ G o)
f (@)
|
Esempio. Calcolare il limite
er + 3

lim

e—too g2 4 /22 41

Osserviamo che 23 ¢ un infinito di ordine inferiore rispetto a e per z che tende

a +oo, infatti
efL’
lim — = too.
r—+00 I

Inoltre vz2 + 1 & un infinito di ordine inferiore rispetto a 22 per z che tende a
400, infatti

2 $2 )
———— = lim

x x
lim ——— = lim = — = +00.
r— 400 ‘/$2 +1 r— 400 z4/1+ 9712 r— 400 /1 + #
Quindi per il principio di sostituzione degli infiniti si ha

e® + x3 . e

li — =1 — = .
m—l>I—|I-loo 22 + 3 /2 +1 :c—1>I—|I-100 2 +eo



0.2 1II simbolo “0” piccolo

Siano f : A - R, g : A — R e sia zg € R*, g punto di accumulazione
di A. Supponiamo che esista un intorno I di zg tale che g (x) # 0 per ogni
x € INA\{zo}. Lespressione f = o0(g) (si legge “f & un o piccolo di g”) per x
che tende a zq significa che

o 1@
z—wo g ()

—0. (15)

A volte, quando non c’¢ il rischio di ambiguita, potremo omettere la frase “per x
che tende a x(” e scrivere pitl brevemente soltanto “f = o (g)”. Si noti che se f
¢ un qualsiasi infinitesimo per x che tende a z( allora f = o (1) per x che tende a
xo. L’espressione f = o(g) va esclusivamente intesa come un’abbreviazione della
relazione di limite (15) e, in particolare, il segno “=" nella relazione f = o(g)
non va inteso nel senso ordinario. Ad esempio possiamo scrivere 22 = o () per
x che tende a 0 e 23 = o () per = che tende a 0, ma non possiamo certo dedurne
che 22 = 23.
L’uso del simbolo “0” ¢ utile quando si intende calcolare un limite mediante
il principio di sostituzione degli infinitesimi o degli infiniti. Osserviamo a tale
proposito che entrambi i principi di sostituzione si possono sinteticamente ricor-
dare con la formula

o fHo) T

im —— = lim ~-.

a—w0 gt+o(g) a0 g
Per questo motivo & utile avere a disposizione delle semplici regole di calcolo sugli
“0 piccolo”. Prima di fornire tali regole, negli esempi che seguono, utilizziamo
il simbolo “o piccolo” per esprimere alcuni limiti notevoli. Nel seguito di questo
sottoparagrafo concentremo ’attenzione sugli infinitesimi.
Negli esempi che seguono utilizzeremo la seguente

Ricordiamo quanto segue:

Siano f: A — R, g : A — R sono due infinitesimi per = che tende a zy € R*.
i) f ¢ un infinitesimo dello stesso ordine di g per x che tende a xg se e solo se
esiste K € R\ {0} tale che f = Kg + 0(g) per x che tende a x.
ii) f & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a g per x che tende a z se e
solo se f = 0(g) per x che tende a xg.
Inoltre se g (x) # 0 per ogni x € I N A\ {zo}, con I intorno di z; allora la
relazione di limite F

lim ==K,
T—xo

con K € R, equivale a

f=Kg+o(g) per  che tende a xg.

Esempio. Dai limiti notevoli

sinx

Il
[t

m
x—0 X



EB}J 2 2
T _
im &L g,
x—0 X
lim In(1+2x) _1,
z—0 T
1 (1+x) 1 W
z—0 T
si ha rispettivamente che
sinez =z + o(z), per x che tende a 0, (16)
cosx =1— fac +o0 (m2) per x che tende a 0, (17)
e’ =142z +o(x), per z che tende a 0, (18)
In(1+4x)=x+o0(x), per x che tende a 0, (19)
(1+2)* =1+ az+o(x), per x che tende a 0, (o € R). (20)

Nelle proposizioni che seguono useremo le seguenti abbreviazioni. Sia f : A — R
e sla g € R, ¢ punto di accumulazione di A. Supponiamo che f (x) # 0 per
ogni x € I N A\{zo}, con I intorno di z, scriveremo o (f). per indicare una
qualsiasi funzione F' : A — R tale che F' = o(f) per = che tende a zy. Ad
esempio il prodotto o (f) o (g) indica il prodotto di una qualsiasi funzione F tale
che F' = o(f) per una qualsiasi funzione G tale che G = 0(g).

Proposizione 1. Valgono le sequenti relazioni:

i)o(1) f =o(f),

i) o(f) +o(f) =o(f),

iii) se g = o (f) allora o(f)+o0(g) =o(f),

w)o(g) f=o0(f)g=0(f)olg)=o0(fg).

Dimostrazione. Ci limitiamo a dimostrare la i) e la ii) le altre sono lasciate
per esercizio al lettore. Per quanto riguarda la i) ¢ sufficiente dimostrare che
se h ¢ un infinitesimo allora hf = o(f), ma questo segue immediatamente da

lim 22 = lim h = 0. Per quanto riguarda la ii) basta dimostrare che se

T—T0o ! T—T0
Fi=o0(f)e Fr= o(f) allora F} + F» = o(f). Ora, poiché F} = o(f) si ha che
Fy = hyf dove hy = —1 e quindi lim h; = 0. Analogamente poiché Fy = o(f)

r—TQ
si ha che Fy, = hof con lim hy = 0. Percio
r—xq
F + F hi+h
lim L2 gy (ﬁfz)f: lim (hy + ha) =0
T—x0 T—xT0 T—xT0

da cio segue che F1 + F» = o(f).1



Osservazione. Dalla proposizione precedente si ha quanto segue (K, Ky, K»
sono numeri reali)
1)

(K1f +0(f) + (Kaf +0(f) = (K1 + K2) f+0o(f), (21)

infatti dalla ii) si ha
(Kif +o(f)+(Kof +o(f) = Kif+Kaf+o(f)+o(f) = (K1 + K2) f+o(f)
2)

(K1f +0(f)) (K29 +0(9)) = KiKafg+o(fg), (22)
infatti da iv) si ha
(K1f +o(f) (K29 +0(9)) = K1Kafg+ K1 fo(g)+Kzgo(f)+o(f)o(g) = KiKafgto(fg).
3) Dalla (22) si ha

(Kf +0(f)* =K1 +0(f?)

e, pill in generale, se n € N,

(Ef+o(f)" =K"f"+o(f"). (23)

Proposizione 2. Siano A e B due sottoinsiemi di R, xg € R con o punto di
accumulazione di A e supponiamo che 0 sia un punto di accumulazione di B.
Siano inoltre f: A —- R, g: B — R, h: B — R. Supponiamo che
i) [ sia un infinitesimo per x che tende a xg
it) f (z) # 0 per ogni x € I N A\ {zo}, con I intorno di xy,
iii) h(y) # 0 per ogni y € B\ {0}
i) f(INA\{zo}) C B.
Se
g(y)=Kh(y)+o(h(y)), per y che tende a 0, (24)

dove K € R, allora
g(f(@)=Kh(f(x))+o(h(f(z))), per x che tende a x, (25)
Dimostrazione. Bisogna dimostrare che

i 9 @) — KR (f (2)
e (@)

Sia F': B\ {0} — R tale che

g(y) — Kh(y)
h (y)

—0. (26)

Fy) = » per y € B\ {0}.

Dalla (24) sappiamo che

lim F (y) = 0. (27)



Dalla ii) e iv) si ha f (I N A\ {x0}) C B\ {0}. Percio

g(f(fv))—Kh(f(x)) _ T er ogni X
W) = F(f (x)), per ogni x € IN A\ {zo}.  (28)

Ora applichiamo il teorema del limite di una funzione composta. Dall’uguaglianza
(28) abbiamo che

oy IS @) —Kh(f(2) _ .
xlg]go h(f (2)) = mLxOF(f( ) (29)

D’altra parte la ii) implica che le ipotesi del Teorema 13 siano soddisfatte, percio
da (27) e (29) abbiamo

g E) KR @)
Jim S = Jim F(f ) = T F () =0

ottenendo la (26) e la tesi.H

Osservazione. Sia f: A — R e sia g € R*, 2y punto di accumulazione di
A. Supponiamo che f(z) # 0 per ogni z € I N A\ {zp}, con I intorno di zo.
Dalla Proposizione 2 e dalle (16)-(20) abbiamo, rispettivamente, le seguenti utili
relazioni:

sin f (2) = £ () + o(f
cosf(z)=1-— 1 (f @) +o((f (m))g) , per x che tende a xg,  (31)

—~

x)), per x che tende a zo, (30)

2
ef@ =14 f(x) 4+ o(f (x)), per z che tende a x, (32)
In(1+ f(x)) = f(z)+o(f(x)), per z che tende a . (33)

1+ f(z)*=1+af(z)+o(f(x)), per z che tende a zg, (v € R).  (34)

Esempio. Scriviamo l'infinitesimo x (sin x2)2 -3 (e“’z — cos ac) In (1 + x3) , per

x che tende a 0, nella forma Kz® + o (z?).
Da (19) e da (23) abbiamo

(sinx2)2 = (m2 +o0 (mz))2 =zt+o0 (:E4) ,

percio
x(sinx2)2 =2°+o0(z°). (35)
Da (31) e (32) si ha
z? 2 2 z? 2 z’ 2
e —cosa::(l—i—cc —I—O(m))— 1+?+0(33) 274—0(.%')

Da quest’ultima e da (33) otteniamo

(6”2 — cosx) In (1 —l—xS) = (ac; +o0 (332)) (x3 +o0 (m3)) = %5 +o0 (x5)



Da quanto appena ottenuto e da (35) si ha

5
T (sinx2)2 -3 (e’”z — cos ac) In (1 + x3) = —% + 0 (a:5) , per x che tende a 0.

Prima di concludere questo sottoparagrafo riportiamo per completezza il signi-
ficato di altri due simboli di cui, comunque, faremo poco uso in seguito. Siano
f+A— R, g: A— Resiaz € R* z punto di accumulazione di A.
L’espressione f = O (g) (si legge “f ¢ un o grande di ¢”) per x che tende a xg
significa che esiste un numero reale K > 0 e un intorno I di x¢ tali che

|f (@) < Klg(x)| , per ogni z € N A\{xo}.

Tnoltre se lim £
Jm )

uguale a ¢”) per x che tende a xg. Osserviamo che se f = o (g) per x che tende
a xo allora si ha anche f = O (g) per x che tende a xp, ma non vale il viceversa
infatti f = O (f) e, evidentemente, ¢ falso che f = o (f). Osserviamo anche che
la relazione f ~ g per x che tende a z( & equivalente a f = g + o (g).

= 1 scriveremo anche f ~ g (si legge “f ¢ asintoticamente

ESERCIZIO 1

Stabilre se esistono i seguenti limti e eventualmente calcolarli:

1) Tim 221
z—0 x

sin’ x

)

2) lim =]

3) lim cosz,
r——+00

cosx
4) lim —
) A

In (1
5) lim M
z—0  sin |z

L1
6) lim e%,
r—0

1
7) lim sin—,
z—0t x

1
8) lim (xsin ),
z—0 x

. 1
9) qlrli% cos —%,
senz
10) lim —2f
) P |z — 27|
1
11) lim e™ =2,
x—0



12) lim e+ 1.

rx—1
SOLUZIONE
1) Abbiamo
. |sinz] sin x
lim = =1
=0t T =0+ T ’
sinx —sinz
lim | | = lim =-1.
r—0— X x—0— X
Poiché ) ]
sinx sinx
lim ! # lim | ‘,
x—0+ a x—0 X
il limite proposto non esiste.
2) Abbiamo
. sin? z i |sin:c|2 _ lim [sinz| sin x _0.120
e |z a0 |z emol R

3) I limite proposto non esiste. Infatti siano {z, } = {27n}, {y,} = {2mn + %}

abbiamo
lim z, = lim y, = +o0,
n—oo n—oo
ma
lim cosx, =1 , lim cosy, =0.
n—oo n—oo
4) Poiché
1
Iim — =0
r——+00 \/E
e

|cosz| <1,
per il teorema del confronto si ha

CosT

1
lim — = lim — =0.
wj»gloo x ziToo \/5 cos T
5) Abbiamo
In(1 In (1 In (1
i )l @) fol o At
z—0  sin |z -0 || sin|z| z—0 x sin |z|

6) Il limite proposto non esiste. Infatti, i due limiti

. 1 . 1
lim ez |, lim e¥,
z—0t z—0~

sono diversi.

10



Per calcolare il primo limite poniamo y = %, poiché lim % = +o00, abbiamo
z—0t

. 1 . y
lim e = lim €Y = +o0.
r—0Tt y——+o00
Analogamente, ponendo y = %, poiché lim i = —o0, abbiamo
z z—0— ¥
. 1 . y
lim ez = lim eY =0.
r—0~ Yy——0o

Quindi
. 1 . 1
lim e # lim e=.
z—0+ z—0~

7) 1l limite proposto non esiste. Infatti siano {z,} = {52}, {yn} = {ﬁ}
2
abbiamo x, > 0ey, >0, perognin € Ne

lim z, = lim y, =0,

n—oo n—oo
D’altra parte
1
lim sin— =0 , lim sin— =1.
n—oo Tn n—oo UYn
8) Poiché
limz =0
x—0
e
o1
sin—| <1,
T

per il teorema del confronto si ha

. 1
lim zsen— = 0.
r—0 X

9) Il limite proposto non esiste. Infatti siano {z,} = {(ﬁ)g}, {yn} =

{ (ﬁ) 3} abbiamo

D’altra parte

lim z, = lim y, =0,
n—oo n—oo

1
lim cos =1, lim cos =0

1
n—oo N n— 00 S Yn
10) Abbiamo

lim sinz lim sin (x — 2m) _1
z—2nt |T — 27| e—2nt oz — 27

lim sinz lim sin (x — 2m) 1
z—2n— | — 27| e—m0- —(z —2m)

11



Poiché ) .
lim ST im ST
z—27t |£E — 27T| T—27 |1‘ — 27T|’

il limite proposto non esiste.
11) Poiché

si ha )
lime =2 =0
x—0
12) Poiché
. 1
lim = —00,
r—1— T —

abbiamo

D’altra parte, poiché

! +
=400
a1t T —1 ’
si ha
. 1
lim e*—T = 400,
rz—1t
quindi

. 1 . 1
lim e#=T # lim e 7.
r—1- r—1-

Percio il limite proposto non esiste.

ESERCIZIO 2

Determinare l'ordine di infinitesimo di e*” — cosz + x3e”, per z che tende a 0
da destra, rispetto a v/1 +x — 1.

SOLUZIONE
Da (17) e (18) abbiamo
2
cosle—%—i—o(xg),
e =1+z+o(x),
e = 1+m2+0(a§2),

per z che tende a 0 (da destra).
Percio dalla Proposizione 1 abbiamo

2
e —cosz+ 23" = (142> +0(2%)) - (1—3;—‘1-0(.%'2)> + 2% (1+x+o(x))

12



— (1402 +0(a?) <1+0(x2)> to(e?) =32 10 (a?).
Da (20) si ha, per a > 0,
(\/1+x—1)a =z%+o0(z%),

per z che tende a 0 (da destra).
Utilizzando il principio di sostituzione degli infinitesimi si ha

2 3.,.2 2
i € ocoserater o osrtre() 8.
o=0+  (VItaz—1) e—=0+ % +o0(z®)  2—0+2

quindi, se @ = 2 si ha

i e®® —cosx +xde® 3
im — =2,
z—0+ ( /T+z— 1) 2

Percio l'ordine di infinitesimo di e®” —cos x+23e®, per x che tende a 0 da destra,
rispetto a 1 +x —1 ¢ 2.

ESERCIZIO 3

Determinare 'ordine di infinitesimo di In (cosz + /zsinz), per = che tende a
0 da destra, rispetto a 2x — arcsin x.

SOLUZIONE

Da (19) abbiamo
In (cosz + /zsinz) =In (14 (cosz — 1) + Jzsinz)

= (cosz — 1) + J/zsinz + o ((cosz — 1) + Yz sinz),
per z che tende a 0 (da destra).
Da (17) e (16) si ha

.’1?2

(cosz — 1) + Jwsinz = (—2 +0(x2)> + ¥z (z+o0(z))

4 z? 4 2 4 4
=x3 + —?—i—o(a?ff) +0(m ) =ux3 +0($3).
Da quanto ottenuto sopra abbiamo
In (cosx—!— %sinx) =25 +o0 (ac%) .

Poiché )
. arcsinz
lim =1,
z—0+ x

13



abbiamo
arcsinz = x + o (z),

percio
2¢ —arcsine =2z — (z+o(x)) =z +o(x).

Quindi Vordine di infinitesimo di In (cosz + ¢z sinx), per x che tende a 0 da
destra, rispetto a 2x — arcsinx & %.

ESERCIZIO 4

Determinare 'ordine di infinitesimo di x (e 2tz

x

1
z

4
) , per x che tende a +o0,
3
rispetto a =19 (x%ﬁ -5 1’2) .

SOLUZIONE

Da (18) si ha

8=

1 1 a 1 1
ezl—l——&—o() 7612=1+2+0(2>
x x x x

per x che tende a +oo.
Quindi da (20)

1 1 2 T 1
z({l4+—4o|—-)—-[—-+1 =—=+ol|l 3,
x x x x x
1
:c2ez12+5x2m3<6112+521)z3(62+0<2>).
T x T

Da quest’ultima, utilizzando (20), abbiamo

3 ( 1 3
210 (erﬁ +5— x2> =10 ($5 <62 +o0 <2>>>
T T
63 1 63 1
_ .—10..9 _
- v <x6+0<m6)>_(1/-7+0<x7).

Utilizzando nuovamente (20) si ha da quanto appena ottenuto, per « > 0,

NY 63 1
<$10 (zZez% +5 —x2) ) =—+o <7> .
xr'e xrle

Utilizzando il principio di sostituzione degli infinitesimi si ha

8
/N
o

8l
|
[\
8|+
8
~~_
IS
I

4
1 2+
i T (ew — T) _ 1o (%) Z7e=3
lm a = 3(!7 o .
r——+00 1 3 r——+00 L + 19) L r——+00 630‘
(x—lo (x2ezz 45— 332) > o +o(77)

14



. . _ 3 .
quindi, se o = % si ha

1 7
T (e; _ 24z
. xr
lim

)

1

T— 100 @ 7'
" (xw (IEQQE% +5 - x2)3> 6%/

Percio ordine di infinitesimo di x (ez —

: -10 (2,7 2\ . 3
rispetto a x (x ex? —1—5—33) e?.

ESERCIZIO 5

Calcolare i seguenti limiti:
. sin 3x
1) lim ———,
z—0 gin \/ix
. 23 — 22
im ———
z——+o00 203 + 1’

li T .T
3) Jlim (e® —a%),

2)

In(z*+2—-1
4) hm—n(x e ),
a—1In (23 + 22 — 2)
5) lim (z—Inz),

r——+00
3 T
. T° —€
6) lim ———— 7
z—+00 25 + eV?®

4
x
’

7) lim (14 3x)

—0

8) lim (-2 + 3e7)7,
V2 _ (a—1)?

9) lim = — %

r—1 Inx
10) hI_{l z(ln(l4+z)—Inz),
11) lim (1+ %)%,
12) Jim 20=2)

s——00 2 —cosz’
1+2)" -2+
T—-+00 :1;6
. V1+ax—+142x
14) lim ,
e—0 /14 2z — /1 + 3z
. V1+e—V1+2
15) lim — ,
v=0 /1422 — V/1+ 32

)

15
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In(1+22) +cosz — e*
16) lim (2 -7 >
a—0+  x2sin+/T — 3 cosw
17) lim (2¢° —¢e*"),

xr—+00
18) xEToo (Vz+4- Yx),

19) lim e *sine?,

20) lim (z+sinz)sin ——,
T——00 x + et

21) lim |sin z|",

22) lim (e* — 1)Wes

z—0t
23) IEIEOO x (g - Sinz),
I (— .
24) Tim n(—cosz +sinz)

T—Tr e2sinz _ 1

SOLUZIONE

1) 1° modo. Si ha

3sin 3x sin 3x
sin 3z . 3z 3 . 3 _ 3

lim —— = lim —>*—— = — lim = —.
20 sin/2z =0 /2sin 2z V2 2—0 gin 2z V2
V2 V2

2° modo. Da (16) si ha
sin3z =3z +o(x) , sinv2zr = V2 +o(x).

Utilizzando il principio di sostituzione degli infinitesimi si ha

5 sin 3z . 3x+o(x) . 3z 3
im———=1lm ——"— = lim — = .
=0 sin/2z =02z + 0 (z) @0 V2 V2
2) Si ha
1 1
23— 22 z? l_m) 1— =
lim ———— = lim —S Iy lim 516:7:1
z—+o0 225 +1  x—+too g (1 + F) z=oo L 1
3) Ricordiamo che % = e*" % quindi
lim (eac _ xz) = lim (e:v _ exlnz) = lim ezlnw (e—w(lnz—l) _ 1) .
r—+00 T——+00 z— 400
Ora
lim e—x(lna:—l) —1=—1
T—+00

16
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lim ™% = 400

xT—+00
quindi
lim (e —2%) = lim e*!n® (e*w(ln‘%l) — 1) = +o0.
r——+o0 r——+00

4) Comiciamo a osservare che

lim (22 +2-1) =1, lim (2* +20-2) =1.

Risulta
ln((z2+x72) +1)
In (22 + 2z —1) . In((a?+2-2)+1) ) 22+ 2
im————t = = lim =
a—1ln (23 +25—2) o-1In((z®+22—-3)+1) a—11In((2®+22—-3) +1)
3 4+ 22 — 3
5) Ricordiamo che
1
lim —— =0
Quindi
1
lim (z—Inz)= lim =z <1 - nx) = +00.
r——+00 xr——+00 X
6) Abbiamo
3
e 2
lim -~ —¢ _ jm —N¢ J
z—+00 23 4 eVE oo VE <2x3 ) ’
ev® +1
eve
Risulta 5
lim — =0
z—+oo e¥
e, ponendo v/ =y,
3 2y6
lim lim —— =0.

xr——+00 e\/5 B y——+oo eY

7) Poniamo y = 3z, abbiamo

12 1\ 12
lim (1+y)¥ = lim ((1 —|—y)5) =e!2,
y—0 y—0

9) 1° modo. Si ha

a2 = elz=1)? .1+ y)\/§ —e
Y limeTY T
z—1 Inz y—0 In(1+4y)

17



B R L (e e et

y—0 In (1 +y) y—0 In(1+y)

D’altra parte

lim ~————— = /2 -
y—0 Yy y—0 y y—0 Yy

Quindi

V2_ y2-1
lim (1+y?7! : _yeyZ _ V2-0-1 =2
y—0 1n(1+y) o 1 o
Y

2° modo. Da (18), (19) e (20) si ha

& =1+y +o(y),
In(l+y)=y+o(y),
A+ =142y +o(y).

Quindi
(L9 —e” ([1+V2toly)-(1+y*+0(?)  VIy+o
In(1+vy) y+o(y) y+o(y)
Percio
V3 (a—1)? V2 oy
fm &Y Q)T e Vo Holy) o V2 s
z—1 Inz y—0 In(l+4+y) y—0 y+o(y) y—0

10) Osseviamo che

z(In(l+2z)—Ilnx) = SRS .

Poniamo y = % Abbiamo

In(1+y)

lim z(In(14+2)—Inz) = lim =1.
Tr——+0o0 y;;[]‘*’ y
11) Si ha
1\” .
lim (1 + 2) = lim eml“(lJr?),
T——00 T T——00
D’altra parte
1 In (1 +y? In (1 +y?
lim xln<1+2>zlim<y):lim y%:LO:O.
r——00 xT y—0— Yy y—0~ Yy



Pertanto

1 xT
lim (1 + 2) =¥ =1.
Tr— — 00 €T

12) Si ha
. zln(l—=x) ) = A )
llm _— = hm - = = 0
z——00 2 —CoST  T——00 1— <5z 1

13) Da (20) si ha

1+2) —@2+2)7 = [(1+ -1+ %)7} (1+1)7"—(1+2)

26 26 I
T

Da (20) si ha

7 7
1 1 1 2
<1+) 1+7'+0<> , <+1>
x T T x

per x che tende a —oo. Quindi

lim = lim = lim
T ——+00 {I;6 T—+00 T——+00

(L+2)" —(2+a) —Tzto(3) T3
1

Un altro modo di procedere, pit laborioso, consiste nello sviluppare con la formla
del binomio di Newton le due espressioni (1+z)" e (2+ z)”, riconducendo il
calcolo del limite al calcolo dellimite del rapporto di due polinomi.

14) 1° modo

Vitor-vit2w (VIitz—-VI+2z) (VI+taz+VI+2z)

VI+2e—v1+3z  (VI+22—+V1+3z) (VI+z+V/1+22)

(VI+22—v1+3z) (VI+a+ 1+ 22)
—z (VI+2z+ 1+ 32)
(VI+22+V1+3z) (VI+2z—V1+3z) (VI+z+ 1+ 22)
e (VI+224+V1+3z)  JI+22++/1+32
—x(VIta+vIi+2z) Vita+VI+2a

Quindi

i Vitz -1+ 22 i V1+2r+ 1+ 3z
1m = lim =
e—=0/1+2r—/1+3z 2-0 V1+z+/1+22z

2° modo. Da (20) si ha

1 1 1
Vi4ax= 1+§x+0 () , V14+22= 1—|—§~2$—|—0 () , V1+3x= 1+§-3x+0 (x).

19



Percio

\/1+x—\/1+23::—§+0($),

\/1+2x—¢1+3x:—§+o(:¢).

Dal principio di sostituzione degli infinitesimi abbiamo

. V1+z—V1+422 . —s+o(x) . —
lim = lim ——— = lim
e—=0/1+2r—/1+3z «-0—-5+o0(x) 2—

18

=1

1=}
|
I8 [0

15) Da (20) si ha

1 1
\4/1+m:1+1$+0(33) , \3/1+2m:1+§-2m+0(37),

1 1
\5/1—1—295:1—1—5-295—1—0(37) ) m:l—l—i-?)x—i—o(x).

Percio

\‘71+$7\3/1+2z:7%x+0(x) ,

7
\5’/1+2x—{‘/1+3x=—%$+0(m).

Dal principio di sostituzione degli infinitesimi abbiamo

Vi+z—J1+2z — lim —Zz+o(x) : — 5T 25

1m = m = .
2—0 {T+22 — Y1+3z «=0—FLax+o(z) 2-0—Fx 21

16) 1° modo. Si ha

2 4
In (14 2?) + cosz — e’ n(1+a?) 4 ocosz—l _ p2e”
lim = lim x? x? xt
z—0+ x2sin/z — 23 cosx z—0+ siny/z — x cosx
Ora
4
. (In(1+2?) cosz—1 ,er ! 1 1
lim 5 + 5 —x 1 —1—---0-1==
z—0+ T T x 2 2
e

lim (sin T — xcosx) =0.
z—0t

Inoltre poiché

sin\/r —xcosz = \/JE(SH:/L/E - \/Ecosx)
z

113& <SH\1}$/E - ﬁcos:z:) =1>0,

20
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si ha che esiste un intorno U di 0 tale che per ogni z € U, = > 0,
siny/x — xcosx > 0.

Da (36), (37), (38) abbiamo

4
) ln(l—i-a:Q)—&—cosx—ex
lim 5 3 = +400.
z—0+ x?sin/z —x3cosx

2° modo. Da(16), (17), (18) e (19) si ha

2
1n(1—|—a:2):x2—|—0(x2) , cosle—%—!—o(a:Q),

ew4:1+x4+0(3€4) , seny/z =z + 0 (V7).

Percio
In (1 —|—ac2) +cosac—e””4 = (a:2 +o0 (CE2))+ (1 — %2 +o0 (xQ))—l—(l +azt + o(x4))
D o) o) a0 = L +o )

2
2?sinyz — 2’ cosz = 2® (Vaz + o (V) — 2° (1_332+0($2)>
5 5 LES 5 5
T2 + <0(m2> —x3—|—2—|—0(x5)) =ux? +o(x§).

Utilizzando il principio di sostituzione degli infinitesimi

4 2 2
. In(1+2?) +cosz —e” . +o(z?) .z . 1
| = lim >—"\""7 — lim 2 = lim — =
m 5 3 = lim — —~ = lm <5 = lim = +o0.
a—0+  x2sin/r — 23 cosw 20t 05 4, (xg -0t 3 a0t /T
17) Si ha
lim (2€w — e2w) = lim (eew 2 _ 62w> = lim ¥ (eex n2-2% _ 1) ,
T— 00 xT— 400 xT— 400
(40)

D’altra parte

lim (*In2—2%) = lim 2° ((g)xan—l):—koo.

Tr——+00 xr——+00
Da quest’ultima e da (40) si ha
lim (2€m — eQm) = +o00.

r——+00
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18) 1° modo. Abbiamo

(Yo+i- 97) ((\3/304—4) + Y+ (o))
(Vo +4)° + Yo+ 49z + (Vo)

_ 4

(VY r ) e Aye (V)

Vet d— =

Percio

4
hm Ve+4- 3z lim z =0
( ) z——+00 (\/$—|—4) + Vx + 4z + (Y7)

2° modo. Da (20) abbiamo

W—VZ%G/E*) =ﬁ(;i+<i)):3;/+<xl/)

Percio 4
19) Si ha
3 xT
lim e ?sine® = lim e —1.
T——00 rz——oco e7T
20) Abbiamo
. 1
1 sin ——
lim (z + sinz)sin L ote
Z——00 T+ e* z——oc0 I + er

z+e*

1 + blnl Sln

_ zte® —
_Lgmoo 1+ T =1-1=1.
r+e”
21) Risulta .
\sinx|z _ ea:ln|smw\7

Consideriamo 'esponente z In |sin z|, abbiamo

zln|sinz| = zln <|smm| x|) =zln Jsinz] +azln|z|.
|z ||

Poiché

1
lir%asln|:17| = lim <LE n|x|> =0,

20\ Tal

abbiamo

lim zIn |sinz| = lim <mln [sin z| —|—ac1n|x> =0.
z—0 x—0 |[1:‘|

22



Quindi
lim [sinz|” = 1.
rz—0

22) Risulta

1 ln(a""—l)
(€% — 1)"os = ¢ meme

Consideriamo ’esponente hl‘r(lfhj), abbiamo
z ln( ezfl)

In(e* -1 In(<t) +Inx ——==+1 0+1
limwzlim(@—): im —0L _2t
z—0+ Insinz z—0+ In =L 4 Ing et 0+1

T Inx
23) Poniamo y = 7 —arctagz abbiamo
lim o (2 —arctana) = lim ytan (2 —y) = I 1
im z (- —arctanz) = lim ytan (- —y) = lim cosy = 1.
x——+00 2 y—0t+ y 2 Y y—0+ siny y
24) Poniamo y = = — 7 e ricordiamo che cos(y + 7) = —cosy, sin(y +7) =
—siny. Abbiamo
. In(—cosz +sinx) . In(cosy —siny)
lim 5o = lim - .
Tt e2sinz _ 1 y—0 e—2siny _ |
Ora possiamo proseguire i due modi
1° modo. Osserviamo che
. In(1+(cosy—1)—siny) In(14(cosy—1)—siny) .
In(cosy —siny)  — (cosy—Dtsiny _  (cosy—T)—siny  (cosy — 1) —siny
e—2siny _ 1 e~2siny_] B e~2siny_] —2siny )

(cosy—1)+siny —2siny
Poiché (1 ) )

lim n(l+ (cosy — ).—blny) 1,

y—0 (cosy — 1) —siny

—2siny __ 1
MHE———f——le
y—0 —2siny

e

—1)—si 1 -1 1 1 1
lim (cosy ) SIY o L (_Csy =1y y+1)==(—=-1-041) ==,
y—0 —2siny y—0 2 y2  siny 2 2 2

abbiamo
In(1+ (cosy — 1) —siny)

lim ln(—cqsx+sinx) — lim (cosy—'l)—siny (cosy — 1-) —siny _ 1
oot e2sinz _ | y—0 e~2siny _ 7 —2siny 2

—2siny
2° modo. Da (19) abbiamo

In (cosy —siny) =In (1 + (cosy — 1) — siny)

23



= (cosy — 1) —siny + o ((cosy — 1) —siny)
e, da (16) e (17),
2

(cosy — 1) —siny = (_y2 +0(y2)) —(~y+o(y)=-y+ol(y),

quindi
In(cosy —siny) = —y+o(y).
D’altra parte, da (16) e (18) si ha
e 25y _ 1 = _2siny +o(—2siny) = -2y +o(y).
Applicando il principio di sostituzione degli infinitesimi otteniamo

. In(—cosz +sinx) . In(cosy —siny)
lim : = lim ————=~
T—T e2sinz _ 1 y—0 e—2siny _ 1|

—y+oly) . -y _
im ——>— = lim — = —.
y—0 =2y +o(y) v—0—-2y 2
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