1 STUDIO DI UNA FUNZIONE

1.1 Schema riassuntivo dei principali passi necessari per
lo studio di una funzione reale di variabile reale

Sia f : R — R una funzione reale di variabile reale, in questo capitolo ci occu-
peremo di studiare f e di disegnarne il grafico, in tal senso potra essere utile
seguire lo schema riassuntivo che proponiamo.

1. Deterninare l'insieme di esistenza di f, I.E.(f);
2. determinare eventuali simmetrie del grafico, ad esempio:

a) se f(z) = f(—=x) per ogni x € I.E.(f), cio¢ se f & pari, allora il grafico ¢
simmetrico rispetto all’asse y e si puo restringere lo studio di f all’insieme

{r e LE(f) |z>0};

b) se f(x) = —f(—=x) per ogni x € I.E.(f), cio¢ se f ¢& dispari, allora il
grafico & simmetrico rispetto all’origine e, anche in questo caso, si puo restrigere
lo studio di f all’insieme

{r e .LE(f) |z>0};

c) se f(x+T) = f(z) per qualche T € R, T > 0, per ogni = € I.E.(f), cioe
se f & periodica, allora si puo restrigere lo studio di f all’insieme

{zeLE(f) |0<a< T}

in questo caso & conveniente considerare il pit piccolo numero reale positivo T'
con la proprieta indicata, cioé T uguale al periodo di f;

3. determinare eventuali intersezioni del grafico di f con gli assi coordinati,
cioé:
a) le intersezioni con ’asse delle ordinate, date dai punti del tipo ( £(0) > ,

b) le intersezioni con l'asse delle ascisse, ossia gli zeri di f, date dai punti
del tipo ( g ) con f(z) = 0;

4. studiare il segno di f, cio¢ studiare la disequazione f(z) > 0;

5. studiare il comportamento di f agli estremi dell’insieme di esistenza, precisa-
mente:

a) calcolare i limiti agli estremi dell’insieme di esistenza,

b) determinare eventuali asintoti orizzontali e verticali,

c¢) determinare eventuali asintoti obliqui;

6. calcolare la derivata prima di f (nei punti in cui esiste):

a) determinare gli intervalli in cui f & crescente e quelli in cui & decrescente
mediante lo studio del segno della derivata prima,

b) determinare gli eventuali punti di massimo o minimo relativo e i flessi a
tangente orizzontale;



7. determinare eventuali punti di non derivabilita (punti angolosi, punti cuspi-
dali, flessi a tangente verticale);

8. determinare (se esistono) il massimo e il minimo assoluti di f;

9. calcolare la derivata seconda di f (nei punti in cui esiste):
a) determinare gli intervalli in cui f & convessa e quelli in cui & concava,
b) determinare gli eventuali flessi a tangente obliqua;

10. tracciare il grafico della funzione usando tutte le informazioni ricavate nei
punti precedenti.



ESERCIZI SVOLTI

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

flz) =2 —a® + 25

SOLUZIONE
1. Si osserva che I.E.(f) = R;

2. abbiamo
flea) = == (~2)* + (—2)° = ~(0 — 2° + ) = ~f (@)
pertanto f & dispari e possiamo restringerne lo studio all’insieme [0, 4+00);

. . . . 0
3. lintersezione con ’asse delle ordinate & il punto 0/
I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

z(1—2?+2*) =0

ed essendo negativo il discriminante dell’equazione t2 —t + 1 = 0, non si hanno

altre intersezioni diverse da ( 8 );
4. per quello che riguarda il segno di f abbiamo: f(z) > 0 per
(1 -z +2%) >0

ed essendo 1 — 2% 4+ 2* > 0 per ogni # € R si ottiene che f(z) > 0 per ogni
x> 0;
5. abbiamo:

f(z)

xkrlloof(x) = +00, $Eri1007 = +00

in particolare non ¢é limitata superiormente e non esistono asintoti di f;
6. risulta:
f(z) =1— 32+ 5zt
ed essendo negativo il discriminante dell’equazione 5t — 3t 4+ 1 = 0, si ha che
f/(z) > 0 per ogni z, in particolare f & crescente;
7. non esistono punti in cui f non & derivabile;
8. f non ammette massimo e minimo assoluti perché non & limitata;

9. risulta:
() = =6z + 202° = 22(—3 + 102?)



pertanto f”(z) > 0 per x € ]—Q/ISO,O[U]\/EA—OO[, f"(z) = 0 per x =

3 0= 3 /3 31
- 10,$—O,l‘— 1O,f(ac)<0percc€1 00, mlu]o, 10{111
articolare f & convessa per x € —,/i 0|y \/i +o00
p p 10° 10°

3 3 . /3
]—oo,— IO[U]Q 10[eammettetrepuntldlﬁessoperx—O,m—:I: 10’

10. dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

, € concava per T €

<
o
Ho—

ESERCIZIO 2

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico al variare di a € R:
fa(z) = z* + 22 + 2a.

SOLUZIONE

1. Si osserva che I.E.(f) = R per ogni valore di a;
2. abbiamo

fal=2) = (—2)" + (<2 + 20 = 2" + 2% + 20 = fu(0)
pertanto f & pari e possiamo restringerne lo studio all’insieme [0, +00);

3. lintersezione con ’asse delle ordinate ¢ il punto ( 20a );
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I’intersezione con ’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

2+ 22 4+20=0

2

si tratta di una equazione biquadratica, usando la sostituzione t = x* si ot-
tiene:’equazione
P +t+2a=0
essendo il discriminante A = 1 — 8a si hanno vari casi al variare di a:
se a > 3 allora A < 0 e ’equazione non ammette soluzioni,
1 . o 1
se a = — allora A = 0 e 'equazione ammette due soluzioni coincidenti ¢ = —5

ma essendo tali soluzioni negative non si hanno soluzioni per z,

1
se a < 3 allora A > 0 e l'equazione ammette due soluzioni distinte ¢ =

—-1+VA o —1+VA

, in tal caso si ottiene x = =+ —s in particolare se a # 0

si hanno due intersezioni con ’asse delle ascisse di cui una con z < 0 e una con
x > 0, precisamente:

—1++v1-38a —1++v1-28a
2 ) 2
0
C . . 0
se a = 0 si ottiene di nuovo il punto 0 )
4. per quello che riguarda il segno di f, abbiamo: f,(z) > 0 per
2t + 2% +2a>0

in particolare, da quanto visto al punto 3., possiamo concludere che:
1
se a> 3 allora fq(z) > 0 per ogni z € R,

1+m>( _m , pertanto
\/1+m[] 1+m oo|"

1
sea < ¢ allora f,(z) = (2% +

I

risulta fo(z) > 0 per z € 1 —

5. abbiamo:

lim f,(z) = +oo, lm fal®)

T— 00 r—+oo I

= 400

in particolare non & limitata superiormente e non esistono asintoti di fy;

6. risulta:
fi(z) = 42® + 20 = 22(2* + 1)

quindi si ha che f/(z) > 0 per ogni 2 €]0, +0o| per ogni valore di a, in particolare
fa @ crescente per x > 0, f, & decrescente per z < 0 e nel punto z = 0 f, ha
un punto di minimo relativo, il valore di tale minimo é 2a e si tratta anche di
minimo assoluto per la funzione ;



7. non esistono punti in cui f, non & derivabile;

8. « non ammette unti di massimo relativo, né assume massimo assoluto
)
perché non & limitata superiormente;

9. risulta:
f(x) =122 +2

a

pertanto f7(x) > 0 per ogni « € R, in particolare f, & convessa e non ammette
flessi;

10. dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

ESERCIZIO 3

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

fz) =2+ |:c2 — 4] + 22

1. Si osserva che I.E.(f) = R;

2. si ricava facilmente che f non presenta particolari simmetrie;
3. lintersezione con ’asse delle ordinate & il punto 2 ;
I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

x3+|x2—4|+x2:0

a questo punto dobbiamo discutere il valore assoluto, la funzione si puo scrivere
nel modo seguente:

23 4222 — 4 per x €] — o0, —2] U [2, +o0|
flz) = 3 _
s +4 per x €] — 2,2

in particolare da 2344 = 0 si ottiene & = /—4, inoltre si osserva che 3+ 222 —

4=2%4+2@?-2)>0perz>2ea®+22? —4=2%(z+2)—4<0perz<—2
quindi si ha una sola intersezione con I’asse delle ascisse, precisamente il punto:

()
0 ;
4. per quello che riguarda il segno di f abbiamo: f(z) > 0 per
m3+|x2—4‘+x2 >0
in particolare,per quanto visto al punto 3, abbiamo:
f(z) >0 per z > —v/4

f(z) <0 per & < —V/4;



5. abbiamo:

lim f(z) = $o0, mf @ = 400

z—+too T—Fo0
in particolare non ¢ limitata inferiormente né superiormente e non esistono as-
intoti di f;
6. f & derivabile per x # £2 e risulta:

f(z) = 3z% + 4z per z €] — 00, —2] U [2, +00]
3z? per z €] —2,2[

essendo 322 + 4z = x(3x +4) > 0 per x < —% oz >0e32z2>0perax#0,si
ha che f ¢ strettamente crescente per x €] — oo, —2[U] — 2, 0[U]0, 2[U]2, +ole f
non ha punti di massimo o minimo relativo;
7.essendo I_l}r_l;_f’(m) =4, z_1}1_1r12+f’(913) =12, mligl_f’(x) =12, gglighf’(;v) = 20,
abbiamo che f non é derivabile per z = +2;

8.come gid osservato nei punti precedenti f non ammette punti di massimo o
minimo relativo, né assume massimo o minimo assoluto;

9. risulta:
F(2) = 6x +4 per x € — oo, —2] U [2,400[
] 6z per x €] —2,2]

2
essendo 6z + 4 > 0 per = > —3 e 62 > 0 per > 0 si ha che f”(z) > 0 per

x € 0,2[U]2,4o0le f’(z) < 0 per z €] — o0, —2[U] — 2,0[, in particolare f &
convessa per z €]0,2[U]2, +oole f & concava per x €] — oo, —2[U] — 2, 0], inoltre
x =0 & un punto di flesso a tangente orizzontale;

10. dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

y 20-‘-

10T

10T

-20 —



ESERCIZIO 4

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

o) =
1. Si ha:
LE(f) = {zeR|(@+3)(z+2) 40}
- {exl{123 ]
pertanto:

I.E.(f) =] — o0, —3[U] — 3, —2[U] — 2, 4+00];

2. si ricava facilmente che f non presenta particolari simmetrie;

6
I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

0
3. lintersezione con ’asse delle ordinate & il punto ( 1 ) ;

z22—-1=0

quindi si hanno due intersezioni con ’asse delle ascisse, precisamente i punti:

-1 1\
0 A0 )7
4.per quello che riguarda il segno di f abbiamo: f(z) > 0 per

z?—1

i@t

essendo: 22 —1 > 0 per x €] — o0, —1[U]1, +oo[, z+3 >0 perz > -3, x+2 > 0
per x > —2, si ha:

f(z) > 0 per z €] — 00, —3[U] — 2, —1[U]1, +00]

f(z) <0 perze]—3,-2[U —1,1];
5. abbiamo:
B =1
pertanto la retta di equazione y = 1 é asintoto orizzontale per f, inoltre:

i f(z) =+oo, lim f(z)=—co, lim f(z)=—co, lim f(z)=+oo,



pertanto le retta di equazioni x = —3, x = —2 sono asintoti verticali per f, non
esistono asintoti obliqui;

6. f & derivabile per ogni z € [.E.(f) e risulta:

52 + 14z + 5
(z+3)%(x + 2)?

~7-2v6 —7+2V6
—5 °*> —5 0

f'(z) =

si ha

—T7—-2v6,. . —7+4+ 26
che f ¢ strettamente crescente per z €] — oo, f[U] + \[,—I-OO[

-7-26 —7+2V6
5 5
o TT2V6 ~T+2V6

¢ un punto di massimo relativo e © = 3 & un punto di

essendo 5z + 142 +5 > 0 per z <

e strettamente decrescente per x €

, in particolare

minimo relativo;
7. f & derivabile per ogni z € I.E.(f);

8.come gia osservato nei punti precedenti f non ammette punti di massimo o
minimo assoluto;

9. risulta:

(10x + 14)(2? + 5z + 6)2 — 2(52? + 14z + 5)(z% + 5z + 6)(2z + 5)
(@ +3)1(z + 21
) (22 + 5z +6) [(2? + 5z + 6)(5z + 7) — (52% 4 14z 4 5)(2z + 5)]
(x4 3)*(z 4+ 2)*
5% + 3222 + 65z + 42) — (1023 + 5322 + 80z + 25)
(z+3)3(x +2)3
5x3 + 212% + 152 — 17
T (433 +2)3

@) =

_

per studiare il segno di f”(z) si considera la funzione

2(z) = — (523 + 212% + 152 — 17)

essendo hrf z(x) = Fooe 2/ (z) = —152°—422—15 > O per z €

—21 — /216
z <15 > 0, z(0) > 0, 2(1) < 0, considerando anche il segno del de-

nominatore, si ha che f”(x) > 0 per « €] — 00, con 0 < « < 1, in particolare
f & convessa per = €]0,af e f & concava per x €]a,+00[, inoltre £ = « & un
punto di flesso;

10. dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

—21 —+/216 —21++/216

15
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ESERCIZIO 5

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

3

0 —x
f@) =53¢
1. Si ha:
LE(f) = {z€eR|2a*-3)#0}

_ v 43

i)
pertanto:

IE(f) :] — 00, —\/g[U] - \/gv \/§[U]\/§7 +OO[7

2. si ricava facilmente che f(—z) = —f(x), pertanto f ¢ dispari;

3. lintersezione con ’asse delle ordinate & il punto 8 ;

I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

z(z? —1) =0

quindi si hanno tre intersezioni con ’asse delle ascisse, precisamente i punti:

() () (o)

10



4.per quello che riguarda il segno di f abbiamo: f(z) > 0 per

z(x? —1)

2(z2 - 3) >0

essendo: 72 —1 > 0 per z €] — oo, —1[U]1,+oo[, 22 — 3 > 0 per z €] —
00, —V/3[U]V/3, +o0[, > 0 per = > 0, si ha:

f(z) > 0 per x €] — /3, -1[U]0, 1{U]V3, +o0[

f(z) <0 per z €] — 0o, —V/3[U] — 1,0[U]1, V3[;

5. abbiamo:

lim f(z) =400, lim M:%, lim f(m)—%xzo,

r—+oo r—+oo I r—too
. . r .. . .
pertanto la retta di equazione y = ix ¢ asintoto obliquo per f, inoltre:

lim f(z)=-0c0, lim f(z)=+400, lim f(z)=—o00, lim f(x)= o0,
z——3" x—»—\/§+ x—V3" x—>\/§+

pertanto le rette di equazioni x = —v/3, = /3 sono asintoti verticali per f,
non esistono asintoti orizzontali;

6. f ¢ derivabile per ogni x € I.E.(f) e risulta:

z* —8x2 +3

f'(@) = 2(2% + 3)4

essendo z* — 822 +3 > 0 per 22 < 4 — V13 0 22 > 4 + /13, ossia per z <

~V4+ V13 0z > Vi+ V13 0 —/4— 13 < & < \/4—/13si ha che f ¢
strettamente crescente per x € } —00, —\/4 + \/B[U} —\/4 — \/ﬁ, \/4 — \/ﬁ[u
]m,ﬂ)o{ e strettamente decrescente per x € }—\/ZL—&—T, _\/5[ U
| -3, ~Va= V15[ U] VA= V35, V[ U] VA, Vi VI3[, in pasticolare = -
—m exr = m sono punti di massimo relativoe x = —/4 — V13

e x = V4 + 13 sono punti di minimo relativo;
7. f & derivabile per ogni x € I.E.(f);

8.come gia osservato nei punti precedenti f non ammette punti di massimo o
minimo assoluto;

11



9. risulta:
(42 — 162) (2 — 3)? — 2(2% — 3)(27)(2* — 822 + 3)
2(z2 — 3)4
(2? = 3)z [(2? — 4)(2* — 3) — (z* — 822 + 3)]
2(z2 - 3)4
(z* — 72% +12) — (2 — 822 + 3)
(22 = 3)7

) =

= 4

= 2z

22 4+9

= 2 —_—
NCEEEIE

pertanto f”(x) > 0 per z € }—\/g,O[U]\/g,—I—oo[, f"(z) < 0 per z €] —
00, —\/E[U]]]O, \/g[7 in particolare f ¢ convessa per x € ]—\/3, O[U ] V3, +oo[ e
f & concava per x €] — 0o, —Vv/3[U]]]0, v/3[, inoltre z = 0 & un punto di flesso;

10. dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

ESERCIZIO 6

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

f(x):;+(1—313>2.

SOLUZIONE

1. Si ha:
IE(f)y={zeR |z#0}

12



pertanto:
I.E.(f) =] — o0, 0[U]0, +o0l;

2. si ricava facilmente che f non presenta particolari simmetrie;

3. lintersezione con 1’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:
2
1 1
s (1-1) =0
x x

22 —z+1=0

cioé:

si osserva che ’equazione non ammette radici reali, pertanto non si hanno in-
tersezioni con 1’asse delle ascisse;
4.per quello che riguarda il segno di f abbiamo: f(z) > 0 per

2
— 1
T
essendo: 22—z +1 > 0 per ogni x € R e 22 > 0 per ogni x € I.E.(f) > 0, si ha:
f(z) > 0 per ogni z € I.E.(f);

5. abbiamo:
Jim f(z) =1,

pertanto la retta di equazione y = 1 é asintoto orizzontale per f, inoltre:
lim f(z) = +oo,

r—0F
pertanto la retta di equazioni x = 0 & asintoto verticale per f, non esistono
asintoti obliqui;
6. f & derivabile per ogni « € I.E.(f) e risulta:
z—2
23

fiz) =
essendo x —2 > 0 per x > 2 e 2% > 0 per x > 0, si ha che f & strettamente
crescente per « € |—o0,0[ U ]0, 2[ e strettamente decrescente per = €]2, +00[, in
particolare = 2 & un punto di minimo relativo per f e f(2) =

7. f & derivabile per ogni x € I.E.(f);

8.come gia osservato nei punti precedenti f non ammette punti di massimo asso-
luto non essendo limitata superiormente, tuttavia f ammette minimo assoluto,

1;
. 3
precisamente 1= f(2);

13



9. risulta:

a3 — 322 (x — 2)
26

—2x+6

1

f(x) =

T

pertanto f”(x) > 0 per x > 3, in particolare f & convessa per = € |—o0,0[U]0, 3]
e f ¢ concava per z €]3, +00], inoltre z = 3 ¢ un punto di flesso;

10. dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

.

6__

4__

2__
e
5 4 3 2 - 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2L

ESERCIZIO 7

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

2z —3z[+1
SOLUZIONE
1. Si osserva che
LE() = {zeR | |o|#£2)
= {zeR |z#+2}
pertanto:I.E.(f) =] — oo, —2[U] — 2, 2[U]2, +00[;

2. si ricava facilmente che f non presenta particolari simmetrie;

14



0
3. lintersezione con ’asse delle ordinate & il punto ( 1 );

2
I'intersezione con ’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

2¢ —3|z|+1=0

a questo punto dobbiamo discutere il valore assoluto, la funzione si puo scrivere
nel modo seguente:

— 1
s per z € [0, +o0[

— 2—z
flz) = 5 + 1 0
s per z €] — 00, 0]

1
in particolare da —x + 1 = 0 si ottiene x = 1 e da 5z + 1 = 0 si ottiene z = ——

quindi si hanno due intersezioni con ’asse delle ascisse, precisamente i punti:

() (o)

4. a questo punto conviene studiare separatamente le due funzioni:

-1

filz) = z per z € [0, +o0] ,
T —2
5 1

folz) = ;_:2 per x €] — 00,0]

per quello che riguarda il segno di f; abbiamo: f;(z) > 0 per
x € ]0,1[U]2, +o0]

in particolare,per quanto visto al punto 3, abbiamo:

f(z) > 0perz>—V4

f(z) < 0perz < —V4;

f(z)
x

5. abbiamo:
lim f(x) = +oo, lirin

z—+o0 r—to0

= —"—OO

in particolare non ¢ limitata inferiormente né superiormente e non esistono as-
intoti di f;

6. f ¢ derivabile per x # +2 e risulta:

flz) = 3z% + 4z per x €] — 00, —2] U [2, +00]
3z? per x €] — 2,2

4
essend03x2+4x:x(3x+4)>0perm<—§0x>Oe3x2>0perm7éO, si

ha che f & strettamente crescente per x €] — oo, —2[U] — 2, 0[U]0, 2[U]2, +ce f
non ha punti di massimo o minimo relativo;

15



7.essendo limz_f'(m) =4, lirr12+f’(x) =12, lirgl_f’(x) =12, lirg+f’(x) = 20,

abbiamo che f non é derivabile per z = +2;

8.come gia osservato nei punti precedenti f non ammette punti di massimo o
minimo relativo, né assume massimo o0 minimo assoluto;

9. risulta:
F(2) = 6x+4 perx €] — o0, —2] U [2,+00|
] 6z per x €] —2,2]

2
essendo 6z +4 > 0 per ¢ > —= e 6z > 0 per > 0 si ha che f”(x) > 0 per

x € 0,2[U]2,+0le f’(z) < 0 per z €] — oo, —2[U] — 2,0[, in particolare f &
convessa per z €]0,2[U]2, +ooe f & concava per x €] — 0o, —2[U] — 2, 0], inoltre
2 =0 ¢ un punto di flesso a tangente orizzontale;

10. dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

y A

20T

10T

- 4
N
w
N
o+

ESERCIZIO 8

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

2271 |z —2

J@) = =5 T s
SOLUZIONE
Si osserva che

IE(f)—{xG]R{ x;éz}




2 2

si ricava facilmente che f non presenta particolari simmetrie;

pertanto:I.E.(f) = } —00, 3 {U} §, +00 {;

Iintersezione con ’asse delle ordinate ¢ il punto R

a questo punto dobbiamo discutere i valori assoluti, la funzione si puo scrivere
nel modo seguente:

202+ -3 c 3
—— perzx —00, =
3-2¢ © 2
22—z +1 3
x) = _— —.2
f(x) 97 — 3 permE}Q,}
272 -3
% per z € ]2, +o0|
studiamo separatamente le tre funzioni:
222+ -3 3
o h) = 25 e e | 3

I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:
2 —
22+ —-3=0

o -3 S . . .
si ottiene x = -5 x = 1, quindi si hanno due intersezioni con I’asse delle ascisse,

() ()

per quello che riguarda il segno di f; abbiamo: fi(z) > 0 per

precisamente i punti:

2024+ 2—-3>0

in particolare, abbiamo:

fl(:c)>0perz€}oo,§[u]l,2[

fi1(z) <0perm€]—§,1{;

risulta:
x
lim fi(z) = +o0, lim fil@) =-1, lim (fi(z)+2a)=-2
T——00 r——00 I T——00
in particolare non & limitata superiormente e la retta di equazione y = —x — 2

& un asintoto obliquo di f1, inoltre:

hm 7f1($) = +OO,

==(3)

17



. . . . 3 . .

in particolare la retta di equazione z = 5 ¢ un asintoto verticale per fi;
N s 3 )

f1 & derivabile per x € | —o0, 5| risulta:

—42? + 122 — 3
filz) = W

3—v6 3+6
2 7 2

3-6
2

essendo —4z2 + 122 — 3 > 0 per x € ] , si ha che f; & stret-

tamente decrescente per x € ] —00,

3—\/6§
2 2

[ e strettamente crescente per x €

[, f1 non ha punti di massimo relativo, ha un punto di minimo rela-

3-6 —\/€>_
g _

tivo, che ¢ anche assoluto, per x = , il minimo assoluto vale f; (

2
7
6 .
V6—3;
risulta: 24
" _
f (‘T) - (3_ 2.’[))3
in particolare f; & convessa;
202 —x 41 3
=— —,2
b) fle) = 2 e ]

I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:
2 _
20" —x+1=0

questa equazione non ha soluzioni reali, quindi non si hanno intersezioni con
I’asse delle ascisse;
per quello che riguarda il segno di f; abbiamo:

fa(x) >Operxe]2,2];

risulta:
lim +fg(a:) = 400,

a—(3)

N W
o

in particolare f; non é limitata superiormente e la retta di equazione x =

un asintoto verticale per fs,

f2(2) =T

18



N W

f2 & derivabile per x € } ,2 { e risulta:

422 — 122 + 1
! —
fQ(‘lj)_ (2%—3)2

3 .
essendo 422 —12x+1 < 0 per x € } 5,2 {, si ha che fs & strettamente decrescente
per nell’intervallo considerato, fo non ha punti di massimo relativo, ha un punto
di minimo assoluto, = 2, il minimo assoluto vale f5 (2) = 7;

risulta:
,, 32

2 (v) = (2z — 3)3
in particolare f, & convessa;

222 + 23
c) f3(z) = ~—o,_3 %€ ]2, +00[

Iintersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:
222 =
z4+zx—-3=0

quindi non si hanno intersezioni con ’asse delle ascisse, nell’intervallo consider-
ato;
per quello che riguarda il segno di f5 abbiamo: fs5(z) > 0 per

20 +2-3>0
in particolare, abbiamo:
fa(x) > 0 per z € ]2, +00];

risulta:

lim f3(z) = 400, lim fsl@) =1, lim (fs(z)—2)=2

r— 400 r— 400 €T r——+00
in particolare non ¢& limitata superiormente e la retta di equazione y = x + 2 &
un asintoto obliquo di f3, inoltre f3 & definita anche in = 2 e vale f3(2) = 7;
f3 ¢ derivabile per x € ]2, 400 e risulta:

422 — 122+ 3
/ _
fl(x)_ (23373)2

3—v@[U 3+v6

2

essendo 422 — 122 +3 > 0 per o € ]—oo, ,+oo|, si ha

9
3+6

5 e strettamente crescente

che f3 é strettamente decrescente per xz € |2,

19



3+V6

S
per x 5

, f1 non ha punti di massimo relativo, ha un punto di

3+6
2

» T00

minimo relativo, che & anche assoluto, per x =

f3 <3+\@> =\/6+g§

, il minimo assoluto vale

2
risulta: o4
" o
f ("I") - (2(,3 _ 3)3
in particolare f3 & convessa;
per quello che riguarda f dobbiamo ancora osservare che nel punto x = 2
essa non ¢ derivabile, infatti: lim f/(z) = lim fi(z) = -7, lim+f/(:c) =
r—2~ r—2~ T—2
. fioN o E
leigl_*_f?)(x) - 57

inoltre il minimo assolutro di f & il minimo assoluto di f1;
unendo i risultati precedenti otteniamo il seguente grafico di f:

y o

o+

5 -4 -3 -2 \J 2 3 4

ESERCIZIO 9

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

2z + |x + 4]
T —
fz) =
x — |3z — 4
— x>0
z+3

20



SOLUZIONE
Si osserva che I.E.(f) =R;

si ricava facilmente che f non presenta particolari simmetrie;

0
I’intersezione con l’asse delle ordinate ¢ il punto 4 > ;
3
a questo punto dobbiamo discutere i valori assoluti, la funzione si puo scrivere
nel modo seguente:

i:;l per x € |—o0, —4]
35;’—34 per z € |—4,0[
f@) =19 4z -4 4
P perxG[O,?’}
—2z 44 4
1‘74-4 perxe}?)ﬁroo{

studiamo separatamente le quattro funzioni:

2) file) = T,
si ricava facilmente che non si hanno intersezioni con I'asse delle ascisse e che
fi(x) > 0 per ogni z € |—o0, —4];

risulta inoltre:

x € |—o0, —4]

lim fl (l’) =1,
x——00

in particolare la retta di equazione = = 2 & un asintoto orizzontale di fi, inoltre:

8
fi(—4) = 7%
f1 ¢ derivabile per & € ]—o0, —4] e risulta:
1

pertanto f & strettamente crescente per x € |—o0, —4[;

risulta:

in particolare f; & convessa;
3z +4

b) fo(x) = S _3' %€ |—4,0]

I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

3r+4=0
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da cui si ottiene il punto:

4
3 ]
0
per quello che riguarda il segno di fo abbiamo:

fa2(x) >0 per z €

4 4
_47_3|:7 f2(w) <Operxe}—3,0[,

fo & definita anche in —4 e risulta:

4

fa) = 2. F2(0) = —5;

4
f2 & derivabile per x € } 3 0[ e risulta:

-5
!
T) = — 35
f2( ) ($ . 3)2
pertanto fo & strettamente decrescente per nell’intervallo considerato;

risulta inoltre: 10
" o
2 (iIJ) - (.T . 3)3

in particolare f, & concava;

c) fa(z) = %, T € [O, ;j

I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

z—1=0

(o)

per quello che riguarda il segno di f3 abbiamo:

da cui si ottiene il punto:

fa(x) > 0 per z 6}1,3{, fa(z) <0 per z €]0,1];
risulta:
A0 =17 (5) = 3
f2 & derivabile per x € }0, % [ e risulta:

20

f:f;(m) = m
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pertanto f3 & strettamente crescente nell’intervallo considerato;

risulta inoltre:
. —40

3($):m

in particolare f3 & concava,

d>f4<x>=‘2“4,xe}4

z+4 3’+OO[

I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

zr—2=0

(5)

per quello che riguarda il segno di f; abbiamo:

da cui si ottiene il punto:

fa(x) >0perm€]§,2[, f2(x) < 0 per z € ]2, +00];

risulta inoltre:

lim f4($) = -2,
xr——+00
in particolare la retta di equazione y = —2 ¢ un asintoto verticale di fy, inoltre

4
f41 & definita in z = 3 e risulta:

4
:f4 & derivabile per z € ] 3’ +oo[ e risulta:

—4

pertanto fy & strettamente decrescente nell’intervallo considerato;

risulta inoltre:

8

in particolare f3 & convessa;
per quello che riguarda f dobbiamo ancora osservare che nel punto z = 0 essa

4
non & continua infatti: lim f(z) = —3 f0)=-1;
r—0~

4
inoltre f non & derivabile, oltre che nel punto z = 0, nei punti x = —4 e x = 3’

infatti:
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lim f/(z) = lim fé(x):75

T——4— r——4— - E’ma—éfr r——4t E,

180 —36
lim f'(z) = lim f3(z) = —, lim f'(z) = lim fi(2) = —=;
) =l fie) = e i ) = i) =

inoltre, pur essendo limitata inferiormente e superiormente f non ha minimo

assoluto, invece ha massimo assoluto f(—4) = —;

unendo i risultati precedenti otteniamo il seguente grafico di f:

ESERCIZIO 10

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico al variare di a € R:

x4+ |z —a

fal®) = =33

SOLUZIONE

Si osserva che I.E.(f,) = {z € R | © # +£8 };pertanto:

I.E.(f,) =] — 00, —8[U] — 8, 8[U]8, +0];

si ricava facilmente che f, non presenta particolari simmetrie;

0
I'intersezione con ’asse delle ordinate ¢ il punto ( |al );

8
a questo punto dobbiamo discutere i valori assoluti al variare di a, precisamente

si hanno tre casi:
i) se a = 0 la funzione si puo scrivere nel modo seguente:

2x
fole) =4 ©—8

0 per x € |—00,0[

per z € [0, +00]

ii) se a > 0 la funzione si puo scrivere nel modo seguente:

_xa_ g peree |—00,0]
a
fulz)={ 7% per z € [0, d]
2v—a er T € |a, +o00]
8 p )
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iii) infine se a < 0 la funzione si puo scrivere nel modo seguente:

a er x € |—o0, af
2 _8 p )
2z —a
falw)={ —,—g PerzE [a, 0]
2 —
;_ 8a per z € ]0, +o0[

in ognuno dei tre casi si studiamo separatamente le varie funzioni procedendo in
modo del tutto analogo all’esercizio precedente e si ottengono i seguenti grafici:

| ESERCIZIO 11|

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:
flx) =z -1+ Vo —2.
SOLUZIONE

Si osserva che I.E.(f) =R;
non si notano particolari simmetrie del grafico;
0
52 - ) o e . N .
I'intersezione con l'asse delle ordinate ¢ il punto ( 1+ 9= ),

a questo punto conviene discutere il valore assoluto, precisamente la funzione si
puod scrivere come:

r—1++v/x—2 perz>1
—z+1+Yr—2 perz<l
studiamo le due funzioni separatamente:

a) filr)=x—14+Vx—2,2>1

abbiamo

fz) =

fi(l)=-1, lim fi(z) =+o0, lim h) =1, lim fi(z)—2z =+

T——400 r—+o00 I Tr—+00

in particolare f; non ha asintoti e non é limitata superiormente;
f1 ¢ derivabile per = # 2 e risulta:

2
3

fie) =1+ 5 (-2)

si ha che f{(x) > 0 per ogni = # 2, in particolare f; & strettamente crescente
negli intervalli |1, 2[, ]2, +o0[;

f1 interseca ’asse delle ascisse in un punto £ = a con 1 < o < 2;

risulta inoltre:

wlon

f'(@) = —ge =2
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pertanto f{'(x) < 0 per z > 2, f{'(z) > 0 per 1 < z < 2, in particolare f; &
convessa per 1 < x < 2 e concava per x > 2, il punto x = 2 risulta essere un
punto di flesso in quanto in esso muta la concavita della funzione;

b) fo(z) =—z+1+ V-2, 2<1

abbiamo
lim fy(z) = 400, lim hlz) =-1, lim fi(z)+z=-
r——00 r——00 €T r——00
inoltre fy ¢ definita in 1 e f2(1) = —1, in particolare fo non ha asintoti e non ¢

limitata superiormente;
f2 @& derivabile per x < 1 e risulta:

wlo

Fi(w) =143 (@ 2)

si ha che fj(z) > 0 per —1 + %(m—2)7% > 0, cioe —3(9c—2)§ +1 >0,
(z—2)5 < L(x—2)7< 4, — T <T-2< e e +2<1< = +2,0n
particolare, essendo 2 — ﬁ < 1, fo & strettamente decrescente nell’intervallo
considerato;

f2 interseca l’asse delle ascisse in un punto x = 3 con —1 < 8 < 0;

risulta inoltre:

()= 2@ -2

pertanto f§(x) > 0 per x < 1, in particolare fo & convessa;

per quello che riguarda f aggiungiamo che essa non é derivabile nei punti = = 2,
come gid precedentemente osservato, e x = 1 in quanto risulta:

4

lim f'(z) = lim fy(z) = 2 3

: / . / —
o—1- w—1 3’ zlg%f (z) = zlir%fl (@) =

inoltre f ammette minimo assoluto nel punto = 1 e tale minimo vale f(1) =
—1;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
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| ESERCIZIO 12|

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:
f(z) = Va2 —6x+8+ (z —3)%

SOLUZIONE

Si ha:

LE(f) = {z€R|2*>-6z+8>0}
= {zeR |z<20x >4}

pertanto:
LE.(f) =] — 00,2] U[4, +o0[;

osservando che 22 — 6z + 8 = (z — 3)2 — 1 si ricava facilmente che il grafico di
f & simmetrico rispetto alla retta x = 3, equivalentemente f(3 —z) = f(3+ x),
infatti:

B-2) = VB-2-32-1+(B-2-3%=va2—1+2>
fB3+2) = VB+2-32-1+B+z-3 =22 -1+22

in particolare potremmo limitare lo studio della funzione all’intervallo [4, +o0],
comunque la studieremo globalmente;

I'intersezione con ’asse delle ordinate ¢ il punto ( 9 +02 NG );
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abbiamo:

i )= 400, i B = oo
inoltre:
f2)=rf4)=1,

pertanto non ci sono asintoti per f e non & limitata superiormente;
6. f & derivabile per ogni « € I.E.(f)\ {2,4} e risulta:

1
/
r)=(r—3) | ——]m———+2
P == 3) (Smmes +2)
dunque si ha che f & strettamente decrescente per & €] — 00, 2| e strettamente
crescente per x € |4, +0ool, in particolare;
ipunti x = 2 e x = 4 sono punti di minimo assoluto, tale minimo vale 1;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

1 —(x — 3)?
" = ———+2+
@) Va2 —6z+8 (22 — 6z + 8) Va? — 6z + 8
1

= 2—

(22 — 6z + 8) Va2 — 6z + 8
1

_,/@x—gf_1f

per studiare il segno di f”(x) si considera la disequazione:

- L >0
w(@—sf_1f

((m—3)2—1)3>i

da cui si ottiene:

1
z—32%>14+—
ST

1
r<3— x>3+
\/ {’/AI

s+ e

—|—i[ inoltre x = 3 +

e in definitiva:

in particolare f é convessa per z € } 00,3 —

eféconcavaperm€]3— 1—|—\3/1,[ ]

W14 3%/1 sono punti di flesso;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
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ESERCIZIO 13|

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:
f(x) =222+ 5z -3+ (xz —1).

SOLUZIONE

Si ha:

IE(f) = {z€eR|22*+52-3>0}

= {xeR

LE(f) =] ~ o0, ~3]U B,m[;

1
< -3 > —
T < 037_2}

pertanto:

non si rilevano particolari simmetriedel grafico di f;

f non interseca ’asse delle ordinate in quanto in z = 0 non ¢é definita;
I'intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:

V222 +5x—-34+(x—-1)=0
da culi si ottiene:

222 + 52 —3=(1—-1x)2
r<l1
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ossia i punti:

-7+ V65
2 ;
0

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:

flx) > Operxel—oo,v/@lu 772\/(%,4—00 ,
_7_ 1 —
flx) < Operm€]72\/@,—3lu‘|2,74—2\/@ ;

risulta inoltre:

lim f(z) = lim

r— —00 r— —00

Il
=
/—\/&\/—\

/N

)

+
8| ot

| K
+
I/

—

|

SHE
"

1
1m11@2 = lim i( 2+5—:3$<—1+)>>:1iv@
z—*oo I z—to0 x 2 X

lim (f(x)—(lﬁ:\@):t) = lim (\/2x2+5x—3—1$\/§x)

z—-+o00 r—Fo0
5 3 5
= lim |[+vV2z([/1+ = — 1] -1 =+£V2
x—+oo 2x 2 2

5V2

in particolare le rette di equazione y = (1 + \/5) T+ s ley= (1 — ﬂ) T —

5v/2

2
o 1 sono asintoti obliqui di f, inoltre:

1 1

—3)=—4 o) - .

f(=8) =4, f (2) >

1
f @& derivabile per ogni x € I.E.(f)\ {—3, 2} e risulta:

4xr+5
"(x <+1)
@) 2222 + 5z — 3
4 +5+ 2222 + 52— 3
2222 + 5z — 3

per studiare il segno di f’ dobbiamo studiare la disequazione:

2222 4+ 52 —3 > —4x -5
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la quale ha le seguenti soluzioni:

5 4(22% + 5z — 3) > (—4x — 5)?
T > ——, oppure
4 < —=
- 4
ossiaz:
5 82 + 20z + 37 <0
T > ——, oppure

5
4 < _Z
=77

ed essendo 82 + 20z + 37 > 0 per ogni z si ha che f & strettamente decrescente

1
per x € ]—oo, —3[ e strettamente crescente per x € } > +00 [;

in particolare il punto £ = —3 é un punto di minimo assoluto, tale minimo vale
—4;
per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:
8(2z% + 5z — 3) — 2(4x + 5)?
4(222 + 52 — 3)%
—8z% — 20w — 37
2(222 4 5z — 3)*

(@) =

1
si verifica facilmente che f”(z) < 0 per ogni = € I.E.(f)\ {3, 2} f & concava

e non ci sono punti di flesso;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

y A

10T
5+
\
e~
-10 -9 -8 -7 -4 3 2 1 1 2 3
X
5+
10+
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ESERCIZIO 14

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

f(z) = v/|222 — 15z].

SOLUZIONE
Si osserva che I.E.(f) = R;

si ricava facilmente che f non & né pari, né dispari, né periodica, tuttavia,
essendo

8

15\? 225
4

2332—151::2(3:—

15
si ha che il grafico di f é simmetrico rispetto alla retta x = R infatti:

2
(o) e 2 o T )

4 4 8 8 4
I’intersezione con I’asse delle ordinate ¢ il punto

0 .
0 b
Vi i Passe delle ascisse si ottiene risol P ione:
intersezione con l'asse delle ascisse s1 ottiene riso Vendo equazione:

222 — 152 =0

. . s o . L
in particolare si ottiene x = 0 e z = 5 quindi si hanno due intersezioni con

I’asse delle ascisse, precisamente i punti:

(3)(3)

per quello che riguarda il segno di f abbiamo: f(z) > 0 per ogni « € I.E.(f);
questo punto dobbiamo discutere il valore assoluto, la funzione si puo scrivere
nel modo seguente:

15
V2x?2 — 152 per x €] — 00,0l U [

2’+°°{

f(z) = 15
V=222 + 15z perz € }0, 2[
abbiamo:
lim f(x) = +4o0, lim =) = +/2,
x—+oo r—+oo
lim (f(x) T ﬁx) =  lim (\/2332 e ﬂx)
r—Fo0 r—+o00

s—Fo0 (V222 — 15z + V2x)

5 ( 242 — 15z — 222 ) - 15
= 1m =
e—too \ /222 — 152 + /22 2v2

= lim ((\/ 222 — 15z F \/§x> ( 207 — Low & ﬁx))
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15
in particolare non & limitata superiormente e le rette y = /2 (a: — 4), Yy =

15
—V2 (:p — 4> sono asintoti obliqui di f; rispettivamente destro e sinistro;

1
f & derivabile per x # 0 e z # ?5 e risulta:

4xr — 15 6] O[U 15 i |:
_— er €| — oo, —,+o0
() = 2v/2x2 — 152 P 2

——4m+15 erme}om[
ov—22° 1 16z "2

15
essendo 4z — 15 > 0 per x > — si ha che f & strettamente crescente per

15 15 15 15
Z[U ]]=, +o0o|e strettamente decrescente per z €] — oo, 0[U T |

x €]0, 5

in particolare il punto z = T ¢ un punto di massimo relativo per f, tale massimo
15 152
vale f (4) = T\[, inoltre f ha punti due punti di minimo assoluto, x = 0,

T = EX tale minimo vale 0;

5
r=0ex= 5 sono punti cuspidali;

come gia osservato nei punti precedenti f non ammette massimo assoluto;

risulta:
T ermé]—ooO[UE—i—oo
() = 4(222 — 152)3 P ’ 2’
B —225 ] 15 |:
- perx€ |0, —
4(—222 4 15x)2 2
. . 15 15
in particolare f & concava per x €] — oo, O[U}O7 7 [U] 2 +00 [;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

33



ESERCIZIO 15

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:
f(z) =2v/23 + 522 + 8z.

SOLUZIONE
Si osserva che I.E.(f) = R;

si ricava facilmente che il grafico di f non presenta particolari simmetrie;
. . . . 0
I'intersezione con ’asse delle ordinate é il punto ( 0 );

I’intersezione con l’asse delle ascisse si ottiene risolvendo ’equazione:
3 4+ 52% + 82 =0

ed essendo z° + 522 + 8z = x(2? + 5z + 8), con x? + 5z + 8 > 0 per ogni z, non
si ottengono altre intersezioni;

in particolare per quello che riguarda il segno di f abbiamo: f(z) > 0 per z > 0
e f(z) <0 per z < 0;

abbiamo:
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f(z)

SRS = Foo Ig T =2
Lll)rinoo (f(z)—2x) = IEIEOOQ (\3/ x3 + 52 + 8z — 33)
— lim 2 (5952 + 81’)
koo (a¥ 1 5% 4 82)” +a? + a¥/ad + 52?4 8z
_ 0
3

5
in particolare non ¢ limitata superiormente e la retta y = 2 (:1: — 3) ¢ asintoto
obliquo di f;
f & derivabile per x # 0 e risulta:

y 2 (322 + 10z +8
oy = L
3§/(x3 + 5z2 4 8z)

4
essendo 322 + 10z + 8 > 0 per = > ~3 o x < 2, si ha che f & strettamente

crescente per T e] — oo,—Q[U} —g,—l—oo [e strettamente decrescente per x €
47 . : . . . . :
-2, 3] in particolare il punto x = —2 & un punto di massimo relativo per

. 4
f, tale massimo vale f(—2) = —2+/4, mentre il punto = = —3 ¢ un punto di

4 /112
minimo relativo, tale minimo vale f <—3) =-2¢ 2—7;

in z =0 f non ¢ derivabile, infatti:

2 (322 4+ 10 8
lim f/(x) = lim (327 + 102 +8)

+ + - :l:OO
v=0 w0 3§/ (23 + 522 + 8z)?

)

come gia osservato nei punti precedenti f non ammette né massimo, né minimo
assoluto;

risulta:
,3(62+10) (¢* + 52° + 87) —2 (32 + 102 1 8)°

[(w) =
9\3/(x3 + 522 4 8z)°

23 (6334 + 4023 + 9822 + 803:) -2 (9%4 + 14822 + 64 + 60z3 + 160:5)
9\3/ (23 + 5a? + 8z)°
2% 4 40z + 64

- 4
96/(3:3 + 522 4 8z)°
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in particolare f” > 0, cioé f & convessa, per z €] — o0, —20 — v/324[U] — 20 +
V/324,0[ e f” < 0, cioé f & concava, per x €] —20 — /324, —20++/324[U]0, +o0],
f ammette tre punti di flesso: © = —20 — /324, x = —20 + /324, = = 0;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

14
12
10

TN » O ©

ESERCIZIO 16

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

3 (x—3)
fy =y =2

SOLUZIONE
Si ha:

x%(z — 3)

LE(f) = {zeR 3 2V
r+3#0
= {zeR|z<-30x>30x=0}

pertanto:

I.E.(f) =] — 00, —3[U{0} U [3, +o0];

non si rilevano particolari simmetriedel grafico di f;
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f interseca 'asse delle ordinate nel punto 8 ) e lasse delle ascisse nel punto

g (oltre che nel gia citato) punto;
per quello che riguarda il segno di f abbiamo f(z) > 0 perogniz € I.E.(f)\ {0,3}
risulta inoltre:

lim 7f(m) = lim <|| - 3) = =£1,
r—+oo I r—+o0 x r+3
lim (f(z)— (£2)) = lim |+ 73 ) = 43
in particolare le rette di equazione y = x —3 — 1 e y = —x 4+ 3 sono asintoti

obliqui di f, inoltre:
lim _f(z) = +oo,

in particolare la retta di equazione x = 3 & un asintoto verticale di f,
f & derivabile per ogni z € I.E.(f)\ {0, 3} e risulta:

(2z (z —3) (z+3) + 2? (x +3) — 22 (z — 3))

z2(x—3
2 £+3 )(z 4 3)2
z (22 + 3z — 9)

z2(1—:
£+33) (z + 3)2

flx) =

per studiare il segno di f’ dobbiamo studiare la disequazione:
z(z? + 32 —-9) >0
la quale ha le seguenti soluzioni:

—-3-3v5

5 < x < —3, oppure z > 3,

—-3-3v5

in particolare si ha che f & strettamente decrescente per x € | —o0, 5

-3-3V5

5 3

e strettamente crescente per x € ] U3, 4+o0f;

in particolare il punto z = ¢ un punto di minimo relativo;

—3-3V5
2
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per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

3($2+2$—3)(x2—9)—(x2+3a:—9) (2 —x —3)

/(@) :
z— 22 (x— 4
(erg) :£+33) (@+3)
B 9z(z — 6)
(z—3) [xz2(z—3) 4
2 +3 o3 (+3)

pertanto si ha che f”(z) > 0 per ogni z € I.E.(f)\ {z > 6 oppure = < 0} quindi
f & convessa negli intervalli

| — 00, — 3, 16, + o0

f & concava nell'intervallo
I3, 6[

e il punto £ = 6 ¢ un punto di flesso;

possiamo aggiungere che f non ammette massimo assoluto in quanto non &
limitata superiormente e non ha massimi relativi, f ha minimo assoluto uguale
a 0 raggiunto nei punti z =0 e x = 3;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

y 20-‘-
15+

10T

| ESERCIZIO 17 |

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

x2 =2

r—1"

f(z)=In
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SOLUZIONE

Si ha:
2 -2 0
IE(f) = {z€eR 1
z—1#0
= {xeR‘—ﬁ<x<1ox>\/§}
pertanto:

LE.(f) =] — V2,1[UV2, +o0];

non si rilevano particolari simmetriedel grafico di f;

f interseca ’asse delle ordinate nel punto 11?2 e ’asse delle ascisse nei punti
1-+5 1+5
2 ) 2 ;
0 0
.per quello che riguarda il segno di f abbiamo: f(z) > 0 per
% -2
>1
z—1
ossia: 5
rt—x—1
—F >0
z—1

da cui si ricava:

risulta inoltre:

lim f(z) = -—o0,
I—)—\/§+

lir?if(x) = o0,
lim f(z) = -—o0,
z—/2"
e (2

flz)

r—+oco I

I
+
3



in particolare la funzione non & limitata né superiormente né inferiormente e le
rette di equazione © = —v/2, x = 1, £ = v/2 sono asintoti verticali per f, inoltre
non esistono asintoti obliqui;

f & derivabile per ogni x € I.E.(f) e risulta:

r—12z(x—1)—22+2

F@ = 5 e
2 —2x 42
(@—1)(—2)

quindi f’ > 0 per ogni x € I.E.(f), in particolare si ha che f & strettamente
crescente e non esistono punti di massimo o minimo relativo;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

2z —2)(z — 1)(2% — 2) — (2% — 20+ 2)(32% — 22 — 2)
(¢ —1)* (2 - 2)?
—z(z3 — 42% + 10z — 8)
(@ —1)* (22 - 2)?

) =

per studiare f” si studiano il segno e gli zeri della funzione
(z) = 3 — 42° + 10z — 8;
essendo
#'(z) = 32% — 8z + 10

si ha ¢'(z) > 0 per ogni € R, quindi ¢ si annulla in uno ed un solo punto g
e poiché ¢(1) < 0 e ¢(v/2) > 0, risulta zg €)1, v/2[;
abbiamo: f”(z) > 0 se e solo se —zx¢(x) > 0, cioe se e solo se

—x >0 —x <0
¢(x) >0 PPHE U g@) <0

cioe se e solo se
<0 x>0
oppure
T > X r < X

pertanto:
f"(x) >0seesolose 0 <z <1

inoltre
f"(z) < 0seesolose —v2 < x<0oppure z > /2
e f"(xz) =0 se e solo se x = 0;

quindi f & convessa nell'intervallo ]0,1[ e concava negli intervalli | — v/2,0[ e
V2, +o0], in 2 = 0 f ha un flesso;
dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
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ESERCIZIO 18

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

SOLUZIONE

Si ha:

pertanto:

abbiamo:

LE.(f)

flx)=z—In[lnz|.

{reR|z>0e nz#0}
= {zeR|z>0eczx#1}

I.E.(f)=]0,1[U]1, +oo];

Jimm, 1)
S )
e )
i £
N, f@) =
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pertanto le rette di equazione z = 0, x = 1 sono asintoti verticali per f e non ci
sono asintoti obliqui; inoltre f non & limitata né superiormente, né inferiormente;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:
f(x) > 0seesolosex>In|nz

ossia
f(x) > 0 se e solo se e® > |Inx|

confrontando i grafici delle funzioni e* e |Inz| si ha che esiste T €]0, 1] tale che
f(x)<O0per0<z<Z, f(T)=0e f(x) >0 per x €]T, 1[U]1, +o0;

f & derivabile per ogni x € I.E.(f) perché & somma delle funzioni derivabili z
e In|lnz| e risulta:

1
! —1_
(@) zlnx
in particolare si ha f'(x) > 0 per:
Inz -1
rlnx >0
zlnz
ossia se:
zlnz > 1 oDDUTe zlnz <1
z>1 » OPP O<z<l1l’
0 ancora:

1 1
Inx > — Inz < —

x , oppure X )
z>1 0<zr<l1

essendo Inz < 0 per 0 < x < 1 si ottiene immediatamente che f'(x) > 0 per

0 < z < 1, inoltre, confrontando i grafici delle funzioni elementari Inz e —,

cioé la curva logaritmica con l'iperbole equilatera xy = 1, si ricava che esiste 151611
punto zg > 1 tale che f/'(x) > 0 per x > zg e f'(x) < 0 per 1 < z < zy, infine
si ha f/(xo) = 0, dunque si ha che f ¢ strettamente decrescente per x €)1,z e
strettamente crescente per x € |0, 1[U]zg, +00[, in particolare il punto zg ¢ un
punto di minimo relativo;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

F(z) = Inz+1

(zInz)?
per studiare il segno di f”(z) si considera la disequazione:
Inz > -1

da cui si ottiene:
T>e
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in particolare f é convessa per = € ]e‘l,l[ U]1,4o00[ e f & concava per z €
]O7 et [, inoltre z = e~! & un punto di flesso e, essendo f(e™!) =e~! >0, si ha
chew < e !;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
f(z) =2z —In|lnz|

| ESERCIZIO 19

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

f(x)zln( 3z +2 )

V2r+3

SOLUZIONE

Si ha:
3x+42 >O
I.E. = €ER Y2+3
0 = feer | { 0
= {zGR :r<3\/§>00x>2}
2 3
pertanto:
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abbiamo:

li =
7@ 2
lim  f(zx) = +oo,
—(-2f1)”
lim +f(w) = —oq,
)
pertanto la rette di equazione y = In 3—‘2/5 e un asintoto orizzontale per f e le
rette di equazione z = 73—‘2/5, T = 7% sono asintoti verticali, ci sono asintoti

obliqui; inoltre f non & limitata né superiormente, né inferiormente;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:

3 2
f(x)>OseesoloseL>
V2x +3
ossia Y
3v2 1
x) > 0 se e solo se x < ——— oppure x >
f(z) 5~ OPP 375

1 2
S_ﬁvf(o)_lnm

f & derivabile per ogni « € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
e risulta:
9—2v2

(3z 4+ 2)(V2z + 3)

in particolare si ha f’(z) > 0 per ogni « € I.E.(f), dunque f ¢ strettamente
crescente per ogni x € I.FE.(f), non esistono massimi o minimi relativi;

inoltre f(z) =0 per x =

fiz) =

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

(9 — 2v/2)(6v2z + 9 + 2v/2)
(32 4+ 2)2(V2x + 3)2

per studiare il segno di f”(x) si considera la disequazione:

f'@)=-

6vV2z +9+2V2<0

da cui si ottiene:
9+2V2

6v2

f"(x) >0 perz < —

ed essendo:
3V2 9+2v2 2
2 6v/2 3
3V2 2
si ha che f & convessa per x < —Tf e f e concava per x > —3 in particolare

non esistono punti di flesso;
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dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
_ 3x+2
fe) =tn ()

| ESERCIZIO 20

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

In|z — 3| x <0
fl@) = x — |2z — 4
— x>0
z+3

SOLUZIONE
Si osserva che I.E.(f) = R;

si ricava facilmente che f non presenta particolari simmetrie;

3
a questo punto dobbiamo discutere i valori assoluti, la funzione si puo scrivere

nel modo seguente:

0
I'intersezione con ’asse delle ordinate ¢ il punto 4 > ;

In(3—x) perxz<0

—x+4
erz € |0,2
f@)={ z+3 rPerecl
3z —4 o 59
r T
T+ 3 P

studiamo separatamente le tre funzioni:
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a) fi(z) =In(3 — ), x €] — 00,0

si ricava facilmente che non si hanno intersezioni con l'asse delle ascisse per
z < 0 e che f1(z) > 0 per ogni x €] — 00, 0];

risulta inoltre:

im &) _ )
Tr— —00 €T
lir(r)l_fl(x) = In3,

in particolare non si hanno asintoti di fi;
f1 & derivabile per = €] — 00, 0[ e risulta:

1

fl@) = —

pertanto f; & strettamente decrescente per x €] — oo, 0[;

risulta:
-1

1"
)= —>
1 ( ) (.13 _ 3)2
in particolare f; é concava;

—r+4

b )= —"+r

) falo) = =12

si ricava facilmente che non ci sono intersezioni con ’asse delle ascisse per fo;
per quello che riguarda il segno di f, abbiamo:

x €10,2]

fa(x) > 0 per z € [0, 2];

inoltre risultas: 4 1
f2 (0) 3 ) fZ( ) 3 )

f2 & derivabile per z €]0,2[ e risulta:

, R
faz) = m

pertanto fo & strettamente decrescente nell’intervallo considerato;

risulta inoltre:

14
" _
2 (I’) - (.Z' + 3)3
in particolare f, & convessa;
3r —4
=——,z>2
0 hi@) = 2

si ricava facilmente che non si hanno intersezioni con l'asse delle ascisse per
x> 2 e che f3(x) > 0 per ogni x €]2, +00[;
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risulta inoltre:

li = 3
Jim fs(2) ;
. 6
mligl‘*' f?, (ZU) N 3 ’

in particolare la retta y = 3 & un asintoto orizzontale di f3;
f3 & derivabile per z € ]2, +00] e risulta:

13

7@ = g

pertanto f3 é strettamente crescente nell’intervallo considerato;

risulta inoltre: 96
(@) = ——
(x+4)
in particolare f3 & concava;

per quello che riguarda f dobbiamo ancora osservare che nei puntiz =0e x = 2
essa non & continua;
inoltre f & derivabile per z € R\ {0, 2}

inoltre f ha un massimo relativo nel punto z = 2 e tale massimo vale f(2) =

3

W =

invece f non ha né massimo, né minimo assoluto in quanto non é limitata né
superiormente, né inferiormente;

unendo i risultati precedenti otteniamo il seguente grafico di f:

=)

| ESERCIZIO 21 |

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

f(z) =In (2m\/8 - mQ) .

Si ha:
LE(f) = {xER ‘ { Sf;io }
= {xeR ’0<m<2\@}
pertanto:
LE.(f) =}0,2\/§[;
abbiamo:
lir(r)1+f(x) = —o0,
lim f(z) = -—o0,
x—)(2\/§)7



pertanto le rette di equazione z = 0 e = 2v/2 sono asintoti verticali per f,
inoltre f non ¢ limitata inferiormente;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:

f(z) > 0 se e solo se 2zy/8 — 2 > 1

ossia
f(z) >0 se e solo se 4ot — 3222 —1 <0

da cui si ottiene, considerando I'insieme di esistenza di f,

f(z) > 0 se e solo se 4—\/76>3<x< 4—|—\/T6>3
V63

inoltre f(z) =0 per x =1/4 + =

f ¢ derivabile per ogni x € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
e risulta:

8 — 322
x(8 — x2)

2v/2
3

@) =

V2

2
in particolare si ha f’(x) > 0 per ogni = € ]0, [, f(z) =0 per x = 3

22

e f(x) < 0 per z € T’Q\/i , dunque f ¢ strettamente crescente per ogni

2v/2 2v/2
€ ]0, T\f [,, f(z) =0, f & strettamente decrescente per z € ] T\[, 2\@[ e
. . 2v2 . s ..
ammette un massimo relativo nel punto z = R non esistono minimi relativi;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

1 622 (8 — z2 8 — 32
f (Jf) - ( :L'2(8)—+:L'(2)2 )

si verifica subito che f”(z) < 0 per ogni z € I.E.(f) pertanto f & concava;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
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ESERCIZIO 22

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

flz)= (ln \/H) + Va2 -1

Si ha:

reqg) = {eer| {27, |

= {zeR | -1<z,z>1}

pertanto:
I.E.(f) =] — o0, —1] U1, +o0];

si osserva che f & una funzione pari, dunque il suo grafico ¢ simmetrico rispetto
all’asse delle ordinate e possiamo limitare lo studio all’intervallo [1, +o00[, abbi-
amo:

lim f(z) = oo,
lim M = 1,
r—+00 I

lir+n (f(x)—z) = +oo,
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inoltre:
f1)=0
pertanto non ci sono asintoti per f, e f non & limitata superiormente;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:
f(z) > 0 per ogni z € I.E.(f)

e f(z) =0 se e solo se x = £1;
f & derivabile per ogni « € I.E.(f)\ {£1} perché ¢ composizione di funzioni
derivabili e, in ]1, +o0] risulta:

 Var -1+ 212
/a2 — 1

in particolare si ha f/(z) > 0 per ogni z € ]1,4+00], dunque f & strettamente
crescente per ogni = € ]1,400[, e, per la simmetria del grafico, f ¢ strettamente
decrescente per © € |—o00, —1[, non ammette massimi relativi, il minimo assoluto
& raggiunto nei punti x = +1 e vale zero;

f'(z)

per quello che riguarda la derivata seconda in |1, +-o00[ abbiamo:
22(1+4vV2? — 1)Va? — 1 — (Va2 — 1+ 22%)(22% - 1)
222(2? = 1)va? -1
—22% — (22 — 1)V22 -1
202 (x2 — 1)Va? —1

per cui si ha che f”(z) < 0 per ogni z €]1, 400 pertanto f ¢ concava;

) =

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
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ESERCIZIO 23

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

= fn (520,

SOLUZIONE

Si ha:
LE(f) = {xER 1n<2+42)20}
_ {xeR (2"”_”)21}
4
- {meR 2f§2—\/§,2f22+\/§}
= {mER x§10g2(2—\/§),x210g2(2+\/§)}
pertanto:

LE.(f) = | =00, logy(2 = V3)] U [logy(2 + v3), 00

si osserva che f & una funzione pari, dunque il suo grafico ¢ simmetrico rispetto
all’asse delle ordinate e possiamo limitare lo studio all’intervallo [log2 (2 +3),+o00 [,
abbiamo:

Jim flz) = +oo,
lim M = 0,

r——+oco I

inoltre:

flogy(2+V/3)) =0

pertanto non ci sono asintoti per f, e f non & limitata superiormente;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:
f(z) > 0 per ogni z € I.E.(f)

e f(x) =0 se e solo se & = log,(2 + V/3);
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f & derivabile per ogni z € I.E.(f)\ {log,(2 + \/§)} perché & composizione di
funzioni derivabili e, risulta:

4 T —x
f/(.?(}) _ W(Q —2 )

2(2° —277)

In (242°2) (20 4 27)

in particolare si ha f’(x) > 0 per ogni = € ]log2(2 + \/g),—l—oo[, dunque f &
strettamente crescente per ogni x € ]10g2(2 + \/3), 400 [7 e, per la simmetria del
grafico, f ¢ strettamente decrescente per z € }foo, log,(2 — v/3) [, non ammette
massimi relativi, il minimo assoluto ¢ raggiunto nei punti 2 = log,(2 + v/3), e
vale zero;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:
220 +270) I (Z220) 220 - 27002 (In (2220 + 2)
x —x —x 2
In (242 (27 +2-7)
81n (%) —4(2° — 271)2

(B @

f"(x)

in particolare si ha f”(x) > 0 se e solo se:
20 427"
o(x) =2In (Z) —(2* =272 >0

studiamo la funzione ¢ nell’intervallo |log,(2 4+ v/3), +oo[, abbiamo:

lim p(z) = — (21°g2(2+‘/§) — 2*1%(2*‘@)2 <0,

2 (log, (2+v/3)) "
inoltre:
2T _ 9=
! = 2——— —2(2* —=27%)(2* 4+ 27*
Pla) = 2 2T -2 (42
2T _ 9—w
= -9 221 2—21

quindi, nell’intervallo considerato, ¢'(x) < 0, ossia ¢ & decrescente, dunque
p(z) < 0 per ogni = € ]log2(2—|— \/g),—i—oo[, da cio segue in particolare che
f"(z) < 0 per ogni z € |logy(2 + v/3), 400 pertanto f ¢ concava;

dalle considerazioni precedenti, usando la simmetria rispetto all’asse delle ordi-
nate, otteniamo il seguente grafico:
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| ESERCIZIO 24

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

_[|In (22 —1)]
f@) =\ =
SOLUZIONE
Si ha:
In (22 -
)]
IE(f) = {z€eR v =2
o - 22—-1>0
22— 2540
B z2—1>0
] 22-25>0
= {zeR| -5<z,z>5}
pertanto:

I.E.(f) =]—o00,=5[U]5, +o0];
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si osserva che f & una funzione pari, dunque il suo grafico & simmetrico rispetto
all’asse delle ordinate e possiamo limitare lo studio all’intervallo |5, 400, abbi-
amo:

gplir?j(x) = T
Jm fz) =0,

pertanto le rette di equazione z = 5 e y = 0 sono asintoti, rispettivamente,
verticale e orizzontale per f, inoltre f non é limitata superiormente;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:
f(z) > 0 per ogni = € I.E.(f)

e non ci sono intersezioni con gli assi coordinati;
f & derivabile per ogni x € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
in tale insieme e, considerando che In(z? — 1) > 0 per x € I.E.(f), risulta:

x[2? =25 — (22 — 1) In(z? — 1)]
In(z% — 1)
x? —25

f'(@) =
(22 — 25)° (22 — 1)

in particolare si ha f’(z) > 0 per
z[2® — 25— (22 — 1) In(z* = 1)] >0

essendo z > 0 in ]5, +oo|, studiamo la funzione ¢(z) = x2 —25— (2% — 1) In(z? -
1) nell’intervallo 15, +oc[, abbiamo:

lim+<p(9c) =—-241n24 <0,
T—5
inoltre:

¢'(z) = —2zIn(z? — 1)

quindi, nell’intervallo considerato, ¢'(x) < 0, ossia ¢ & decrescente, dunque
o(z) < 0 per ogni x € ]5,+00[, da cio segue in particolare che f/'(z) < 0 per
ogni x € 15,400 pertanto f & strettamente decrescente per z > 5 e, usando la
simmetria del grafico rispetto all’asse delle ordinate, strettamente crescente per
x < —bH in particolare non ammette massimi e minimi né relativi né assoluti;
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per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

[53% — 25 — (32% — 1) In(2? — 1)] (2 — 25) (2® — 1) In(2* — 1) N

) ) In(z? — 1
(22 — 25)3 (2 —1)"In(z2 — 1) ﬁ

2% [2? — 25 — (2% — 1) In(2® — 1)] [(52% — 53) In(2? — 1) + x? — 25|

(@)

2 _
(@2 — 25)° (22 — 1)2In(a? — 1) %
22
_ (2% — 25) [z* + 2222 + 25] In(2? — 1)
B In(z? — 1)
2 _95)3 (2 _ 1)2 2 _
(2 —25)" (2 — 1) In(2? — 1) Y-
Jr(3U2—1) (223 + 222 —50x—|—25] (In(=? —1))2 (22 —25)2
< 2 —
(a2 — 25)° (22 — ln(x_ 251

usando il fatto che nell’intervallo considerato risulta In(z? — 1) > 1, si ha:
(22 — 25) (2222 4 50) + (22 — 1)* (223 + 22% — 50z + 25)

) ) 2 ) In(z? — 1)
(22 — 25)° (22 — 1) In(22 — 1) —

f'(z) >

non ¢ difficile provare che (22 4 2% — 50z + 25) > per ogni z €]5, +oc], per-
tanto f”(z) > 0 per ogni = €]5,+00] ossia f & convessa per = appartenente a
tale intervallo e, per simmetria, anche per x €] — 0o, —5];

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

y 10-‘-
51
*‘—"—’J - : : : g"*
-10 8 6 -4 2 2 4 6 8 10
5+
10+
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ESERCIZIO 25

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

f(z)=2%Inx

SOLUZIONE

Si ha:
IE(f)={z€R |z>0}

pertanto:

L.E.(f) =1]0,+00];
abbiamo:

lim f(z) = 0,

zggloof(w) = +oo,
f(=z)

x~>+oo €T

pertanto non esistono asintoti per f, inoltre f non & limitata superiormente;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:
f(z) > 0seesolose Inz >0
ossia
f(z) >0seesolosex>1

inoltre f(z) =0 per x = 1;
f & derivabile per ogni « € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
e risulta:

fl(z)=2zxInz+x = z(2lnz +1)

e f(x) <0
€
‘\/E’

1
f ¢& strettamente decrescente per x € }0, 7 { e ammette un minimo relativo
e

1
in particolare si ha f’(x) > 0 per ogni z > , flx) =0perz=—
\f Ve
1
per x € }O, 7 [, dunque f é strettamente crescente per ogni x € ] 400 [,
e

1 1 1
%, ed essendo f (\/é> = "% < 0, tale valore & il minimo

assoluto di f; non esistono massimi relativi,

nel punto z =

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

() =2Inz+3
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(S

in particolare risulta f”(z) > 0 per 2lnx + 3 > 0, ossia se e solo se > e 2,

1 1
pertanto f € convessa per x € ] —, +00 [, € concava per x € }O, — [ eil
T Ve oLt Ve
unto £ = —— & un punto di flesso;
p /o p
dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
.
30T
2T
10T
0 f f f f H—
0 1 2 3 4 5
X
| ESERCIZIO 26 |
Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:
2z
SOLUZIONE
Si ha:
_ In fo] £ 0
ILE(f) = {xeR ’ { 220
= {zeR |z#0,1}
pertanto:
I.E.(f) =]—00,0[U]0,1{U]1, 400[;
si osserva che f(—z) = —f(z), pertanto f & dispari, cioe il suo grafico &

simmetrico rispetto all’origine e possiamo limitare lo studio di f all’insieme
10,1[U]1, +00];
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abbiamo:

Jim f(z) = 0,
[lim f(z) = oo,
zgrfoof(w) = oo,

x~>+oo €T

pertanto la retta di equazione z = 1 & un asintoto verticali per f, inoltre f non
¢ limitata né inferiormente né superiormente, non esistono asintoti orizzontali
né obliqui;

per quello che riguarda il segno di f, nell’insieme considerato, abbiamo:
f(z)>0seesolosex>ee f(z) <Oper0<z<l,1<z<e;

f ¢ derivabile in |0, 1[U]1, +00[ perché & composizione di funzioni derivabili in

tale insieme e risulta:
2lnx — 2

(Inz)?

in particolare si ha f/'(x) > 0 per ogni z € le,+oo[, f(z) = 0 per z = e
e f(z) < 0 per z € ]0,1[U]1,e¢[, dunque f & strettamente crescente per ogni
x € le,+oo[, f & strettamente decrescente per x € |0, 1[U]1, e[ e ammette un
minimo relativo nel punto z = e, usando la simmetria possiamo affermare che
f & derivabile per ogni « € I.E.(f) ed & strettamente crescente anche per ogni
x € |—00, —e¢[, strettamente decrescente per x € |—e, —1[U] — 1, 0[ e ammette un
massimo relativo nel punto £ = —e non esistono massimo e minimo assoluto;

@) =

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

—Ilnz+2
"x) =2—ur
) z(Inz)®
in particolare si ha:
-1 2
f"(z) > 0 per Lﬂ >0
z (Inx)

ossia, per 1 < z < €2, usando la simmetria rispetto all’origine abbiamo che f
¢ concava per —e? <z < —1,0 <z < 1, 2 > e? ed & convessa per x < —e?,

—1<2<0,1<z<e? inoltre i punti 2 = €2 sono punti di flesso;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

flo) = 25
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| ESERCIZIO 27

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

z? — 3z
4—x

flz)=e
SOLUZIONE
Si ha:
IE(fy={zeR |4—x#0}
pertanto:
L.E(f)=]—00,4 U4, +40o0][;
abbiamo:
lim f(z) = +oo,
lim @ = +oo,
Tr— —00 €T
lim f(z) = oo,
LS =0
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pertanto la retta di equazione x = 4 & un asintoto verticale per f e la retta
y = 0 & un asintoto orizzontale, inoltre f non & limitata superiormente;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:
f(z) > 0 per ogni z € I.E.(f);

f & derivabile per ogni « € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
in tale insieme e risulta:

22 — 3z
P = 6(4”’)@xsmi4xl;cﬂ3@
22 — 3z
= ( e )W
(4-2)°

in particolare si ha:
f'(x) > 0 per ogni z € I.E.(f) tale che 2% — 8z + 12 < 0

ossia se e solo se
zxel.E(f)e2<x<6

dunque f @& strettamente decrescente per ogni z € |—o0,2[ U ]6,+0o0[, f &
strettamente crescente per x € ]2,4[U]4, 6] inoltre ammette un massimo relativo
nel punto = 6 e un minimo relativo nel punto x = 2;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

(acz—?)m)
- 2
vy e )[Rzt B (e 2 (812 )
fx) = e 3 + 3
(4—2x) (4-z)
x? — 3z
B e( i-z )136m2+272+m4—328x—16x3
(4 - =)

si verifica subito che f”(z) < 0 per ogni x € I.E.(f) pertanto f & concava;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

| ESERCIZIO 28]

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

3
2 — |z

fla)=2+e
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SOLUZIONE [Si ha:

IE(f) = {z€R |2—|z|#0}
= {zeR |z#+£2}

pertanto:
LE.(f)=]-00,—2[U]-2,2[U]2, +0o0[;

si osserva che f & pari, quindi possiamo restringere il suo studio all’insieme
[0,2[ U ]2, 4o00[, abbiamo:

lim f(z) = +oo,

lirghf(x) = 2

Jm f(z) =3,
f(0) = 24e2

pertanto le rette di equazione x = 2 e y = 3 sono asintoti, rispettivamente
verticale (sinistro) e orizzontale, per f, inoltre f non & limitata superiormente;

. C o . 0 .
il grafico di f interseca ’asse delle ordinate nel punto ( 91 e ) invece non
interseca 1’asse delle ascisse;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:
f(z) > 2 per ogni x € I.E.(f);

in particolare f é limitata inferiormente, ma non ammette minimo assoluto;
f & derivabile per ogni € I.E.(f)\ {0} perché & composizione di funzioni
derivabili in tale insieme e, in |0, 2[ U ]2, +oo[ risulta:

7
f"(z) > 0 per ogni z €]0,2[U |2, 3

in particolare si ha f’(x) > 0 per ogni x € ]0,2[U ]2, +o0[, dunque f & stretta-
mente crescente per ogni = € ]0,2[ U ]2, +oo[, usando la simmetria del grafico
di f rispetto all’asse delle ordinate abbiamo che essa ¢ strettamente decrescente
per x €] — 00, —2[U] — 2,0[ e dunque ammette un minimo relativo nel punto
x = 0, non esistono massimi relativi; ;
33

3
627f/—(x) :_Ze ;

= w

il punto # = 0 ¢ un punto angoloso perché risulta f! (z) =
per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

3
vy 2—a3(7—2x)
N e
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7
si verifica subito che f”(z) > 0 per ogni x E}O,Q[U]Z 3 [, f"(z) < 0 per ogni
7 7
x € }2,+oo {, f"(x) = 0 per z = 3 pertanto, usando la simmetria, f &
. 7 (N .
convessa per ogni x € —5,—2 U] — 2,2[U |2, 3| € concava per ogni x €
7 7 . : 7.
—00, —5 U 3 +o0| e presenta un flesso nei punti x = j:§7 il valore del flesso
7
f (j:2> =2+e?

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

ESERCIZIO 29

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

et + eQz
fw) =1
SOLUZIONE
Si ha:
LE.(f) =R;

inoltre abbiamo:

lim f(z) = 0,
li =

i () +o00,
lim @ = +oo,
r——4oco I

pertanto la retta di equazione y = 0 & un asintoto orizzontale per f, non esistono
asintoti verticali né obliqui, inoltre f non é limitata superiormente;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:

f(z) > 0 per ogni z € R
f & derivabile per ogni x € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
e risulta:

€% + 2¢2%

I =5

in particolare si ha f’(x) > 0 per ogni « € R, dunque f & strettamente crescente
per ogni z € R, non esistono massimi o minimi relativi o assoluti;
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per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

B e” +4€2$

7'(a) =

si verifica subito che f”(z) > 0 per ogni x € I.E.(f) pertanto f & concava;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

ysh

4t

34

o

/1/1-
f F——t1Tt | f f f f H—
5 -4 3 2 a0 1 2 3 4 5

ESERCIZIO 30

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

f(x) =3" —|=|.
SOLUZIONE
Si ha:
LE(f) =R,
abbiamo inoltre:
lim f(z) = —oo,
Jim f(z) = +oo,
flz



pertanto non esistono asintoti per f, inoltre f non & limitata né superiormente
né inferiormente;

il grafico di f interseca ’asse delle ordinate nel punto (1) ;

f & derivabile per ogni « € R\ {0} perché & composizione di funzioni derivabili
in tale insieme e risulta:

/iy ) 3*In3—1 perxz>0
f(x)_{ 3*In3+1 perz <0

in particolare si ha f/(z) > 0 per ogni z € R\ {0}, dunque f & strettamente
crescente per ogni z € R\ {0};

dalle considerazioni precedenti possiamo anche affermare che il grafico di f inter-

2
seca ’asse delle ascisse in un solo punto < 320 x0|33 | > ed essendo f(—1) = —=,
— |To

3
f(0) =1, abbiamo —1 < xy < 0;
il punto z = 0 & un punto angoloso per f perché risulta:

fi(z)=In3—-1,f (z) =In3+1;
per quello che riguarda il segno di f abbiamo:
f(z) > 0seesolose3d”—|z| >0

ossia
f(z) > 0 se e solo se & > xp;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:
f"(z) = 3(In3)?

si verifica subito che f”(z) > 0 per ogni z pertanto f & concava;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

fz) =37 — |a]
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ESERCIZIO 31

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

)

SOLUZIONE

Si ha:
ILE(f)y={zeR |x#0}
pertanto:
LE.(f) = ]-00,0[U]0, +o0;
abbiamo:
lim f(z) = 0,
1iI(I)lif(.’E) = lirglif(x) = +00,
Jim f(z) = +o0
lim f—m) = 4o

pertanto le rette di equazione z = 0 e y = 0 sono rispettivamente asintoti
verticale e orizzontale per f, inoltre f non é limitata superiormente;
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per quello che riguarda il segno di f abbiamo:
f(z) > 0 per ogni x € I.E.(f);

f & derivabile per ogni x € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili

e risulta:
(x 5 1)
3
(x2 — 61‘)

F@) = s

in particolare si ha f'(z) > 0 per ogni z € |—o00,0[U]6,+00], f(x) = 0 per
x =6e f(x) <0 per z €]0,6], dunque f & strettamente crescente per ogni
x € ]—00,0[U]6, +o0[, f & strettamente decrescente per = € |0, 6] e ammette un
minimo relativo nel punto = = 6 non esistono massimi relativi;

e

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

=,

f(z) = e z? — 6x) -g;(Qx —6) — 12 (z — 6))
r—1
e( ’ ) (2% — 12z + 54)

9z

si verifica subito che f”(x) > 0 per ogni x € I.E.(f) pertanto f & convessa;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

ESERCIZIO 32|

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

rx—1
fa) ="
SOLUZIONE
Si ha:
LE(f) =R
inoltre abbiamo:
lim f(z) = -—oo,
Jim fa) = 0,
lim M = +oo,

T——00 I

pertanto la retta di equazione y = 0 & un asintoto orizzontale destro per f,
inoltre f non ¢ limitata inferiormente;
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il grafico di f interseca ’asse delle ordinate nel punto < _01 ) e quello delle

1 .
0 )
per quello che riguarda il segno di f abbiamo:

ascisse nel punto

f(z) > 0 se e solo se x > 1;

f ¢ derivabile per ogni x € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
e risulta: 5
-z

flz) =
in particolare si ha f'(z) > 0 per ogni z € |—00,2][, f(z) =0perz =2¢e f(z) <0
per x € |2,400[, dunque f & strettamente crescente per ogni x € |—o00,2[, f
¢ strettamente decrescente per z € ]2, +0o[ e ammette un massimo relativo nel
punto x = 2, tale massimo ¢ anche assoluto e il suo valore é:

e.’L‘

non esistono minimi relativi;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

3+
=

f(x)

si verifica subito che f”(x) < 0 per ogni z € |—00,3[, f(z) = 0 per x = 3,
f"(z) > 0 per x € |3, 4+00[, dunque f & concava perogni x € |—00, 3[, & convessa
per ogni x €]3,+00[ e ha un flesso nel punto z = 3, il valore del flesso &

73 =5

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
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| ESERCIZIO 33

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

vVr—2
fle) = Y=
SOLUZIONE
Si ha:
IE(f)={zeR |z-2>0}
pertanto:
I.E.(f)=12,+00[;
abbiamo:
f(2) = 0,
Jim f(z) =0,

pertanto la retta di equazione y = 0 & un asintoto orizzontale per f;

per quello che riguarda il segno di f abbiamo:

f(z) > 0 per ogni z € I.E.(f)

f(x) =0 se e solo se x = 2;
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f & derivabile per ogni x € I.E.(f)\ {2} perché & composizione di funzioni
derivabili in tale insieme e risulta:

1
——27 — 2% n2v/x — 2
/ _ 2v/x — 2
f (x) - 221
1-2In2(x —2)

2 (2% —2)
in particolare si ha f'(x) > 0 se e solo se:
1-2In2(z—2)>0
ossia se e solo se:
9 <y < 1+4In2
TS Tome
1+4In2

, [ ¢ strettamente
2In2 [ /

dunque f ¢ strettamente crescente per ogni x € ] 2,

14+4In2

oo +oo[ e ammette un massimo relativo nel punto
n

decrescente per x € }

_ 1+4In2

T tale massimo relativo & anche assoluto e vale:
n

1+4In2 1 1
f( 21n 2 )‘f(2+2m2)_ 1
4222 | vV2In2

il minimo assoluto & f(2) = 0;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

v —4In2(z —2) —14+4(In2)* (z — 2)2
fi) = /o =2z —2)

in particolare si ha f”(x) > 0 per ogni x € I.E.(f) tale che:

In2+1
—Am%x—m—1+4WHf@Fﬂf>0m>n$2+2
n
. In2+1 . In2+1
pertanto f ¢ convessaperx € | ——— +2,+00|, f ¢ concavaperx € |2, ——— +
In 2) (In2)
In2+1
ehaunﬂessoperx:nitJr ;
(In2)
dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
fla) = Y52
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| ESERCIZIO 34

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico al variare di a € R\ {0}:

ax
falw) = er —3
SOLUZIONE
Si ha:
IE(f,) = {zeR |e*—-3#0}
= {ze€R |z#1In3}
pertanto:
I.E.(f,) =]—00,In3[U]In3,400[;
abbiamo:
. _ +oo sea >0
wll,r_noof“(x) - { -0 sea <0’
. —o0 sea >0
mﬁl(lllgg)*fa(x) - { 400 sea<0 ’
. _ +o00 sea >0
I_>1(11§13)+f“(x) - { —00 sea <0 ’
liril fa(z) = 0 perogniacé€R,
inoltre:
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fa(z) a

lim —=~ = ——|
r——00 I 3
) a
lim (fule)=5) = 0,
xr— —00 3
. . a . . ..
pertanto la retta di equazione y = ——x & un asintoto obliquo (sinistro) per f,,

la retta x = In 3 & un asintoto verticale e la retta y = 0 & un asintoto orizzontale
(destro), inoltre f, non ¢ limitata né inferiormente né superiormente;

per quello che riguarda il segno della funzione abbiamo:

pera > 0 fu(x) > 0seesolosez € ]|—00,0[U]n3,+oo[,
pera < 0 fo(z) > 0seesolosexe]0n3[,

inoltre fy(x) = 0 se e solo se x = 0;
fa & derivabile per ogni x € I.E.(f,) perché & composizione di funzioni derivabili

e risulta:
_a(e” —3 —xe”)

fa(w)* (ex_g)g

in particolare si ha f!(z) > 0 se e solo se a(e® — 3 — ze®) > 0, studiamo la
seguente funzione ausiliaria:

o) =" —3 —xe”

si ha:
lim ¢(z) = -3
li = -
Jip o) = o0
p(0) = -2
J) = e

pertanto ¢'(x) & positiva per < 0 e negativa per = > 0, segue che p(z) < 0
per ogni x, dunque risulta:

fi(x) > 0 perognize l.E.(f,)sea<0
fi(z) < 0 perognize l.E.(f,)sea>0

a

quindi f, & strettamente crescente per ogni © € I.E.(f,) se a < 0 e fq &
strettamente decrescente per ogni x € I.E.(f,) se a > 0, non ammette né
massimi né minimi relativi;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

v ae®(ze® —2e” 4 3z +6)
a (‘T) - (ex _ 3)3
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per studiare il segno di f” studiamo la seguente funzione ausiliaria:

Y(x) =xe” —2e" +3x+6

si ha:
Jim 9(z) = —oo
Jm y(z) = oo
P(0) = 6
P(z) = we*—e"+3
—¢(x)

pertanto v (z) & positiva per ogni x < 0, quindi 1 & crescente, in particolare
esiste o < 0 tale che 9(z) < 0 per z < «, YP(a) = 0 e ¢¥(z) > 0 per x > a,
riassumendo abbiamo:

pera > 0 f, & convessa per z €] — 0o, a[U]Iln 3, +o0[, & concava per z €]a,In 3| e ammette un flesso per x -

pera < 0 f, & concava per x €] — 0o, a[U]In3, +0o0[, & convessa per = €]a,In 3[ e ammette un flesso per x -

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

ESERCIZIO 35

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

1— 22

f(x) = arccos ot

SOLUZIONE [Si ha:

IE(f) = {zeR

= rzeR




pertanto:

LE(f) = {—\/i. _ 1} U [1\/5]

si verifica subito che la funzione ¢ pari, quindi basta limitarne lo studio all’intervallo
[1,v2];
abbiamo:

f(l): mf(ﬁ)zo

T
2
inoltre la funzione & limitata:

0< f(z) <m
f & derivabile per ogni = € ]1, V2 [ perché & composizione di funzioni derivabili
in tale intervallo e risulta:

f’(:c) _ 1 —8z

2
1 _ 1’2 2 (1‘2 — 3)
1-{ 35—
4 —3
in particolare si ha f'(z) < 0 per ogni x € }1,\/@[ quindi f & strettamente
decrescente per ogni x appartenente all’intervallo considerato non esistono mas-

simi o minimi relativi interni, nel punto z = 1 la funzione raggiunge il massimo
assoluto mentre nel punto z = v/2 il minimo assoluto;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

—(2? = 2)(1 —2?) (2% = 3) + = (22(1 — 2?) + (2% — 2)(—22))(2? — 3) + 42*(2* — 2)(1 — 2?)

1 (@)
(a2 = 2)(1 —2%) (a® — 3) \/2(2® — 2)(1 — 22) (a2 — 3)°

—2(22% — 112° + 192* + 1422 — 6)
(22 = 2)(1 - 22) (2 — 3) \/2(2? — 2)(1 — 2?) (a? — 3)°

in particolare si ha che, nell’intervallo che stiamo considerando, f”(x) < 0 se e
solo se:
d(z) = 22 — 1125 + 192 + 1422 —6 < 0

poniamo t = z? risulta:
B(t) = 2t* — 11#* + 19> — 14t + 6
abbiamo:
o(1) = -1, ¢(2) = -6
inoltre:
¢'(t) = 8t> — 33t* + 38t — 14

studiando la funzione ¢’ (t) abbiamo: ¢'(1) = —1, ¢'(2) = —146, inoltre ¢ (t) =
24t% — 66t + 38, si verifica subito che nell’intervallo che stiamo considerando
risulta ¢’ < 0 quindi ¢’ & decrescente, in particolare ¢ & negativa in ]1, V2 [, in
particolare f”(x) < 0 pertanto f & concava;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
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ESERCIZIO 36

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

flz) = sin:c—i—QSing.

SOLUZIONE

Si ha:
LE.(f) =R

tuttavia f é periodica di periodo 47 e possiamo limitare lo studio all’intervallo
[0, 4r];

la funzione ¢ limitata e vale —3 < f(z) < 3;

usando la formula di duplicazione per la funzione seno possiamo scrivere:

flz) = 2sin§ (cos% —|—1),

abbiamo:
J(0) = f(4m) =0

inoltre, nell’intervallo considerato, f(x) = 0 anche per x = 27;
per quello che riguarda il segno di f abbiamo:

f(z) > 0 per sing >0

ossia se e solo sel < = < 27;

74



f & derivabile per ogni « € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
e risulta:

f(z) = cosm—l—cosg
2
= 2(608;) —&—cosg—l

in particolare si ha f’(x) > 0 se e solo se:

x <1 x < 1
COS — —1 0 ure cCos— -
2 PP 279

ossia, considerando la limitazione della funzione coseno, se e solo se

T < 1
cos — > —
27 2
2 10 2 10
cioé per ogni x € 0,—7T U i,4ﬂ' , f(x) = 0 per x = —7T,27r,—7r e
3 3 3 3
27 107 .
f(z) < 0 per =z € 303 | dunque f & strettamente crescente per ogni
2w 107 R 27 107
T € 0,? U 7747r , | & strettamente decrescente per x € 33|

. . ™ o .
ammette un massimo relativo nel punto z = 5 e un minimo relativo nel punto

10 2 3V3
T = Tﬂ, il valore del massimo relativo & f (;) = T\f, quello del min-
10 3V3
imo relativo & f ?ﬂ = _T\[’ in particolare si tratta rispettivamente del

massimo assoluto e minimo assoluto della funzione;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

1 T
1" _ o T din
f(z) = sing — 7 sin 5

Il

|

@

jm}

|
/N
N\

Q

@]

wn

0|

+

O |
~~_

1
in particolare si ha che f”(x) > 0 per sin% (2 cosg + 2) ed essendo:

sing > Oper0<z<2rm

= —= 2 —= 4 — 2 5| —= ) , 4w
cos2 > 4:per:z:€}07 arcos( 4>[U} arcos( 4>, [

1
posto 8 = 2ar cos (4) abbiamo che f ¢ concava per x € |0, 0[U]27, 47 — 0]

e f & convessa per x € |0,2n[U J4r — 0, 4x[, i punti = 0,6, 27, 47 — 6, 46 sono
punti di flesso;

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico
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ESERCIZIO 37

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

T+2
= t .
f(z) = arctan po—

SOLUZIONE Si ha:

e - feer | {730, )
- {xeR)0<x<2\/§}

pertanto:
I.E.(f):]()ﬂﬁ[;
abbiamo:
li = -
Jim f(z) 00,
lim f(z) = -—o0,
a:~>(2\/§)7

pertanto le rette di equazione = 0 e z = 2v/2 sono asintoti verticali per f,
inoltre f non é limitata inferiormente;
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per quello che riguarda il segno di f abbiamo:

f(z) > 0 se e solo se 2zy/8 —x2 > 1

ossia
f(z) >0 se e solo se 4t — 3222 — 1 <0

da cui si ottiene, considerando I'insieme di esistenza di f,

f(z) > 0 se e solo se 4— \/44_7

inoltre f(xz) =0 per x = \/4i7

f & derivabile per ogni x € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
e risulta: )
8 —3x
/ —
f (LE) - $(8 —.’1?2)

V2 2v/2

2
in particolare si ha f’(x) > 0 per ogni = € ]0, — [, f(z) =0 per z = —

3 3
ef(x)<0perﬂc€]2\@7

3 2v2 l, dunque f & strettamente crescente per ogni

2/2 2+/2
S ]0, i [,, f(z) =0, f e strettamente decrescente per z € ] T\[

3 ,Qﬂ[e

. . 2+/2 . e ..
ammette un massimo relativo nel punto z = R non esistono minimi relativi;

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

" 62%(8 — 2 8 — 3z
f (13) = ( :L‘2(8)—+{E(2)2 )

si verifica subito che f”(z) < 0 per ogni x € I.E.(f) pertanto f & concava;
dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:
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ESERCIZIO 38

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

f(z) =In|cosx — sinx|.

SOLUZIONE

Si ha:
IE(f)={z€R | cosz—sinx#0}

pertanto:
I.E.(f):{xeR ‘x¢£+kmonkez};

osserviamo che f ¢ periodica di periodo m, quindi basta limitare lo studio
. m™ 5’
all’intervallo |—, — |;
4’ 4
osserviamo ancora che in tale intervallo risulta sinz > cosz, quindi possiamo
riscrivere f nel modo seguente:

f(z) =In(sinz — cos x);

abbiamo:
lir7IT1 +f(x) = —o0,
o ( 4 )
lim f(z) = -—o0,

~(7)
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. . T 5% . . .
pertanto le rette di equazione x = — e © = — sono asintoti verticali per f,

4

inoltre f non ¢ limitata inferiormente;

4

calcoliamo le intersezione del grafico di f con ’asse delle ascisse:

f(z) =0 se esolose sine —coszx =1

ossia se e solo se sinx = 1 + cosx, dacui si ottiene:

T
T = 3, oppure z =

non conviene soffermarci ora sullo studio del

T
75

segno di f, consideriamo invece la

derivata, abbiamo che f & derivabile per ogni x tale che cosx — sinx # 0, cioe

per ogni z € I.E.(f) e risulta:
ossia

flz) =

sinx + cosx
—cosx +sinx

considerando 'intervallo in cui studiamo f si ha:

. ™
SIH:I,'+COSIIJ>OSGGSOIOSQZ<£IJ<7

3
4

T 37 3m
pertanto si ha f/(z) > 0 per ogni x € ] Tl f(z) =0perz= Vi f(z) <0
37 57 R ) . T 37
per x € RE dunque f é strettamente crescente per ogni x € 1 a f
R 3r br [ . .
& strettamente decrescente per z € T 1 e ammette un massimo relativo

nel punto x = R non esistono minimi relativi, il punto di massimo relativo &

3
4

1
anche di massimo assoluto e il massimo ¢& f <> =In (\/5) =5 In 2;

™
in particolare possiamo affermare che f(z) < 0 per z € }0, 5 [ U}

T 3T
f(x)>0perx€]2,2{,

3m

5 ,27r[ e

per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:

— (—sinz + cos z)

f'(z) =

— (sinz + cosz)*

(—cosz + sinz)?

m 5T
si verifica subito che f”(z) < 0 per ogni = € } iR [ pertanto f & concava

4

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

79



057
f /\I f f f /I\I —t— /I>
-5 -4 3 -2 1 1 2 3 4 5
X
05T
-1.0—

| ESERCIZIO 39

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

f(z) = 2sinx + (cosz)?.

SOLUZIONE

Si verifica subito che I.E.(f) = R; inoltre f ¢ periodica di periodo 27 quindi
limiteremo il nostro studio all’intervallo [0, 27], si osserva anche che f & limitata,
infatti da:

—1<sinz<1,0< (cosa:)2 <1

segue:
-2 < f(z) < 3;

abbiamo:
f(0) = f(2m) =1,

per quello che riguarda il segno di f abbiamo f(z) > 0 se e solo se:
2sinz + (cosz)? > 0

ossia se e solo se:
L2 .
—(sinz)” +2sinz+1>0
da cui si ottiene, considerando la limitatezza di sin x:

1-+5

<sinz <1
2
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e in definitiva, nell'intervallo considerato,

1—

E

f(z) > 0 se esolose x € [0,9U]3r —¥,2n] con 7 < V¥ < %r e sind =

inoltre f(z) =0perx =Y ex =31 —d e f(z) <0 per z €]9,37 —VJ;
f ¢ derivabile per ogni x € I.E.(f) perché & composizione di funzioni derivabili
e risulta:

f(x) = 2cosz—2sinzcosx

= 2cosz(l —sinz)

3
essendo cosz > 0 per z € ]O,W{U};%r[el—smx > 0 per ogni z # 5 si

2
, . T 3T s 3T
ha f'(x) >0per0gn1x€}0,§{u —.27r,f(x)=0perx:§e$:—

2 2
T 3w

ef(a:)<0perx€]

2 [, dunque f é strettamente crescente per ogni

7T 3 T 3w
x € }O, 5{ > 2m|, f é strettamente decrescente per ogni x € 7 5 |

ammette un massimo relativo nel punto T = 5 e un minimo relativo nel punto
3
T = 27T essendo f (2) =2e f > = —2 si ha che 2 ¢ il massimo assoluto
e —2 ¢ il minimo assoluto di f;
per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:
() = —2sinz—2(cosz)® + 2 (sinz)?
= 2(2(sinz)® —sinz — 1)

1 7 11
in particolare risulta f”(x) > 0 per sinz < ——, ossia se e solo se T ca< %,
7 11 7 7 11
f”(a:)zOperm:%e 71-f”()<0per0<9r:<—ﬂ-e—7r<96<T7T,

77T 11 1l Il 117
pertanto f & convessa per x € , € concava per x € |0, s Ul|—,27

e ammette flesso nei punti z = ?

dalle considerazioni precedenti otteniamo 11 seguente grafico:
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| ESERCIZIO 40 |

Studiare la seguente funzione e disegnarne il grafico:

f(z) = \/(cosz)? — (sinz)2.

SOLUZIONE

Usando la relazione fondamentale della trigonometria possiamo scrivere:

f(z) = Vcos2x

pertanto si ha:

LE.(f)

{reR | cos2z >0}
{xER ‘ 7g+2kﬂ<2x<g+2kﬂcon kEZ}

= {weR ‘ —%+kw<x<£+lmcon kEZ}

si verifica subito che la funzione é periodica di periodo m, quindi nello studio ci
limiteremo all’intervallo:
[_E q :
4741’

0< flz) <1

la funzione ¢ limitata, infatti:
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e abbiamo:

f & derivabile per ogni z € ]727 g [ e risulta:

—sin 2z

vcos 2z

in particolare si ha f’(z) > 0 per ogni = € }—%,0{, fx) = 0perz =0

fi(z) =

0
e f(z) < 0 per z € }O, 1 [, dunque f & strettamente crescente per ogni x €

s m
]—Z,O{, & strettamente decrescente per x € ]0, Z[ e ammette un massimo
relativo nel punto z = 0, essendo f(0) = 1, si tratta del massimo assoluto, il
s
minimo assoluto ¢ 0 ed & raggionto nei punti 1 Z;
per quello che riguarda la derivata seconda abbiamo:
(sin 22)°

—2cos2xvcos2r — ——=—
v cos2x

cos2x
—2(cos2z)* — (sin 2z)*
cos 2x+/cos 2x

si verifica subito che f”(z) < 0 per ogni € I.E.(f) pertanto f & concava;

(@) =

dalle considerazioni precedenti otteniamo il seguente grafico:

f(x) = /(cosz)? — (sinx)?
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