CALCOLO DI LIMITT DI FUNZIONI CON IL TEOREMA DI
DE L’HOPITAL E CON LA FORMULA DI TAYLOR

ESERCIZIO 1

Calcolare il seguente limite

. sinx —x
lim .
=0 (—CU+.73|.Z‘|+6I—1>

SOLUZIONE

Calcoliamo

. sinx —x
lim )
z—0+ (—m+xw| +er — 1)

essendo |x| = z per > 0 abbiamo:

. sinx — . sinx —x
lim = lim ,
z—0t \ —x +x|z|+e* —1 a0t \—2 + 224 e -1

0
si tratta di un limite del tipo —, si verifica facilmente che valgono le ipotesi del

teorema di de ’'Hopital, applicandolo si ottiene:

. sinz —x . cosx — 1
lim = Ilim [ ———
a—0t \ —x + 22+ e — 1 a—0t \ —1 4 22 + €

Analogamente:

. sinx —x . sinx —x
lim = lim
a—0- \ —z +x|z|+e* —1 a—0- \—r — 22 +e* —1

. cosxt — 1 . —sinz
= lim ———— | = lim =0
z—0- \ —1 — 22 + e* z—0—- \ —2+ €%

quindi possiamo concludere che il limite richiesto esiste ed & uguale a 0.

ESERCIZIO 2

Calcolare il seguente limite

. 2e%* 4 3z z —Inbzx
lim - +
z=54o00 | 3e2¢ + 2sinx ) < 1 )
z2cos | —
T




SOLUZIONE

Abbiamo:

. 2e%* 4 3z + Tz — Inbx

im

z—+oo | 3e22 4+ 2sinx ) ( 1 )
z2cos | —

. 2e%% 4 3¢ . z — Inbzx

lim ——— + lim —————,
z—+003e2® 4 2sinx = x—+oo 9 ( 1)
z2cos | —

00
il primo addendo ¢ un un limite del tipo —, applicando il teorema di de ’'Hopital
6%)

si ottiene:

. 2e%* 4+ 3z . 4e2* 4+ 3 2
lim ———m——— =
z—+003e2® 4 2sinx

= lim —— ==,
z—+o06e2® + 2cosxr 3

Per quanto riguarda il secondo addendo osserviamo

IEIEOO (r —Inbz) = IEIEOO:E <1 - ln;x> = +4o00.
Quindi il secondo addendo ¢ un limite del tipo g, applicando il teorema di de
I’Hopital si ha:

1

i
~1
fim IS x -0,

x?cos | — 2vcos| — ) +sin | —
T T T

2
quindi possiamo concludere che il limite richiesto esiste e vale 3

ESERCIZIO 3

Calcolare il seguente limite
6134*\/572:6 -1

lim

z—0+ 33 — \/E '

SOLUZIONE

0
Si tratta di un limite del tipo —. Si verifica facilmente che valgono le ipotesi del

teorema di de ’'Hopital, applicandolo si ottiene:



1 3
2 o 74T —2x
) €w3+\/5—27: -1 ] <3l’ + 2\/5 2> €
lim —————— = lim
rz—0t 3333 — \/.E r—0t 912 _ 1

N
(6x2\/§ +1- 4\/5) v HVE—22

= lim =—1.

o0+ 1822\/z — 1

ESERCIZIO 4

Calcolare il seguente limite

sin(x+a?2)—cosx—a:—1

z—0 In(l+z)—sinz

SOLUZIONE

Si tratta di un limite del tipo g Utilizzando le formule di Mc Laurin abbiamo

23
sin(x—l—m2) = (a:—i—acz)—m?f)—&—o((m—l—ﬂ)g) :x+x2+o(x2),
quindi
2
sin(z+x2)fcosxf:c71: (x+:c2+0(1:2))7 <1:E2+o(z2)> —x—1.
:%x2+o(z2).
Inoltre

In(1+x)—sinz = (m—x;-i-o(xQ)) — (x—§+o(x3)> =—%2+0(m2).

Percio

sin(x—!—xz)—cosx—x—li. %m2—|—o($2)7 3
230 In(l+z)—sinx 795—»0_1;22 + o(22) -

ESERCIZIO 5

Calcolare il seguente limite



SOLUZIONE

0
Si tratta di un limite del tipo o

Poiché
()=2+()
tan{ — ) =—+o| -],
T T T

eSx e3x

lim ———= lim —— = 1i

T
T——00 <1) | <1> _w—>r—nC>0673m.
tan | — —+of -
T T T

Applicando il teorema di de I’'Hopital, si ottiene

abbiamo

. x .
lim = lim ——— =0.
z——00 g~ 3% z——00 —3e—3%

ESERCIZIO 6

Calcolare il seguente limite

. s
lim =z (— — arctan x) .
xr——+00 2

SOLUZIONE

Si tratta di un limite del tipo 0 - co. Osserviamo che:

s
— —arctanx

1 ’

X

77
x (5 — arctan x) =

quindi, applicando il teorema di de I’'Hopital si ha:

T
— —arctanx 3 2
im 2 — Jim AE2 gy T
z—-+00 l z—+00 _i z—+ool + 22
x 2
ESERCIZIO 7
Calcolare il seguente limite
1
lim (I — arctan x) 2
z—+oo \ 2

SOLUZIONE

Si tratta di un limite del tipo 0°; osserviamo che:



1 i ln(zfarctan z)
— 2
(g - arctanx) 22 = 2

Calcoliamo il limite della funzione a esponente, cio¢

1 (7r ¢ )
— — arc
n 2 rctanx

lim ,
T—+00 l‘z

applicando il teorema di de I’Hépital si ha:

In (5 — arctan ) .

n|(— —arctanzx —

lim 2 5 = lim T l+=

Z—+00 z T=H0 9, (5 — arctan x)

. -1
= lim = .
ToT09x (1 + 22) (5 — arctan x)

D’altra parte
x (1 + xQ) =340 (x3) , per x che tende a + oc.

Quindi abbiamo:

lim =z (1 + x2) (g — arctan q:) = lim 2° (g — arctan x)

z——+00 T—=+00
(5 — axctan) -
— —arctanx —
— lm 2 gy Ltz
xr— 00 (,C_?’ xr—-+00 —3$_4
. 3z
= lim = +4o00.
z—+ool + x2
Quindi:
-1
lim = =0,
P00 (1 + 22) (5 - arctanm)
da cui:
1
lim (z — arctanx) 22 =0 =1,
r——+00 2

ESERCIZIO 8

Calcolare il seguente limite

lim z [arctan(z + 1) — arctan ] .
r——+00



SOLUZIONE

Si tratta di un limite del tipo oo - 0. Si ha:

arctan(z + 1) — arctan x

lim z[arctan(z 4+ 1) — arctanz] = lim
r—+00 r—+00 l
T
1 1
2 1+4a2 2(22 4 1
— lim 1+(1+x)1 — lim v (22 +1) =0
T

ESERCIZIO 9

Calcolare il seguente limite

lim z |In{1+ i — i .
T +00 Inz Inx
SOLUZIONE

Si tratta di un limite del tipo oo - 0, poniamo Inz = y, otteniamo = = €e¥ e

lim z |In 1+L LI lim e¥ |In 1—|—l !
T—+00 Inz Inz y——+o0 y y

< 1) 1 +1
T2 1T T2

= lim ———272 < — [im y
y—+oo e Y y—+00 —e Y
1
1
3 -
Y <1+y> —e?
= lim = lim
y—+oo  —eTY y—Fooyd + y?
ey -1

ESERCIZIO 10

Calcolare il seguente limite

—_— —x
lim xz=-D2ez-1,
r—1+



SOLUZIONE

Osserviamo che

T o :exp( zlnz T )Zexpx(lnx—(a:—l)).

(-1 =-1 (z—1)°
Calcoliamo il limite

lim & (Inz — (z —1))
s—1+ (z—1)°

K
poniamo y = x — 1 abbiamo

lim z(lnz — (z —1)) — lim (z+ 1D (In(z+1)—2x)
=1+ (z— 1) z—0+ x? '

Dalla formula di McLaurin si ha

2
ln(m—l—l)—x:—%—i—o(xQ),permche tende a 0.

Percio

(z+ 1) (In(z+1) —x)

lim 3 = lim 3
r—0t x z—0t xT
2
o= +o(@?) 1
= lim 5 = __
z—0+ T 2

ESERCIZIO 11

Calcolare il seguente limite

lim ¢ L)
z—0+ (1 —cosx)

SOLUZIONE

0
Si tratta di un limite del tipo o Osserviamo che per x > 0 si ha

e—(1+ g;)rim e (1 — elnx,#) _1> e (1 — elns(i?;l)_1>
T
) vato@

(1 —cosx)

e dalle formule di Mc Laurin

1 1 1 1) —si
lim (n(x—i— )_1): lim n(zx+1)—sinz

z—0+ sinx z—0+ sinx




(t-5+0@*)) - (25 +0(?) 2 4o (a2)
= lim = lim 22—~ =0.
0+ z+o(z) a—0+t T+ o(x)
Quindi, ricordando la (1), otteniamo Quindi
e—(1+ )™= In(zt1) _ g In(z+1)—sinz
lim ————— — —eV2lim—22 — _ — ¢/2 lim —
z—0+ (1 —cosz) z—0t 5 Fo0 (x) a—0+ sinz (x + o (x))

=eV?2 lim %2 —|—0($2) = eﬂ.

om0t 2 +o0(22) 2

| ESERCIZIO 12 ]
Calcolare i seguenti limiti:

1
, T4z o ]
0 |(55) ]

. e*sinz? — z2 cosx 2
2) lim : )
-0 \ 2cosz1n (1 4 22) — sin 222
sine — av1 + 23
3) lim

2 Y
=0e2? cos ¥ — (cos )~ + 222
2

. sinx“cosx —xsinz
4) lim
z—0 zln(1+ x)

)

5) 111{17 (g — arcsin x)xil,
6) lim (In(14+z+2?) —In (1+2%) — 1)a?,

x

7) lim 2?arctanz — 2% 4 x.
r——+o0

SOLUZIONE

1) Abbiamo

143 2
(1) ] o ()2
e = exp

1422 rsinx

1+= 9 T — 22 9
ln<1+$2>+a} x1n<1+1+x2>+z —x
r—22 1 [z—22 2+ z— 2%\’ g

= - = 0 Tt —=x
14+22 2\1+22 1422
1
2

@) (1) - (f;ﬁzf“(m?)




_ e —1(x_mz)Q—i-o(xQ):—xQ—&-o(xz).

1+ 22 2\ 1+ 22

D’altra parte
rsinz =22+ o0 (a:z) .

Percio
B G) R i Y )
xsina 224 0(22)
quindi
. ln(114:r;2>+$2_$ —%—l—o(:ﬁ) 1
lim . = =,
T—0 xsinx =0 22 4 o(22) 2
da cui
lim e = lim exp - —=e 2.
z—0 | \ 1+ 22 z—0 Tsinx
2) Abbiamo
0 ; z?
e“sing?—2%cosz = (1 +xz + o(z)) <x2 e +0(a:6)>x2 <1 ) +0(z2)>
2 3 3 s 4 3 3
= (az +x +0(:c ))f <x f?+o(a: )> =x +o(:z: )
e

2coszn (1 +2?)—sin22? = 2 (1 - %2 +0(:132)> (ﬁ - %4 +0(x4)><2z2 _ (2?’;‘2)3 +0(x6)>

—2z* + 0 (m4) .

(2x2 -2t 40 (az4)) - <2:r2 - @ +o0 (x6)>

Quindi

2

i e”sinz? — 2 cosx ? i 2% + o (2°) i L N
im =lim [ ——————2~ | = lim— = 4oo.

z—0 \ 2coszIn (1 + x2) — sin 2z2 -0 \ —2z4 + o (z4) 072

3) 1° modo. Applicando ripetutamente il teorema di de I’'Hopital abbiamo

. _ 3 _ 3>
. sinz —zv1 + a3 . cosz — V1+x° — ot
im = lim _ _
a—0e7% cosx — (cosx)’ + 222 @—02xe™” cosx — e’ sinz + 2sinz cosz + 4a

o _ 32 _ 6> 9x®
SIMT — 5 1+23 2/ 1423 +4(1+z3)

= lim
- : 2 2
©—02¢%” cosx + 4a2e*” cos x — 2we®” sinw — 2ze” sinx + e** cosx + 2 (cosz)” — 2 (sinx)” + 4

=0.



2° modo. Utilizziamo la formula di Mc Laurin abbiamo

T o(@?) —a (1 Lo, (x3)>

sinx—m\/l—l—x:‘:x—?—l—o 5
3
x
=g tol@)

e
1 1 2
i ) (xz)) — (1 — ixQ +o0 (xQ)) +272

e* cos z—(cosz)°+22% = (1+2%+0(2?)) (1 2

:1—!—11:24—0(3:2)—(1—x2+0(x2))+2x2=§z2+0(a:2).

Percio
. sinx —zv1 + a3 . —%? + 0 (%) .5
lim . 5 :hmﬁ:hm = =0.
v—0¢e2% cosx — (cosx)” + 222 20 gx2 4 o(z?)  @—0 F
4) Abbiamo
2 2 z° 6 [ 2 z? 3
sinzcosx—rsinx = <a: — §+0($ )) (1— §x —l—o(a: ))—x (a:— g—l—o(aj ))
2 14 4 2 ! 4 Ly 4
=2 — -zt +o(a’) - (2°——+o0(z") ) = —5a2" +0(z?)
2 6 3
e
zln(l+z)=2"+o0(z%).
Percio
. sinz2cosx —xsinx . f%x4+o(:z:4) . 1,
lim = = lim — —x* =
0 zln (14 x) =0 2+ 0(x?) =0 3
5) Abbiamo
x—1 .
(E — arcsin LE) _ e(zfl) ln(%farcsm m)
Ora occupiamoci del limite
lim (z— 1)1 (w . )
im (x—1)In(—= —arcsinz ) .
r—1- 2
Risulta
In (Z — arcsinzx
lim (z—1)In (E — arcsinx) = lim (2 T )
r—1— 2 r—1— —_—
r—1
e, applicando il teorema di de I’Hépital, otteniamo
- . _ 1 2 3/2
In (% — arcsinx Vg -1 1—
lim —(2 T ) = lim % 11—z2 = lim 7(33 ) = lim 7( z) =
r—1— p— r—1— —W rz—1- v/ 1 —352 r—1— ;L'\/l—f—.’l,'

10



Quindi
. T . rz—1
lim <f — arcsin :1:) =1.

rx—1— 2

6) Abbiamo

1 142+ 22 1
2 2 2 2
2 (n (14— DY Cpe(r L ) (L)
=X n e — — = — — ol — —
1+ 22 x 1+22 2 \1+422 x? x

- (‘x<11+z2> ‘;<1+mx>+<xl>> :_;uf;f“(”'

Quindi

. 9 9 1 9 . 1 xt 1
lim ln(1+z+x)fln(1+x)ff = lim — s =z
T— —00 €T T— —00 2 (1 + SCQ) 2
7) Abbiamo
arctanz — T + 71
lim z2arctanz — ExQ + 2z = lim 2 .
T——+00 2 T——+00 1‘72

Ora, applicando il teorema di de 'Hopital, abbiamo

1 —2
. 7 — & 2x
lim 1t

= 1l =0.
—2z-3 2=t 1 + 22

arctanx — % +a 1

im

r— 400 ;[;*2 xr——400

ESERCIZIO 13

Discutere la seguente affermazione:

1
222 sin ()

. T
lim ——~%

z—0+ T +sinzx

0
non esiste, infatti , poiché é del tipo 0’ applicando il teorema di de I’Hopital, si

1 1 1
222 sin < 4drsin | =) —2cos | =
. x x x
lim =
1+ coszx

z—0+ T +sinx
I’ultimo limite non esiste, quindi non esiste neppure il limite di partenza.

SOLUZIONE

ha:

11



Si applica in modo errato il teorema di de I’Hopital infatti non & vero che se
esiste il limite del rapporto delle funzioni allora esiste anche quello del rapporto
delle derivate. In questo caso abbiamo

222 sin (1) 2x sin (1>
m@f . ) . T 79:0.

= lim ——% = lim ——% =
z—0+g(x) a—0t z+sinz z—0F g ST 2
T

ESERCIZIO 14]

Trovare l’errore nel ragionamento che segue:

. 4x — cosx
lim —
z—+o00 3x + sinx

00
non esiste , infatti , poiché ¢ del tipo —, applicando il teorema di de I’'Hopital,
00

si ha:

4x — cosT . 4+ sinz

im - = lim ——;
z—+oo 3x +Sinx  z—+oo3 + cosx

I’ultimo limite non esiste, quindi non esiste neppure il limite di partenza.

SOLUZIONE

Si applica in modo errato il teorema di de I’Hopital infatti non ¢ vero che se
esiste il limite del rapporto delle funzioni allora esiste anche quello del rapporto
delle derivate. In questo caso abbiamo:

4 COSZ
. 4x —cosx . - 4
lim —F~ = lim ——%— =_ .
z—+oo3xr +sinxr  z—+oo 34 S x 3
x

12



FORMULA DI TAYLOR.

ESERCIZIO 1

Scrivere la formula di Taylor di centro 0 e grado n con il resto di Lagrange di
fl@)=01+2)"?  zel-1,+o00.

SOLUZIONE

Abbiamo

fil@)=50+2)"7,

(3

£ (@) = 1 (; - 1) <; (n- 1)) (1+2)* ™  perneN.

Quindi il polinomio di Taylor richiesto & dato da
1 1 /1 1 ™
e il resto di Lagrange ¢ dato da
1 /1 1 gt (147"
n == lz=1)..|=z—- ,
B (@) =5 <2 ) (2 ”) (n+1)!

dove £ & un punto opportuno dell’intervallo di estremi 0 e x.

ESERCIZIO 2

Scrivere il polinomio di di Taylor centrato in 0 di grado 4 della funzione

[ Y

o

—1) (1+z)" 2,

N =

[ () =

fx)y=¢€e"log(1+2x) ,ze€][-1,+00[.

SOLUZIONE

Poiché f & derivabile almeno quattro volte possiamo applicare il teorema PINKO
PALLO. Ricordando che

k=0
e

. k—1 z* 4

ln(l—&-x):];(—l) ?—i—o(m),
abbiamo
4 fEk 4 il,'k
e’log(l+z) = i + o0 (2%) Z(fl)k*1 = + o (z*)
k=0 k=1



k=0 k=1
Si ha
4k 4 k 2 3 4
x k-1 7T 4
k=0 k=1
e, quindi,
- 2?2 3 2t 4
elog(1+x):x+3+?f€+o(az)

Quindi, per il summenzionato teorema, il polinomio di Taylor richiesto & uguale
a
N x? N x> ot
T+ —4+ = - —.
2 3 6

ESERCIZIO 3

Utilizzando il risultato dell’esercizio precedente calcolare la derivata quarta in
0 della funzione

SOLUZIONE

Poiché

fx)y=¢€"log(1+2x) ,ze]-1,+00[.

z? 23 2!
“log (1 = -t == 4
e’ log (1+ x) x—|—2+3 6+0(x),
si ha )
D* (% log (1 + )0 = (41) <_6> = —4.
ESERCIZIO 4
Verificare che
n . a2kl _—
arctanx = kZ_l (-1 ST +o(x ), per  che tende a 0. (2)
SOLUZIONE
Posto i
n 2k+1
Pa) =Y (-1)F 2
© =3V Gy

per verificare la (2) basta applicare il teorema di Taylor-Peano. Percio & suffi-

ciente verificare che
. arctanx — P (x)
lim ——M—~

£—0 x2n+1

=0. (3)

14



Applicando il teorema di de I’'Hopital si ha

n

k
e~ ) (D) e

arctanz — P (z)

lim ——————~ = lim k=0
z—0 r2ntl z—0 (2?’L + 1) x2n
Ora o
n n 2\
k 2k _ 2k_1_(_x)
RIS Sy ) L
k=0 k=0
quindi
n
k
1-5-% o Z (_1) x2k n+1
. E=0 . (—=1)"" 2?
lim = lim =
Da cio segue la (3) e quindi la (2).
ESERCIZIO 5
Calcolare In 2 con approssimazione inferiore a 10"

SOLUZIONE

Utilizzando la formula di Taylor di In (1 + ) con il resto di Lagrange abbiamo
che esiste £ € ]0, 1] tale che

e (1"
In2=In(1+1) = .
n n(l+1) ; L (1+§)n+1 (n+1)
Percio 1
I I 1
S P e e

Scegliendo n = 9 e si ha

e, poiché

(=)t 1879
L = 074563
k; k 2520 ’

otteniamo che un valore approssimato a meno di % di In2 & dato da 0.74563.

ESERCIZIO 6

. . . . . 1
Calcolare sin 1 con approssimazione inferiore a —.

100

15



SOLUZIONE

Utilizzando la formula di Taylor di sinz con il resto di Lagrange abbiamo che
esiste £ € ]0, 1] tale che

sinl = Z(2k+ 1)!

k=0

|sin | 1
(2n+2)! " (2n+2)V

Scegliendo n = 2 si ha

2

. (—1)* 1
1-— — | < =
i ];O(Qk +1)!| S 720
e, poiché
2 k
(-1) 101
) (084167
;)(21@ +1)1 120 ’

1
otteniamo che un valore approssimato a meno di 100 disin1 ¢ dato da 0.84167.
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