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Sistemi di travi coassiali

Applicazione del metodo dell’integrazione della linea elastica



Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

Insegnamento:  Scienza delle Costruzioni
Docente: Mario Fagone -h\
Argomento: Metodo dell'integrazione della g{ (fg;
linea elastica —~——
T .
Esercizio
F q Per la struttura schematizzata in figura si
| LA TTTITITTIT calcoli lo spostamento verticale delle
" 1 a ; " sezioni B, C e D utilizzando
] “~ B 'C —Q—-\I—g 1. il metodo dellintegrazione della linea
. I — [ —e—p — T elastica del quarto ordine

2. il metodo dellintegrazione della linea
elastica del secondo ordine

3. il metodo della sovrapposizione degli
effetti

Su tutto il tratto 4B & presente la
distorsione termica “a farfalla” indicata in

figura.
Il vincolo D ha un cedimento verticale pari
a 9.
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Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

Insegnamento: Scienza delle Costruzioni

Docente: Mario Fagone -h\

Argomento: Metodo dell'integrazione della g{ ({5;
linea elastica —

Esercizio: linea elastica del quarto ordine

F q
A!_'_"Zli (3——»245 D
I At B C —Q_'I‘S'
o L — [ —— [ —

Tratto AB (0 <z, <L)

T(l)(zl): _J.‘I(Zl)dzl <)

y

M.S)(Zl ) = jTy(l)(Zl )dzl TSy

Tratto BD (0 <z, <L)

T}fz)(zz ) = _IQ(Zz )d22 <)

M)EZ)(Zz ) = J-Ty(Z)(Zz )dzz TCy)

Iniziamo con il metodo dell’integrazione
della linea elastica del quarto ordine.

Si definiscono le funzioni delle
caratteristiche della sollecitazione, della
curvatura, della rotazione e dello
spostamento verticale in entrambi i tratti
omogenei della struttura.

Sul tratto AB non vi € carico ripartito,
mentre sul tratto BD & presente un carico
ripartito verticale costante.

Si osservi che la distorsione termina
presente sul tratto 4B induce curvature
anelastiche “negative” (tende ad allungare
le fibre longitudinali poste dal lato delle

y>0).
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Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)
Insegnamento:  Scienza delle Costruzioni

Docente: Mario Fagone
Argomento: Metodo dell'integrazione della gf
linea elastica ~———_
Esercizio: linea elastica del quarto ordine
F q Integrando le equazioni differenziali di
| LA TTTITITTIT equilibrio e di congruenza si ottengono
N 1 == " allora le funzioni indicate a fianco.
| N B Ty
. L — [ —— L2

Tratto AB (0 <z, <1) Tratto BD (0<z,<1)
T;Z)(ZZ)ZCI(z)—qu

2
z
M.EZ)(Zz ) =C )22 TG — 4 72

|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
c,Z +¢ 2a At | 1 z?
Z,il)(zl): )% T O : Z'£2)(ZZ):7EIX [cl(z)z2+c2(2)—q22j
|
|
|
1
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|

1 z? 20 At ) z 2
N )(Zl) El (01(1) 21+C2(1)le+cz(1) T m P (Zz) = ZIX (3C1(2)22 + 662(2) —4qz; )+ S(2)
1 2 : o\ z z
vol)( l); EIX [cl(l) 6] z(l)j C31)%) + Vo (Zz)z 7 Cl(z)z+62(z)? C3(2)22
alAt , q Z;
4(1) T 1 4(2) WME]
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Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

linea elastica

Insegnamento: Scienza delle Costruzioni
Docente: Mario Fagone .
zver % Argomento: Metodo dell'integrazione della F /y‘,;
ar— . ’ ’

Esercizio: linea elastica del quarto ordine

Le condizioni al contorno per la struttura in

r q
| AL l l I l l l l | | I l esame sono le seguenti
Pl w—Cer = D NODO 4
1 - —— 1
l — At B C 1_5 vz =0)=0 === compatibilita con il vincolo
¢ L — [/ —— [ — p(z,=0)=0 == compatibilita con il vincolo
Tratto AB (0<z,<L) Tratto BD (0 <z,<L)
NODO B
T;(l)(zl ) =) Ty(Z)(Zz ) =Cp)—942;

’(z,) L O A 1.7,
?.\2 El 1) T A 3(1) i
1 2 2
Vél)(zl)g I [ 1(1)E]+ 2(1)) CA T+
alt ,
4(1) h 1

2
z
M.EZ)(Zz ) =C )22 TG — 4 72

1 z?
Z,£2)(Zz ) = E[x[cl(z)zz +C0)—4 sz

y4
721(36'1(2)22 + 6C2(2) -

1 z z2
VSZ)(Zz ) = _H(CI(Z) Ez +Cy2) ;j ~G2)%2

4
9z

ATy

qu )+ S(2)

v((Jl)(Zl = L): V(()Z)(Zz = 0)

MY(z,=L)=0

¢== continuita dello spostamento
== cquilibrio alla rotazione

é== cquilibrio alla rotazione

== cquilibrio alla traslaz. vert.

é== compatibilita con il vincolo

é== cquilibrio alla rotazione
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Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

linea elastica

Insegnamento: Scienza delle Costruzioni

Docente: Mario Fagone .

Argomento: Metodo dell'integrazione della F /y‘,;
ar— . ’

. T A, n

Esercizio: linea elastica del quarto ordine

Esplicitando le precedenti condizioni al

24EI, L h

F q
| LA [TTTTTTTTT contorno si ottiene un sistema di otto
=== 1 e " equazioni lineari in otto incognite la cui
] X, B C —0'—-1-5- soluzione € la seguente:
_______ =F+%
o L — L2 —— L2 —* i) 5
Tratto AB (0 <z, <L) Tratto BD (0 <z,<L) (2F +4L)L
| 20) = 9
T;(l)(zl ) =) : T;Z)(Zz ) =Cp)—942;
| ¢30) =0
M)(c])(zl)_c](l)zl 6y : Mf_z)(zz)=cl(2)zz +cz(2)—q§ Ca) = 0
I L
: 1 2 cl(z) - q?
Z(l)(zl): C1(1)Z]15;Cz(1) 20;ZAZ : Z.iz)(zz):E[[Cl(z)zﬁcz(z)_qzzzj
A I ' €y =0
o"(z) Ell (01(1) 2‘ +C2<1)le+cz(1)_20;lm Zli ¢’.£2)(Zz):62T21(3cl(z)Zz +6C2(z)_qZ§)+C3(z) ) ZM_Q_,_Q_AIL
1 1 Z]3 2 :
Vé)(zl)g I [1(1)6+ 2(1)] Gzt :
ahi |
4(1) h 1

3 2
Yo )(Zz); E (51(2)262+Cz(z)222j C32)%2 5 5
2FhL+hLlg+6FE1 oAt
Co = q x
92 - GEIh
“0 T aE] ’
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Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

linea elastica

Insegnamento: Scienza delle Costruzioni

Docente: Mario Fagone .

Argomento: Metodo dell'integrazione della i ({5;
ar— . ’

—————a

Esercizio: linea elastica del quarto ordine

F q
A!_'_"Zli (3——»245 D
| -At B C _Q_I
o L — [ —— [ —

Tratto AB (0 <z, <L)

qL

(z] —ZL)Z] _2aMt B
2F1, ho

o)=(F+ L)

2

aL
F+ , aiAt ,

72(3L—zl)zl +72I

V(()])(Zl); 6E]

Tratto BD (0 <z, <L)

L
Ty@(zz): Q[E_sz

Z,Sz)(zz):%]x( _Zz)zz
@) — FL LNLZ -5
@, (22) [3E[,\' + i I
2)(; )~ FL LAt]j -2
Yo (22)_[3151_‘, h L

Sostituendo le equazioni cosi determinate
nelle funzioni delle entita statiche e
cinematiche dei singoli tratti della struttura
si ottengono le espressioni indicate a
fianco.

NOTA.

Le equazioni cosi ottenute possono essere
difficili da gestire manualmente per
I'allievo. In questi casi, in sede d’esame &
richiesto di svolgere I'applicazione del
metodo almeno fino alla corretta scrittura
delle condizioni al contorno (senza ricavare
le espressioni esplicite delle funzioni
indicate a fianco).

)

+2;
L 2

24E1,

q

+
24E1,

1, qBL+6L23-42)

(414302, -2L23+2})
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S . Docente:
Leereze Argomento:

Insegnamento:

Mario Fagone

linea elastica

Esercizio: linea elastica del secondo ordine

(gL/2+F)L F q
Pl w—C |
l —Af BI :C

[ L
qL/2+F

—“”IMU T

qL/2 Tratto AB (0 <z, <L)

Tfl)(zl): F+%

L
()= [F+q2

=o'z

|

M0()=(2F g )2 E

z—L 2ait
EI h

¢,£1)(Zl ) = J‘Z)(cl)(zl )dzl +ay

dzl +ay

Metodo dellintegrazione della gf /ﬂ.:\

————— oy

Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)
Scienza delle Costruzioni

Procediamo adesso con il metodo
dellintegrazione della linea elastica del
secondo ordine. Le reazioni vincolari, le
leggi ed i diagrammi delle caratteristiche
della sollecitazione sono quelli indicati in
figura e di seguito.
' Tratto BD (0 <z,<L)

T.»(Z)(Zz): Q(g_zz)

MEe)=

&)

2

(2)

Vo

(L Zz) Z,

N\Q

Utilizzando la relazione costitutiva tra
momento e curvatura ed integrando si ha

Zi—z)(zz)

ZEI (L Zz) Z)

(Zz ) = J‘Z)(CZ)(ZZ )dzz +az)

(Zz ) = _j 50)((2)(22 )d22 Ty
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Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

Insegnamento:  Scienza delle Costruzioni
O Docente: Mario Fagone .-‘\
Leerrze Argomento: Metodo dell'integrazione della gf /y‘,é
linea elastica ——— ’
. Tar—ea, ny .
Esercizio: linea elastica del secondo ordine
(¢L/2+F)L F q Imponendo le seguenti condizioni al
| L Af TTTTTTTTTT contorno
Pl w—C | | Nodo 4
l — At B ' I o "((Jl)(zl = 0) =0 ¢== compatibilita con il vincolo
[ L pW(z,=0)=0 é== compatibilita con il vincolo
gLI2+F Nodo B
vz, =L)=v(z, =0) é== continuita dello spostamento
4| TImT]
vz =1)=0 @== compatibilita con il vincolo

risolvendo rispetto alle costanti di
integrazione e sostituendo nelle
espressioni dello spostamento verticale e
della rotazione si ottengono le stesse
funzioni di spostamento e di rotazione
determinate utilizzando il metodo di
integrazione della linea elastica del quarto
ordine.
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Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

Insegnamento:  Scienza delle Costruzioni
A, Docente: Mario Fagone r.
veereze Argomento: Metodo dellintegrazione della gf /y‘,:\
linea elastica —
Esercizio: linea elastica
° L L2 e L2 e In figura si riporta il grafico (amplificato)
(qL/2 T )L A r T della linea elastica. Si osservi che la

] A : D curvatura ha segno opposto nei due tratti

—O—T-g di trave.
-------- Gli spostamenti dei nodi B, C e D si
ottengono sostituendo la loro ascissa nelle

qLI+F

! | qL/2 leggi della linea elastica come indicato di
L2 seguito:
b LU L e S
! vB=v(()])(21=L)=v(()2)(22=0)= 2 +a ZLZ
: 3EI h
| : I :
; | | | e (F+quL .
: : : vczvgz)[zz—jz—q + 2 a t +0 (/2=
! ! ! 2) 384EI 3E1,
; : : 5 qL4+vB+5
384E1 2

v =v§(z2 =L)=5
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Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

linea elastica

Insegnamento: Scienza delle Costruzioni

Docente: Mario Fagone .

Argomento: Metodo dell'integrazione della F /y‘,;
ar— . ’

—————a,

Esercizio: metodo della sovrapposizione degli effetti

o= L2 =o— L2 =*

L
qL/2+F F qL
| + At 2

IRRRRRRNEEY
1qL/2 ___I___

Le componenti di spostamento richieste
nel presente esercizio possono essere
facilmente determinate utilizzando il
metodo della sovrapposizione degli effetti.

Le reazioni del vincolo interno sono quelle
indicate in figura. E evidente che il tratto
AB € equivalente ad una mensola caricata
da una forza verticale P=F+¢L/2 e da una
distorsione termica a farfalla. Utilizzando i
risultati sintetizzati nella sessione teorica
della presente lezione si calcola

Ve = V() T Va(a)

Mario Fagone
Universita di Firenze

e-mail: mario.fagone@unifi.it; tel. 055 2756831


mailto:mario.fagone@unifi.it

Corso di Laurea: Architettura (quinquennale)

Insegnamento:  Scienza delle Costruzioni
A, Docente: Mario Fagone .
C S L7t xC Argomento: Metodo dell'integrazione della f /y‘,:\
linea elastica ~———

Esercizio: metodo della sovrapposizione degli effetti

(qri2er - Fl i L2 L2 e Analogamente( lo spostamento verticale
| At o [OTTTTITTTOT del nodo C puo essere c.aIcoI.ato . .
______ @ * " sommqndo gli effetti (;Iel cgdlmeqtl degli
B 1 B C —Q—"I“g estremi (v.,,) e del carico distribuito vc(,
i qL/2 VC(L ________ Ve = Vo) Vo) = (vB+5)/2+ 5 4L

384 E1,

Infine, lo spostamento verticale del nodo
D deve essere compatibile con il

"""" @] | 'p  cedimento vincolare e quindi deve essere
, N —Q_I-5 Vv, =0
e Vo =04 +0)2 o Y - "’ . -
L — Utilizzando la stessa procedura e possibile

calcolare tutte le altre componenti di

spostamento (come ad esempio le
IRNRNRNNNEY rotazioni dei nodi che abbiamo

%\i/ﬁ@ considerato) o le loro leggi.

b 5 al
W 384 ET
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