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Primo esercizio

E’ data una particella di massa m = 1 vincolata a muoversi sull’asse = e soggetta soltanto ad una forza la cui energia
potenziale ¢
e—(l?

Vi(z)= T
— + 1‘2

2

(‘a). Si stabilisca per quali valori dell’energia meccanica E si possono avere moti x (¢) limitati.

(b). Sitraccino, al variare dell’energia meccanica F, le orbite le piano delle fasi.

(¢). Considerando le condizioni iniziali z (0) = —4, e x (0) = 0, si determini la velocita x () per t — +o0.

Secondo esercizio

Una particella di massa m = 1, & vincolata a muoversi sulla superficie liscia ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z
la funzione z = Inz. La particella e soggetta soltanto alla forza peso che & diretta nel verso opposto dell’asse z, e, per
semplicita, si ponga g = 1.

(@ ). Siindividui la base locale del piano tangente e si esprima la velocita della particella rispetto a tale base.

(b ). Scrivere la funzione di Lagrange della particella, determinare ’energia potenziale efficace e tracciarne approssima-
tivamente il grafico.
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SVOLGIMENTO

Primo esercizio

(‘@) . Per rispondere alla domanda ¢ necessario tracciare il grafico di V' (z). Si nota subito che la funzione V (z) ¢ definita
Vo eR,eche V(z) >0,V z. Inoltre lim, ,_ V (z) = 400, mentre lim, 1~ V (z) = 0. Facendo la derivata otteniamo
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1l grafico di V (z) @ riportato nella seguente figura

Quindi V' (x) > 0, per Zmin < & < Zmax, dove

Tmin

-0.3.

Quindi, ponendo

242
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Viin =V (xmin) 5 ~ 1 6,
L, (2= V2
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Viax =V (xmax) = ~ 2.3,




dall’analisi del grafico deduciamo che possiamo avere orbite limitate soltanto se Vi, < E < Vipax-

(b ). Nella sovrastante figura ¢ schematicamente riportato I’andamento delle orbite nel piano delle fasi. Notiamo subito
I’energia meccanica E deve essere positiva. Per ¥ > V.« si hanno orbirte illimitate, per Vinin < E < Viax, Si hanno sia
orbite limitate che illimitate. E = Vj,ax, corrisponde alla separatrice, mentre se 0 < E < Vj,;, abbiamo orbite illimitate.
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(¢ ). In base alla conservazione dell’energia abbiamo

.2
V() + 50 =E, (1)
dove ) ot
.2
E=V(z(0)+-1 (0) = = ~33.
—_— 2 33
V(—4) v

E’ facile mostrare che E > Viax, e, di conseguenza, la soluzione x (¢) & illimitata, cioé per ¢ — oo, si ha = (t) = +oo.
Siccome V (z) — 0 quando x — +o0, sfruttando la (1), abbiamo che

lim {V( 1) = Vi(z)+ li 12 g
Ap V@t )= Ve e sr =F=5
N———
=0
: 4et
e quindi limy_, 4o = %%2.6.



Secondo esercizio

(@ ). La superficie di rotazione (rappresentata nella sottostante figura) puo essere cosi parametrizzata

y(r,p) =rsing, re(0,+00), ¢€[0,27).

Quindi i parametri lagrangiani sono r e ¢. La base locale del piano tangente ¢ data da

xr 1
u, = —— = cospe, +sinpe, + —e_ ,
or r
ox .
U, = % = —rsinpe; + rcos e, .

La velocita della particella, espressa rispetto alla base locale del piano tangente, e

T =ru,+Qu, . (2)

(b). La funzione di Lagrange ¢ £L =T — Vpeso , dovel Vpeso = z(r,p) = lnr . Per quanto riguarda l’energia cinetica

1Si ricordi che mg = 1.



abbiamo

Quindi
1 1Y .2 .2
£—2{<1+72)r +r2<p}lnr.

E’ facile mostrare che ¢ € variabile ciclica. Di conseguenza

oL
- = AO )
d¢

dove A, € una costante. Abbiamo dunque

‘ .A,
2o =4,, = ¢ = . (3)

r2

Per determinare ’energia potenziale efficace sfruttiamo la funzione di Hamilton H =T + V, cioe

1 1.2 1 N2
H:2(1+T2>T +§T2(Qﬁ) +1H7”
2
A()

rd
Si ottiene quindi
Az 1
Verg (r) = 707"72 + Ilnr.
Per disegnare approssimativamente il grafico di Veys (r) si suppone innanzitutto che A, # 0. Si osserva poi che
lim, o+ Veps (r) = 400, e che lim, o0 Vesy (r) = 400 . Inoltre
1 r2— A2

1
! _ 2 _ )
eff(’r)__AO,r,ig—"_;_ ’/‘3 .

Quindi Vs () presenta un minimo in r = iy, dove rmin = |4,| . Il grafico di Vs () & riportato nell’ultima figura.
Nel caso in cui A, = 0, allora Vs (r) coincide con l'energia potenziale dovuta alla forza peso, cioe Vess (1) =Inr.

(¢). Se la particella percorre un’orbita circolare di raggio 1 allora 7 (t) = 1, ¥ ¢, e quindi r (t) = 0. Cid potra accadere
se il minimo dell’energia potenziale efficace cade in corrispondenza di r = 1, cioe se

™min =1, = |4,]=1, = A,==l.
Sfruttando la (2) si ha
x(t) =r(t) ur+ o) u, = ¢ (t)uy,
N
=0
ovvero, sfruttando la (3)
z(t)=Aouy, =Fu,, YV t.
z (0) = +u,,

dove u, = —sin p,e; + cos p,e,, essendo , il generico angolo iniziale.
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