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Primo esercizio

Un punto P di massa m = 1, & vincolato a muoversi su una superficie di ottenuta ruotando attorno all’asse z la curva

xr =

T La superficie ¢ liscia ed il punto ¢ soggetto alla forza peso (per semplicita si consideri g = 1) diretta nel verso
z
opposto dell’asse z.

(a). Siscriva l'energia cinetica della particella.

(b ). Dire, motivando la risposta, se esistono o meno configurazioni di equilibrio.

Secondo esercizio
Un’asta rigida AB di lunghezza 2] e massa m ¢ vincolata in un piano verticale ed i suoi estremi sono vincolati a scorrere

su una parabola di equazione y = 2 dove a € una costante positiva. Il sistema e soggetto alla sola forza peso diretta

come in figura ed i vincoli sono lisci. Si usi la coordinata x del centro di massa P, come parametro lagrangiano.

(@ ). Determinare le posizioni di equilibrio dell’asta al variare della sua lunghezza .

(b). Scrivere l'energia cinetica dell’asta.






SVOLGIMENTO

Primo esercizio

(a). Se ¢ ¢ l'angolo che la proiezione del vettore (P — O) sul piano z, y forma con lasse z, abbiamo la seguente
descrizione parametrica della superficie data in trmini di z € R, e di ¢ € (—m, 7]

z € R,

T =5 1_1_ 7 CO8 ¥,
Yy = 227—'—1 sin @.

I vettori della base del piano tangente sono
o(P—-0) -2z ( s )+
u, = = cos ey + sin pe e,
d(P—-0) 1 )
U, = = (—sin pe, + cos pey) .

O 2241

Scriviamo dunque l'energia cinetica della particella P
o Uy U, U, Uy z
( S ) U, U Uy - U )
2 Up Uy Uy ®
) 422 -2 1 .2
|z :
(Z+1)° 2+

( b). Per stabilire se esitono o meno configurazioni di equilibrio bisogna analizzare I'energia potenziale efficace. Scriviamo
dunque la funzione di Lagrange’

1 422 .2 1 o2
L=T-V==:|(14+— ) +—— 0 | -2
) Ay 1)

da cui emerge immediatamente che ¢ & coordinata ciclica

oL 1 :
_— = — = o — 1
9o (Pt 1)2 p =A costante,

T =

N =

cioe )
0 =A, (22 + 1) .

Per determinarae V¢ passiamo dalla funzione Hamiltoniana
1 422 .2 1 .2
+—z +t—
21 1) RS
1 422 .2 <A2 2 )
= —(1+—— |z +(=2G+1)"+2).

1Si ricordi che consideriamo m = g = 1.

" o= T+V:%




Quindi

oV,
TZ”ZQA?,(Z?-Fl)Z-Fl .
Se A, = 0, allora mg%ff = 1, = non esistono configurazioni di equilibrio.

Se invece A, # 0, le eventuali configurazioni di equilibrio sono date dalle soluzione di

(z2+1)z=—2—A(2). (1)

Posto f(z) = 2% + 2, & facile mostrare che f(z )¢ monotona crescente e che lim, ,4 f(z) = £oo. Di conseguenza
lequazione (1) ammette una ed una sola soluzione, corrispondente ad un valore di z negativo. Quindi se A, # 0, esiste
un’unica configurazione di equilibrio.

Secondo esercizio

(@ ). Dobbiamo esprimere in funzione di z la quota, cioé la y, del centro di massa P,. Posto

P, — 0 = ze, +ye,y, A—O=u1wa€;+yaey, B -0 =zpes +ysey,
abbiamo 22 22
Yya = i, YB = i,
x:#, —  42® =2 + 2% + 2w (2)
e
y=2te L) = L ne). ®

Dobbiamo quindi esprimere il prodotto z x5 in termini di z. Per far cio imponiamo il vincolo
2 2
(a—xB)” + (ya —yp)” =41

Quest’ultimo si riscrive come

2
(.’:CA — I'B)Q + @ (1'21 — .’EzB) = 412,

ovvero

1
(xa — x3)2 +— (za— QUB)2 (xa+ x3)2 = 41?,
4(12 N———
42
che comporta
42 4a?1?
2 A2 2 _
Abbiamo quindi
4a?1?
Ricordando la (2), cioé 2% 4+ 2% = 42% — 2z 425, si ottiene
4a?1?
4a% — 4 =——
x TATB PR
cioe 272
2a
-2 =224 — .
TATRB x° + 2 1 a2



A questo punto possiamo sostituire nella (3) ed ottenere la y del centro di massa in funzione della sua ascissa

1 2422 1 2j2
y4<4x22x2+a> (12+a>. (4)

a a2+22)  2a a? 4 x2

L’energia potenziale dovuta al peso ¢ dunque

272
_mg (2, @
Vi(x)= 50 (m +a2+x2)'

Per determinare le cofigurazioni di equilibrio & necessario risolvere ’equazione V' (z) = 0, cioe

mg

, a’l?
V(x):a<1—(a2+x2)2>x:0.

Quindi = 0 ¢ sempre posizione di equilibrio. Le altre eventuali configurazioni corrispondono agli zeri di

2l2
-2 -0
(2 + %)
Abbiamo )
(a2 + x2) =d’?, = d?+22=adl,
e quindi

?=al—d*=a(l—a).
Dunque, se [ > a esistono altre due configurazioni di equilibrio e queste sono

x=—va(ll—a), e x=+/a(l—a).

(b ). Trattandosi di un corpo rigido senza punti fissi, applichiamo la formula

2
m ‘ 1/1 2\ -2
T=—(FP— —(—=m(2
2( o O) +2<12m(l)>§0’

dove ¢ € 'angolo di rotazione dell’asta che definiamo come 1’angolo che I’asta forma con la retta orizzontale passante per
A. Dobbiamo quindi calcolare i due contributi. Cominciando dal primo si ha

(P,—0) = qe,+ ye, = @ (e, + (z)ey),

e quindi

(P,=0) = & (144 (@)?).

2
. 2 2 1,2 a2l2
(PO*O) =T 1+a2<1)2>

(a? + 2

Applichiamo la (4)

Dobbiamo adesso esprimere ¢ in termini di . Data la definizione di ¢

yp—ya _ Lap-—ah llzatap
T —xA 20X3—T4A a ’

a 2
—————

x

tanp =



per cui
x T
tanp = —, = ¢ (x) = arctan —.
a a

e di conseguenza

A questo punto siamo in grado di scrivere ’energia cinetica dell’asta

.2 2
T_mx 1+£2 1 a?l? +m7l2
T2 a? (a2 + 22)* 6 \x2+ a2



