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Primo esercizio

Un punto materiale P di massa m = 1, si muove su una retta priva di attrito ed e soggetto ad una forza la cui energia

potenziale ¢
3 22 2
\% =Vol-+—=-—].
(z) (4 3 4)

(@ ). Siscriva la funzione di Lagrange del punto materiale e ’equazione del moto.

(b). Detta E l’energia meccanica totale, si determini l'intervallo di valori di E per cui il moto pud essere confinato
all'interno dell’intervallo (—1,1).

(¢). Sez, € (—1,1) & la posizione iniziale di P, si determini, in funzione di ,, il valore minimo della velocita iniziale

z (0) per cui limy_, o = (t) = +o0.

(d). Sirappresentino schematicamente, al variare di E, le orbite nel piano delle fasi (a:,ab), individuando le eventuali

separatrici.

Secondo esercizio

E’ dato un cono la cui espressione in forma parametrica ¢ (si considera solo z > 0)

T = TCosQ,
y = rsin ¢, ¢ €(0,27], r€(0,400).
z=r,

Un punto materiale P di massa m = 1, € vincolato a muoversi sul cono soggetto ad una forza la cui energia potenziale,
espressa direttamente in coordinate (r, ¢), &

1% (r) = —Vyare™®", con a >0, V,>0, parametri costanti.
Si suppone che la superficie sia priva di attrito.
(@ ). Siscriva la Lagrangiana del punto materiale e le equzioni del moto, individuando eventuali coordinate cicliche.

(b). Sidetermini 'energia potenziale efficace.

( ¢ ). Possono esistere orbite circolari di raggio r se r < —7 Si motivi la risposta.
a

(d ). Supponendo adesso che 1% (r) = —/2e™", sia S una forza parallela alla superficie. Si determinino le condizioni che
S deve soddisfare affinché esistano posizioni di equilibrio.



SVOLGIMENTO

Primo esercizio

(a). Siccome m =1, la Lagrangiana ¢ semplicemente

£ =
L’equazione del moto e
4 % _ ok =0, = z+V,(z—2%) =0.
dt \ oz Ox —_——

V! (x)

(b). Sideve tracciare il grafico di V' (x). Si vede banalmente che V' (x) ¢ una funzione pari e che ha un minimo relativo
in = 0, dove V (0) = 3/4V,, e due massimi relativi in = +1, dove V (£1) = V,. In grafico & riportato nella figura
sottostante.

Dall’analisi del grafico si deduce che il moto puo essere confinato in (—1,1) se 3/4V, < E <V,

E=V,
E=3/4V,
( ¢ ). L’energia meccanica F si calcola in base ai dati iniziali
.2 0
F = r 2( ) +V($0)
Se vogliamo che, partendo da x (0) = z, € (—1,1), z (t) — o0, & necessario che E >V, cioe
.2 0 , . .
: 2( ) +V(20) > Vo, = x (0)>2(V, =V (z,) =V, (2 —x3+”“"20)
da cui

. 1 4 _ 1 ”
_ Z_p24 b 24 %o
z(0) < \/Vo<2 2+ 2), oppure x(0)>\/Vo<2 $0+2>.

In particolare, siccome la condizione richiesta & x (t) — +o00, dovra essre z (0) > \/VO (% —z2+ ‘%3)
(d). Siveda la figura. In grassetto sono riportate le separatrici.
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Secondo esercizio

(@ ). Calcoliamo i vettori che costituiscono la base locale del piano tangente
U, = cos pe, +singe, +e,, uy = —rsinpe, + rcospe, ,

2 2 PN
con |u,|” =2, e |ug|” = r?. L'energia cinetica & data da

_lo 2 0 r_1(,.2
r=3(+ o) (3 r2><¢>—2(2r”¢>~
La funzione di Lagrange ¢ dunque

1/..2 2
L=T-V(r)= 3 (2r +r2p ) + Vyare™ "

Siccome in £ non compare ¢, si deduce che ¢ ¢ una coordinata ciclica, ovvero py = 9L & costante. Infatti
0

A

7"2&7 =4, = 92):720
r

L’equazione per r &

d (0L oL . . . T oV
dt<57;>_8r_0’ = 2r—§<T—V(r)>—O, = 2T_\a7/+5_0’

T

ovvero 9

2r fr(éﬁ —Vea(l—ar)e " =0.
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da cui

o 1 d A?) —ar
r = “Sdr <2r2 — V,are ) .

( b). Partendo dall’equazione per r, possiamo individuare I’energia potenziale efficace

1 Ag 9 1 A?) —ar
Vers (7’):5 <2r2 +V(r)> =3 (2r2 — Voare )

dve . o .
( ¢ ). Le orbite circolari sono le soluzioni di ﬂ = 0. Dobbiamo stabilire quando ’equazione
r
v, A2
%(7“) =0 = —r—; +Vea(ar—1)e " =0, (2)

puo essere risolta e quando non sara sicuramente risolubile. Riscrivendo la (2) abbiamo

A2

Vea(ar —1)e " = g

dove V, ed a sono positivi. Concludiamo che la (2) non ammete sicuramente soluzioni se

1
ar—1<0, & r<-—
a

1
Abbiamo quindi provato che se < 1/a non esistono orbite circolari. Se invece ar — 1 > 0, ovvero r > —, la (2) potrebbe
a

avere soluzioni ma la loro esistenza non ¢ garantita.
(d).Se S ¢ parallela alla superificie la esprimeremo in termini della base locale

=5, 45,0
|ur| |ugl

dove S;, e Sy sono le componenti della forza. Le equazioni da cui determinare I’equilibrio sono

ov
—% + S¢T =0 S¢ =0
=
% —e "+S, =0
_al + 5’7\/§ —
or

Quindi potermo avere equilibrio soltanto se S¢ = 0 e se la seconda equazione ammette soluzioni per » > 0. In particolare,
se 0 < S, < 1, la seconda equazione ¢ risolubile e la configurazione di equilibrio & » =1n (1/5,), e ¢ qualsiasi.



