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Primo esercizio

E’ data la superficie ottenuta ruotando attorno all’asse z, la curva di equazione z = coshz. Un punto materiale P di
massa unitaria, & vincolato a muoversi senza attrito su tale superficie. Il punto P & soggetto alla forza peso —ge.,

(a). Siscrivano le equazioni del moto.
(b ). Determinare se esistono soluzioni in cui z rimane costante durante il moto.

(¢ ). Calcolare la reazione vincolare durante il moto del caso (b).

Secondo esercizio

Sono date due sbarrette OA e BC' le cui lunghezze sono rispettivamente 2[ e [. Le due sbarrette hanno ugual massa m.
La sbarretta OA ha l’estremo O incernierato in un punto fisso del piano. L’estremo B di BC' ¢ incernierato sul punto
di mezzo della sbarretta OA, e 'estremo C ¢ vincolato a scorrere senza attrito sulla retta verticale passante per O (v.
figura). Una molla di costante elastica k, avente massa e lunghezza a riposo trascurabili, collega gli estremi C' ed A. Si
prenda come parametro lagrangiano ’angolo 6, 6 € [—m, 7), che OA forma con l'asse orizzontale, e si consideri 6§ > 0 per
rotazioni antiorarie. La forza peso € diretta come in figura e tutti gli attriti sono trascurabili.

omg
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(b). Calcolare, in corrispondenza della generica configurazione di equilibrio 6.4, la reazione vincolare nel punto C.

(a ). Determinare le configurazioni di equilibrio e la loro stabilita in funzione del parametro 8 =

(¢ ). Supponendo di rimuovere la molla, si calcoli la velocita v 4 del punto A quando OA e verticale, con A sotto O, nel
caso in cui il sistema e lasciato andare da fermo dalla configurazione corrispondente a 6 = 0.
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SVOLGIMENTO

Primo esercizio

(a). La superficie ¢ una superficie di rotazione e quindi pud essere espressa in termini dei parametri r € [0, 4+00),
0 S [_ﬂ-v +7T)a
x (r, @) = rcos @,

y(r,¢) =rsing, (1)
2 (r,¢) = cosh /22 + y2 = coshr.
I vettori della base locale sono
cos ¢ —rsing
U, = sin ¢ , Uy = T COS ¢ ,
sinh r 0

. 2 . . . N
con u, -uy =0, |[u,|? =1+ sinh? r, |uy|® = r2. L’energia cinetica ¢ dunque
[l ) » | Uo

T—l(' ) 1+sinh®r 0 r
T oo\ ¢ 0 r? ¢

1 .2 .2

= 5 {(1+sinh27’)r +72¢ } ,

mentre energia potenziale V = g ("quota di P”) = gcoshr. La funzione di Lagrange ¢

1 . 9 .2 9 .2

L=3 (1+sinh*r)r +7%¢ | —gcoshr .

Per quanto riguarda ’equazione di moto, osserviamo subito che ¢ e ciclica,

d (oL : A
dt(&):o, 3 @

con A costante (da determinarsi in base alle condizioni iniziali). L’equazione per r & invece

d .12 . . -2 2 .
T {(l—i-smh r) 7’} — ( sinhrcoshrr +r¢ —gsinhr | =0,
ovvero
d o 2 A2
7 [(1 + sinh? r) r] — sinhr coshrr — e + gsinhr = 0. (3)

(b). La condizione z(t) = z, =cost., equivale alla condizione r (t) = r, =costante. Dobbiamo quindi analizzarre se
possono esistere tali soluzioni, e, in caso affermativo determinarne il numero. Se r (t) = r,, dalla (2) otteniamo

: A
¢ = — =costante, = ¢ (t) =wt+¢(0), (4)
o
A .
conw= . Dalla (3) si ha
? A2 2
E—gsinhro:O, & =y = gsinhr,. (5)



Quindi se A = 0, perche ¢ = 0, 'unica soluzione z =cost., ¢ z = 1, corrispondente a r, = 0. Il punto P sta fermo in
r=0. Se A # 0, 'equazione (5) ammette una ed una sola soluzione per r, > 0, come mostrato dalla figura.

(c). Se A = 0, allora banalmente la reazione vincolare & R = ge,, tale da bilanciare esattamente la forza peso. Supponiamo
allora A # 0. Sia r, la soluzione della (5), mentre ¢ (t) & dato dalla (4) dove, per semplicita, si considera ¢ (0) = 0. La

superficie possiamo leggerla come
f(z,y,2) =z — cosh /z2 + 2,

in modo che

Vf = \/mbmh\/m?—!—y ei_\/T

—cos ¢sinhr e, —sin¢sinhr e, + e,

sinh /22 + y%e, + e,

IVf |? =1+ sinh?r = cosh?r.

La reazione vincolare & dunque R = AV f, dove

@~ (~ge.)] - vy

2
IV
Dalla (1) si ha
T = r,coswt, T = —wiz,
Y = rosinwt, y = —w?y,
z = coshr,. j—

e quindi = - Vf = w?r, sinhr,, mentre ge, - Vf = g, da cui otteniamo

wrrysinhr, + ¢

A= 5
cosh”r,



R—_ <w2r0 sinhr, + ¢

5 (coswtsinhr, e, +sinwtsinhr, e, —e;).
cosh” r,

Secondo esercizio
(@ ). Cominciamo col determinare le posizioni dei punti d’interesse del sistema
(B—0) =lcosbe, + lsinfe,,
(A—0O) =2lcosbe, + 2lsinbe,,
(C —0) =2lsinfe, ,
(A-C)=(A-0)—(C—-0)=2lcosbe, ,
(D-0)= %cos@ew + 3Elsinﬁey .
dove D ¢ il C.M. dell’asta BC. L’energia potenziale ¢ dunque
V= Viotta + Vpeso 04 + Vpeso BC

k 3l
= §|A—C|2+mgisin9+mglsin9
)
= 2kl200529+§mglsin6‘,

dal momento che B coincide col C.M. dell’asta OA. Le posizioni di equilibrio si determinano risolvendo

V' (0) = 4kl* cos 0 [B — sin 6] ,
omg

dove B = Sl

La stabilita si determina invece analizzando il segno di

V" (0) = —4kl* (Bsinf — sin® 0 + cos® §) = —4kl* (Bsinf + 1 — 2sin® 0)

Abbiamo quindi i seguenti casi:

e 3> 1. Le configurazioni di equilibrio sono 6 = +7 particolare
v (—g) A2 (B+1) >0, = 0= —g, stabile,
v (g) = K2 (B-1)<0, = 0= % instabile.
e 3 < 1. Le configurazioni di equilibrio sono 6 = :I:z7 oltre a

. Q .
0, =arcsinf3, e 0y = 5 + arcsin 3,

dove 6, € (0,7/2). Abbiamo

" _E _ _ 2 :_Z .
1% ( 2) R (B+1) >0, = 0=—Z. stabile,
V" (6) = —4kl* (1 - 5%) <0, = 6 =0, instabile,

" z _ 2 _ — I .

1% (2) = —4ki*(3-1)>0, = 6=7. stabil,

V" (0:) = —4kl*> (1 - 5%) <0, = 0=0,, instabile.
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(b ). Poiché il vincolo & liscio, la reazione vincolare in C' ¢ R = R e,, con R incognita. Scriviamo dunque la seconda
equazione cardinale con centro di riduzione B. Abbiamo

(C—B)A(R ey + Froua) + (D — B) A (—mge,) =0,

dove D ¢ il punto di mezo dell’asta BC. Quindi, siccome (D — B) = - (C — B), e

1
2

Fro11a = 2kl cos Ocq €y,

scriveremo m
(C—B)A |(R+2klcosbey) €5 — TQey =0,
con (C — B) = —lcosbeqe, + Isinbeqe,. Siottiene dunque
mg cos feq
= —F—— —2klcosb, . 8
2 sinfe, €08 Feq (8)

Un’altra strada per determinare R e quella di scrivere la seconda equazione cardinale per il sistema delle due aste,
considerando O come centro di riduzione. In tal caso le uniche forze esterne sono i pesi delle due aste, applicati in B e
in D, e la forza R. In tal caso la forza della molla ¢ una forza interna e quindi non compare nella seconda equazione
cardinale. Abbiamo

(C = 0)A(Rey)+ (D —0O) A (—mgey) + (B —O) A (—mge,) = 0,
da cui otteniamo
3 cosfeq

k= Vs Sinfeq

Notiamo infine che la (8) e la (9) non sono in contraddizione. Infatti uguagliandole si ottiene

3 cosbeg Mg cosleg 5mg \ cos b,
_° =9 — 2klcos By, < — L = cosbeq,
4mg sin O 2 sinf,, €08 eq 8kl ) sinf.q €08 0eq
———
B
che e appunto verificata quando 6., = i%, oppure sin .4 = f.
(¢ ). Per calcolare v 4 applichiamo la formula fondamentale dei moti rigidi
V4 = Vo —I—éez/\(A—O)7
~~
=0

oppure deriviamo rispetto al tempo la (7)

va=(A-0)= —921fsin fe, + 206 cos fe,.
Evidentemente 6 & incognita e deve essere calcolata quando la sbarretta & verticale, cioé quando 6 = —g. A tal scopo,
osserviamo che 'Hamiltoniana H =T + V', & conservata. Quindi

. T
n(o=0s=0)=u(o=T4).

Dobbiamo allora determinare T,

1 2 (mo 21

T= Sloa(0)0 + (2(D —0) +3lz0 (D)w%c> ; (10)
—_———
Toa

Tec



dove wpc, € la velocita angolare dell’asta BC, che ovviamente deve essere determinata. Sfruttando la formula dei moti
rigidi abbiamo

vp = (C—0) +wpce. A (B —C).
Del resto, dalla (6), si ha
vp = (B.— 0)= 19 sinfe,, + 10 cos fe, .
Quindi dall’'uguaglianza
—1fsin fe, + 10 cos fe, = (C - O) +wpce, N(B—-C),

si ricava wpc. In particolare, siccome (C - 0)= 210 cos fey, e (B—C)=(B—-0)—(C—0),siottiene

ch:fﬁ.

Tornando adesso alla (10), abbiamo

1 4
Ioa (0) = Em(zz)2 +mi? = ngQ,

.2

2
: 1
(D-0) =12 (4 2(:0520> 0,
5 .2
per cui T = ml? <6 — cos? 9) ¢ . L’Hamiltoniana & quindi

5 25
H = ml? (6 — cos? 9) 0 + §mgl sin 6.

Tenendo conto del fatto H = 0 nella configurazione inziale (il sistema & orizzontale e 9 = 0), abbiamo H (9 = —g, 9) =0,

C o ' 39 . . : S . .
da cui ricaviamo 0 = — T (il segno — & dovuto al fatto che la rotazione avviene in senso orario). Possiamo dunque

vy = ﬁez A (721 ey) = -2 3gl €y .

calcolare v 4, ottenendo



