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Primo esercizio

E’ data una particella materiale P di massa m = 1, vincolata a scorrere su una circonferenza liscia di centro O fisso, il
cui raggio evolve nel tempo, cio¢ R = R (t) > 0, in maniera prescritta. Si consideri come parametro lagrangiano 1’angolo
0, che il vettore P — O forma con ’asse .

(a). Siprovicheé — 0se R(t) — oo pert— oo.

(b). Supponendo che R|,_, =1, 0,_, =0, e che 90 = 9‘ # 0 dire come bisogna selezionare R (t) affinché sia finito il
t=0
lim;, o0 0 (t). Dare anche un esempio di R (¢) tale che lim;—, o R (t) = 400, per cui lim;_, 4 0 (t) diverga.

( ¢ ). Determinare la reazione vincolare esercitata dalla circonferenza sulla particella in funzione di R (¢) e di 0 (¢).

Secondo esercizio

Sono date una circonferenza di centro O e raggio R ed un’asta di lunghezza /3R e massa m, i cui estremi A e B sono
vincolati sulla circonferenza (v. figura). Una molla di rigidezza K e massa e lunghezza a riposo trascurabili collega
lestremo B al punto C' come mostrato in figura. Detto P, il centro di massa dell’asta, si consideri come coordinata
lagrangiana ’angolo ¢, ¢ € (—m, |, che il vettore (P, — O) forma con l'asse y (v. figura). Tutti i vincoli sono lisci ed il
peso & come in figura.

(@ ). Determinare l’energia potenziale totale.

(b). Assumendo che mg = (\/3 — 1) KR, si determinino le configurazioni di equilibrio e se ne analizzi la stabilita

(¢). Si calcoli, sempre nell’ipotesi mg = (\/3 — 1) KR, la frequenza delle piccolle oscillazioni in corrispondenza della
configurazione di equilibrio stabile.
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Primo esercizio

(@ ). Il vettore posizione della particella P &
P —0O = R(t)(cosbe, +sinbe,),
per cui 'energia cinetica
.2 2 .2
r=2(p-0) =2 (R + R%0 )
2 2
e la funzione di Lagrange

.2 .2
LZ_T;<R +329).

L’equazione di moto e

d (az) oL d ( ) )
ZE) =0, = S (R%) =0, (1)
dt o0 00 dt
da cui 4 4
g = 2
R2(t)’
con A, costante che dipende dai dati iniziali. Di conseguenza
. no_ 1 o
t—lg?ooe o t—lzgloo R2 (t) o 07

se R(t) S O
—+00

(b ). Riprendendo la (1) e tenendo conto del fatto che R|,_, = 1, abbiamo

R0 = 0, (2)
dove, come specificato, 90 denota 0 ed ¢ non nullo. Sfruttando poi il fatto che 6|,_, = 0, possiamo integrare la (2)
t=0
ottenendo .
. dr
0(t)= 46, / .
=10 ) B
Quindi

. oo dr
lim 6 (t) =6, =
im0 (1) /O R2 (1)

/+°° dr -
— < 0.
0 R? (T)

Come esempio di funzione R (t) divergente per cui lim;_, o 6 (¢) & infinito (il segno dipende dal segno 90) e sufficiente

prendere
R(t) =+v1+t.

Infatti, R|,_, =1 ed inoltre che |,_, =0 e dove éo denota 6

Di conseguenza lim;_, 1, 6 (t) ¢ finito soltanto se

. Siccome R (t) =1+ t, abbiamo
t=0

. th .
0(t) = 0, — 0,In(1+1),
0= 0, [ 5= = e+



per cui limy_, 1 0 (t) = sign (00) 0.

(¢ ). L’unica forza agente sulla circonferenza e la reazione vincolare diretta radialmente (dal momento che il vincolo &
liscio). Scriveremo dunque m& = Ae,., per cui
A=mk-e,.

Applicando la formula del binomio di Lagrange

bo_d(00) o
MEEr = or or’

dove, nel nostro caso, 7 (t) = R (t). Si ottiene dunque

.2
Azm(R—R&).

Secondo esercizio

(@) . Cominciamo col determinare le coordinate dei vari punti d’interesse. Innanzitutto

3 R
P— = 2 _R2 =
|P, — O] =4/ R 4R 5

P, — O = — (sinpe, — cospey),

da cui

| =

25

B — P, = — R (cos pe, + sinype,) .
Siccome C'— O = Rey, e (C — O) — (P, — O) — (B — P,) = (C — B), abbiamo
R 3
C—-B = Rey,— ) (sin pe, — cos pe,) — gR(cos e, + sin pey)

R

1 3 1 3
<—2sin<p—\2[cosgp> ex+<2cos<p—\2[sin<p+1> eyl . (3)

Deriviamo adesso la (3) seguendo un’altra procedura. Siccome ]@ = 7/3, Pangolo che il segmento BO forma con
lasse y & ¢ + m/3. Di conseguenza

B—C:Rsin<<p+§)ex+(—R—Rcos(g&+§))em

e quindi si ottiene nuovamente la (3), cioe

C-B = —(B—C)z—Rsin(gO-l—g)ex—i-(R—i—Rcos(go—i—g))ew

1 3 1 3
= R —fsingo—icosg) e+ R 1+fcos<p—£sing0 e, .
2 2 2 2
Di conseguenza
IC - B> = 2R? [1+cos(<p+g)}

= R? [2+cosgp—\/§singo}. (4)



Verifichiamo che la (4) & corretta calcolando |C' — B|® in corrispondenza di angoli particolari. Se il punto B giace sull’asse
y sotto il punto C, abbiamo ¢ = —7/3 e dunque |C — B|2 = 4R2. Se poi ¢ = 0 otteniamo |C — B|2 = 3R?, come risulta
applicando il teorema di Pitagora.

Calcoliamo adesso I’energia potenziale dovuta alla forza peso

Vieso = fng cos ¢,

e quella dovuta alla molla
K K
Ver = 5 |C — B)? = 5R2 [2 + (COS(p - \/§sing0)] .

L’energia potenziale totale &

V(e)

R K
—mg§ cos p + ?RZ [2 + (cosgo —/3sin @)}

K R K
(2R2 — ng) cos p — §R2\/§sin<p + KR?

g [(KRfmg)cosgprR\/gsingo] + KR?.

(b). Nell'ipotesi mg = (\/3 — 1) KR, 'energia potenziale diventa

V3

Vip) = 7KR2 [~ cos @ — sing] + KR?,
da cui
3
V' (@) = %KR2 [sinp — cos ¢],
’ v3
3
V" (p) = —“KR?[cosp +sing] = =V ().

T2
Siccome ¢ = +m/2 non & soluzione di V' () = 0, abbiamo
3
V' () = glﬂ%2 cosp [tanp — 1]
T m 3 . g . .
e quindi V' (¢) =0, = ¢ = 1 e p = —Zﬂ'. Le configurazioni di equilibrio sono due e, piu precisamente, @ =

3
Y2 = ——T.

Per quel che concerne la stabilita, abbiamo:

V6

2

PP

o o=n/4, V" (n/4) = —KR? > 0, configurazione stabile.

V6

o o =—3/4r, V" (=3/4m) = _TKRQ < 0, configurazione instabile.

( ¢ ). Calcoliamo 'energia cinetica della sbarretta,

m . 2 1 2
TZE‘PO_O| +§I(Po)<p-



Abbiamo

. R .
(P,—0) = 3 (cospe, +sinpey)p, = |P,—O0| =

Per cui

8 7 T2

T =
g ? " 2

La punlsazione delle piccole oscillazioni ¢ dunque

w2 2 =6

VG,
KR 5
mR? m

mR? .2 mR*.2 1 (mR2> .

2

R? .2
Fa



