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Primo esercizio

Un punto P di massa m & vincolato a stare sul semicono 2% = 22 + y2, z > 0. II vincolo & liscio ed il punto & soggetto
unicamente alla forza di una molla, di massa e lunghezza a riposo trascutabili, il cui estremo si trova nel punto A = (0,0, h),
con h > 0. La rigidezza della molla e k.

(a). Siscriva la funzione di Lagrange.

(b). Sideterminino due integrali primi del moto e se ne calcoli il valore supponendo che la posizione iniziale del punto

sia x (0) = e, + e, e che la velocita iniziale sia x (0) = Se,,.

Secondo esercizio

E’ dato un filo inestensibile di lunghezza [ e massa trascurabile. Un estrmo del filo e fisso in O, il filo poi passa per una
carrucola prima di attrito e massa trascurabile posta nel punro A, che si trova alla stessa quota di O. La distanza di A
da O & a. L’altro estremo del filo, il punto B, & collegato tramite una molla di massa trascurabile e rigidezza k, al punto
C che si trova sulla verticale per A. La distanza di C' da A ¢ [. Un punto materiale di massa m & agganciato nel punto
di mezzo del tratto del filo che sta fra O e la carrucola A. Si utilizzi come variabile lagrangiana ’angolo 0, 0 < 0 < 7/2,
come mostrato in figura, considerandolo positivo per rotazione orarie.

(@ ). Determinare la configurazione di equilibrio.

( b ). Studiare la stabilita della configurazione di equilibrio di cui al punto precedente.
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SVOLGIMENTO

Primo esercizio

(@ ). La parametrizzazione della superficie dove ¢ vincolato il punto materiale &

r = rcosf,
= rsinf ,
z =T,
conr >0, e f € [-m.7]. La funzione di Lagrange &
L=T-V,
dove . %
V:§(P—A)2:§(r2+(r—h)2).

I vettori della base locale del piano tangente sono

u, = cosfe, +sinfe, +e, ,

up = —rsinfe, + rcosfbe, ,
per cui
X =7 u,,
X = ru, + fuy,
e

_T . ; U, -u, Up-Up 7’ _@ -2 2'2
T— 2 (T 9)<ur.u0 ue.u0)<9>_2 (2T +'r9 .
La funzione di Lagrange ¢ dunque

_m .2 2'2 k’ 9 2
£—2(2T + 720 )—2<r +(r—h)).

(b). Un integrale primo si determina osservando che la 6 ¢ ciclica. Quindicostante
oL

po = — = mr20 = costante .

La posizione iniziale del punto implica che

.....

2 (0) = r(0) cosf(0)— r(0) 0(0) sin6 (0) ,
—~— —~— ~—~—
=0 7120 =1 7020

y(0) =7 (0) sind (0) +r(0) 6(0) cosd (0) ,
> Y X >



che implica 9(0) = 3. Otteniamo dunque
po =mp .

Il secondo integrale primo e I’energia meccanica

H=T+V =

SIE

.2 -2 k
2 k(2 12
(2r +120 )+2(r +(r=h)?),

il cui valore ¢

m
H=75

,6’2+§(2—2h+h2).

Secondo esercizio

(@) . Cominciamo col determinare la posizione dei punti d’interesse
a a
P—-0= §ex — itanﬁey ,

C—-0=ae,; —ley,
B—O:aem—ﬁey,
B—C:(B—O)—(C—O):(Z—E) ey .

Bisogna quindi determinare la lungezza del tratto di filo AB. Evidentemente

AB 1—2W4{N:l—2(%vr+m¥9>

B a
N cosf’
per cui
B-C=—"_c
cosf ¥’
L’energia potenziale e
k 2
V = Vpeso""/el :mgyp+§|B—C|
@ tand 4+ L
= —mg—tan -
93 2 cos? 6
La configurazione di equilibrio 6, si ottiene risolvendo i 0, cioe
av a 5 sind
— = -m a
de 99cos2 8 cos3 0
_ —mgacost + 2ka? sin 6
N 2cos3 6 ’

da cui ricaviamo 6,
m
tanf, = —.

Ovviamente 6, sara compatibile con il sistema se minore dell’angolo massimo di inclinazione, 0y,.x, del tratto di filo PO.
Tale angolo massimo si realizza quando |P — O| = 1/2, da cui si ottiene cosfpax = a/l. Evidentemente 0oy =~ 7/2 se
> a.
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(b). La stabilita si determina calcolando TR Abbiamo

v s cos?f 4+ 3sin® 6
ez g cos3 0 cos* 0
1
= — (—mga tan 6 + ka? + 3ka® tan? 9) .
cos2 6
Pertanto
d?V 1
|, — ey (—mga tan 0, + ka® + 3ka?® tan® 90)
1
— (fmga tan @, + ka® + 3ka? tan? 90)
cos? 6,

! (mg)2 +ka®) >0
cos? 0, 4k ’

e quindi 6, e configurazione di equilibrio stabile.



