II intermedia di Algebra Lineare e Geometria Analitica

(Dott.ssa D. Bubboloni) 21 Dicembre 2016

Avete due ore e mezzo a disposizione. Giustificate con cura le vostre risposte.
Il punteggio pieno si ottiene con 5 esercizi. Ma potete svolgerne anche 6 per
compensare eventuali errori in quelli scelti.

1. Provare che la funzione f : Q% — Q2 definita da
f@y,2) = (lz| — v,y — 2)

non & lineare.
Provare che invece ¢ lineare la funzione L : R® — R* definita da

20—y — 2
— _ y—z
L= Z x—5y+4z
—-z+y

Trovare nucleo e immagine di L. Dire se L risulta iniettiva/suriettiva/biunivoca.

2. Trovare il rango di

b 20 0
A= 4 1 2 € M3(R)
2 b+1 1

al variare di b € R. In base all’analisi effettuata dire, sfruttando il teorema di
Rouché-Capelli, per quali b & compatibile il sistema

il
AX = b
-1
3. Dopo aver provato che
z
r={| v |eR® : z—y+z=1z+y—2z=4}
z
o~ -3
¢ una retta, si determini /le,/ retta s passante per A = 4 e avente

2
direzione ortogonale ad r. Determinare la posizione reciproca delle due rette r
ed s decidendo se sono sghembe o incidenti.



4. Trovare lo spettro della matrice reale

=L
7
A= 0
1

w = O
[N RSN

Dire se esistono due autovettori relativi ad autovalori distinti di A che siano fra
loro ortogonali. In caso affermativo mostrarli. Esibire una matrice diagonale D
tale che per una opportuna matrice invertibile e ortogonale C si abbia C~1AC =
D (non ¢é richiesto di esplicitare C'). Tenuto conto di quanto ottenuto che segno
ha la forma quadratica @ 4 associata ad A?

5. Determinare il segno della forma quadratica su R® definita da Q(X) =
XTAX dove '

1 21
A=12 1 0
1 0 2

Scrivere esplicitamente il polinomio omogeneo Q(X), se X = (1, z2,23)T. Dire
se si pud concludere che esistono X,Y € R3 tali che Q(X) > 0,Q(Y) < 0.

6. Dire se & vero che per ogni A, B € M3(R) valga:
1) det(A + B) = det(A) + det(B).

2) det(AA) = Adet(A).

3) det(AA) = A3det(A).

Se & noto che det(A + B) = 4 e det(A) = 6, dire quanto vale det(AB + A?). Si
pud concludere che la matrice AB + A? sia invertibile?
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