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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

LA RETTA E LE SUE APPLICAZIONI
Problema 1
Determinare la distanza trai puntiA(~2;3)e B(4 =5).

Applicando la formula

d =16 -%)+(y,-w)y

della distanza tra due punti, si ottiene

d = (% =% ) +(y, - =(a+2) +(-5-3F =

= /(6)? +(-8)* =+/36+64 =+/100=10

Problema 2
Determinare la distanza traipuntiA(5;2)e B3 2).

yh Applicando la formula :
3 | | . d = g% Xa |
Bi-3.2) Af5.2)

i 2 i | della distanza tra due punti aventi la stessa
i : ; ordinata, si ottiene
EEFEENEIEEEERDEE R d=[%-%|=]-3-5|=]|-8]|=8

-1

u

Problema 3
Determinare il perimetro del triangolo di vertici A(1;-1),B(4;3) eC(4+1).
Si applicano le formule della distanza tra due ppet trovare le misure dei lati AB, AC, BC del

triangolocioed = \/(x2 - xl)2 + (y2 - yl)2 , € per punti che hanno ugual ordinata d 5+ xa | €
per quelli che hanno ugual ascissa d g} ya |. Si ottiene:

A8 = (5 J + (e -y = a1 + 3477 =

Esercizi svolti di geometria analitica 5
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

y &
i
2
AC=|x—-x|=]4-1|=]3|=3
1 BC=|%-Y|=]3+1]=4|= 4
; Il perimetro del triangolo ABC e
0 1%2 3 |4
i ' 2p (ABC)=5+3+4=12
A1 -1 C4.-1)
2 u
Problema 4

Verificare che il triangolo di vertici A(3;2), B(2; 5),Ct 4; 3) é rettangolo e determinarne
l'area .

Applicando la formula = \/(xz - xl)2 + (y2 - yl)2 , della distanza tra due punti, si ottiene:

AB = (%, =%, )" + (Ve — v, =V(2-3 +(5-2) =y(-1) +(3’=1+9 =110

AC =[x, =%, + (v, =) =(-4-3F +(3-2) = (-7 +{1*=+/48+1= 50

8¢ =l ~xa) (v e =(-4-2 +(5-5F = {6 +(-2F=/36+4 = a0

Per verificare che il triangolo ABC &
rettangolo, basta verificare il teorema di
Pitagora , cioe l'identita

AC?= AB? + BC.
Si ottiene 50=10+40 ; 50=50.

AR Dunque il triangolo ABC e rettangolo
con ipotenusa AC.
L'area del triangolo é:

- ABXBC _ +/10xy/40 _ /400 _ 20

8 A== ;> W

Problema 5
Verificare che il triangolo di vertici A(1;4),B(3;1),C(1;-2) e isoscele e determinarne
il perimetro.

Applicando le formule per trovare la distanzadu& punti, si ottiene

Esercizi svolti di geometria analitica 6
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

AB = (%o =X, +(ys = ¥a) =(-3-1 +(1-4)
= (-4 +(-3P=16+9 =25=5

AC = J(x, =% +(y, — ya)? =/1-1) +(-2-4)
=J(-6/’=+36=6

BC=(% =% )* + (Ve = Vo )* =+/(L+3)* +(-2-1)

=(4)? +(-3)’=+16+9=+425=5

4 2 ] 01 2 % pojché risulta AB = BC, il triangolo & isoscelelalase AC.

\\ L) perimetro del triangolo ABC e
2p(ABC)=5+5+6=16.

Problema 6
Verificare che il triangolo di vertici A(—4 ; 3), BEL ; —2), C( 1 ; 6) e isoscele e determinarne
l'area.

Applicando la formula = \/(xz - xl)2 + (y2 - yl)2 , della distanza tra due punti, si ottiene

A8 = (=5 (v~ =1 4 + (29 = (@ + (-5 =+ 25= 32

AC =[x, =%, + (v, =) =L+ 4 +(6-3) =/(6] +(3]'=v25+9 =34

BC =% =%, + (e = Yo ) =L+ +(6+2 =(2) +(8) =Va+64=e8

Poiché risulta AB = AC, il triangolo e isoscele laubase
BC.

Inoltre il triangolo ABC €& rettangolo: infatti basta
verificare il teorema di Pitagora , cioé l'ideatit

BC?= AB2 +AC?.

Siottiene 68=34+34 ; 68=68.

Dunque il triangolo ABC é rettangolo con ipoten8sa
L'area del triangolo e

Ase AB;(BC: J371>2<J371 :3_24 17

Problema 7
Determinare la mediana relativa al lato AB del triangolo di vertici A(0;4), B(2;0), C(2 ~2).

Sapendo che la mediana € il segmento che uniseertice con il punto medio del lato opposto,

Esercizi svolti di geometria analitica 7
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

avremao.

Applicando le formule:

‘= (%, +%,) y = (v, +v1)
2 2

medio M di AB si ha

| Xm:(xA+xB):O—2:_1
l;;- 2 2
| ym=(yAJ2ryB)=4J2rO:2 dacuiM(-1;2)

C2.-2) la formula della distanza tra due punti: si ottiene

d=CM=y(x, —xF +(ny —ve) =V(-1-2F +(2+2] = (-3 +(4)* =Jo+16=+25=5

Problema 8
Determinare le coordinate del punto medio M del segento di estremi A(4;5) e B(2; 1).

v i Applicando le formule:
___________________ Ald 5
3 X _(X1+X2) _(Y2+Y1)
m ym -
2 2
4
troviamo le coordinate del punto medio di un segmen
3 In questo caso le coordinate del punto medio MABI
sono:
2
Bi2,1 + +
T Q L Xm:(xAZXB):422:3
; + +
0 1 12| |3 |4 r ym=(yA yB):5 1.3 dacui M(3;3)
-1 2 2
u
Problema 9

Determinare le coordinate del punto medio M del segento di estremi A(6-1) e B(2;1).

Yi Applicando le formule:
kB2
1 i
| y = batx) _(ety)
7 o m ym
ol 1] 2] [3 |4 B |x 2 2

segmento.

Esercizi svolti di geometria analitica
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per trovare le coordinate del punto medio di umsago.

In questo caso per determinare le coordinate datopu

Per trovare la lunghezza della mediana CM basthcapp

AB-1)  troviamo le coordinate del punto medio di un



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

In questo caso le coordinate del punto medio M\Risono:
sz(XA+XB)=6+2=4 ym:(YA+YB):_1+1:O
2 2 2 2

dacui M(4;0).

Problema 10
Determinare le coordinate del baricentro G del triangolo di vertici O(0;0), A(4;3), B(2 ;-3).

v ' ' Il baricentro di un triangolo e il punto di incootdelle tre
N [ESPS PSR ) B8 ) 20 = mediane.

3

B Applicando le formule rispettivamente

+ X, + +vy +
_ AT o yG=y1 Y2 y3;
1 3 3
per trovare le coordinate del baricentro di unartgolo si

1 1 1 ottiene

|- )(G=x1+x2+x3=0+4+2=§:2

|-2 ' _ 3 3 3

u +y, + +3-
3 ' yG:yl Y2 *¥; 03 3:0 dacui G(2;0).
23 5 PR B0 || 3 3
B(£.-3)
Problema 11

Determinare le coordinate del baricentro G del triangolo di vertici A(-3;4), B(1;-3), C( 1;5).

v §
Applicando le formule rispettivamente
_X XX ey, = y1+Y2+Y3;
3 3

per trovare le coordinate del baricentro di unartgolo si
ottiene

X HX, X —-3-1+1_ -3

= =——=-1
3 3 3
+Yy,+y, _4-3+5_6
yG=yl y2 y3= =_=2
3 3 3

dacuiG(-1;2).

Problema 12
Trovare le coordinate di A (2 ;—3) nel sistema traslato XO'Y di origine O'¢1;1).

Esercizi svolti di geometria analitica 9
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA  |Esercizi svolti: la retta e sue
applicazioni.
Problemi fondamentali
Applicando la formula della traslazione di assi
, vk x=X+a 2=X-1
Y si ottiene il sisterqa
3 y=Y+b -3=Y+1
2
0’ X )
1 i che ha per soluzione X=3 eY=-4 .
31 2| ] jo JEERE N Dungue le coordinate di A nel sistema X O'Y sono
-1 i
: A(3;-4).
=) ]
u
A0 1L J'
A2-3)
Problema 13

Determinare I'equazione della retta passante perpunti A(1;3) e B(0;1).

vi |

o

4

-2

Applicando la formula per trovare il coefficiente
angolare di una retta non parallela all'asse delle

ordinate si ha m =Y2" N cioé
X, =X
1-3_-2
0-1 -1

Quindi dalla formula esplicita y = mx + q,
abbiamoy=2x+q epoiche Q(0,1) sihach
sostituendo l'ordinata all'origine della retta g=

1.

- . N
0 1 2 3 4w Dunque l'equazione della retta e
-1 y=2x+ 1.
u Possiamo abbreviare il tutto applicando
'equazione generica della retta passante per due
punti cioe:
Y=Y _ Yo" ¥
X=X X=X
da cui y=3_ L:i in definitiva y—3=2(x—1) cioé
X — —
y=2x+1
Problema 14

Determinare I'equazione della retta passante perpunti A(0;4) e B(-2;0).

Applicando la formula per trovare il coefficieraagolare di una retta non parallela all'asse delle

Y, ~
X, =X

ordinate siha m=

Esercizi svolti di geometria analitica
A cura di Gentile Valter Ed. 2006
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Quindi dalla formula esplicita y = mx + ¢, abbiame= 2x + q e poiché Q (-2,0) si ha che
sostituendo l'ordinata all'origine della retta gg= 4 .

Dunque l'equazione della retta é y =2x + 4.
' |
E: . Possiamo abbreviare il tutto applicando I'equazigarerica

della retta passante per due punti cioe:

AL 4]
y_y1=y2_yl
X=X X=X
da cui y-4_0-4 in definitiva y—4 =2x cioé
x-0 -2-0
y=2x+4.
-
1] =
L

Problema 15
Determinare I'equazione della retta passante perpunti A(0;2) e B(-2;0).

Applicando la formula per trovare il coefficientagmlare di una retta non parallela all'asse delle
ordinate si ha

da cui

. ' _ o _
¥ m:u cioe m:£:£:1
. _ X, = X, -2-0 -2
3 Quindi dalla formula esplicita y = mx + q,
_ . abbiamo y =x +q e poiche Q (-2, 0) si ha che
A2 l'ordinata all'origine dellaretta € q=2.
Dunque l'equazione della retta é
B2 ) 1 y=x+2.
# — Possiamo abbreviare il tutto applicando l'equazione
-2 110 1 = generica della retta passante per due punti cioé:
i1 = | Y=Y _Yo~ Y
X=X X=X
y-2_0-2 in definitiva y—2=x cioe

x-0 -2-0
y=X+2.

Problema 16
Determinare I'equazione della retta passante perpunti A(0;4) e B(-1,0).

Applicando la formula per trovare il coefficientagmlare di una retta non parallela all'asse delle
ordinate si ha si ha

Esercizi svolti di geometria analitica 11
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: la retta e sue

applicazioni.
Problemi fondamentali
= 0-4 -4
m=Y2 "% cioé m=——=—=
X, =% -1-0 -1

Quindi dalla formula esplicita y = mx + ¢, abbiamo
AD 4) y = 4x + q e poiché Q (-1, 0) si ha che sostitieen
' l'ordinata all'origine dellaretta € q=4.
Dunque I'equazione della retta &
y=4x + 4.

Possiamo abbreviare il tutto applicando I'equazione
generica della retta passante per due punti cioé:

EFIH i Y=Y — Yo=Y
v X_Xl XZ_Xl
-2/ 1 %
1 — —
Ul da cui y-4_0-4 in definitiva y—4 =4x cioé
x-0 -1-0
y=4x + 4.

Problema 17
Determinare I'equazione della retta passante perpunti A(2; -5/2) e B(4;7/2).

it T P

Applicando la formula per
X=X X=X
trovare I'equazione della retta passante per
5 7.5
y+o 4
due punti si ha 2-2 2 , dacuisi
X—2 =—-4-2
y+§
ha 2 :i
X—2 -6

ossiay+§ =—(x-2) cioé
2y +5=-2(x—-2) concludendo

2y +2x+1=0.

Problema 18

Determinare I'equazione della retta passante per punto A(1;—4) e parallela alla retta
3x+y-4=0.

Per la condizione di parallelismo tra rette, laarela trovare ha lo stesso coefficiente angolalta de
retta data. Dunqueda 3x+y—-4=0, seoty=-3x+4 equindim=-3.

Esercizi svolti di geometria analitica 12
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA

Esercizi svolti: la retta e sue

Problemi fondamentali

applicazioni.

v i

3|\ retta parallela
x+y-4=10

T

Poiché la retta deve passare per A(1,-4) dalla d@m
y-y, =m(X-x) della retta per un punto di dato

coefficiente angolare si ottiene
y+4=-3(x-1) ,dacuisiha y=-3x-ssia

3X+y+1=0.

Determinare lI'equazione della retta passante peil punto A(2;—4) e perpendicolare alla retta

-2
-3
4 A1 -4)
U
Problema 19
y =2 X.
v i
4
3
2

Per la condizione di perpendicolarita
tra rette, la retta da trovare ha
- coefficiente angolare antireciproco di
quello della retta data. Dunque dalla
. equazione y = 2x sitrova che il
coefficiente della retta perpendicolare é

1
m=-=
m

cioe

, 1
m=-=.
2

retta perpendicolare
y=2x

Problema 20

~ Poiche la retta deve passare per P(2,-4)
dalla formula y-y, =m(X-x)

. della retta per un punto di dato
coefficiente angolare si ottiene

y+4=—%(x—2), dacuisiha 2y+

P 8=—x+2

ossia X+2y+6=0 .

Determinare I'equazione della retta passante perpunti A(1;-3) e BE1;0).

Esercizi svolti di geometria analitica
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA

Esercizi svolti: la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

y 4

A-3)
u

Problema 21

Applicando la formula Y=Y - Y2" N per trovare
X=X X=X
'equazione della retta passante per due purtasi
y+3_0+3
x-1 -1-1°
da cui si ha y*+3_#+3
x-1 -2

ossiay+3= —g(x—l)

Cioe 2y + 6 =-3x +3 e concludendo

3Xx+2y +3=0.

Determinare I'equazione della retta passante perpunti A(0;-1) e B£2;0).

y &
4
3
2
Bi-2:00) 1
-
3| [Pedaio] | 1] |20
A=
_g\
u

Problema 22

y_y1=y2_yl
X=X X=X

Applicando la formula per

trovare
I'equazione della retta passante per due puh8 si

y+1l 0+1

x-0 -2-0'

da cui si ha y+1:—%x,
ossia X+2y+2=0.

Determinare I'equazione della retta 2XY+2 = 0 nel sistema xOy, sapendo che l'origine del

sistema XO'Y € O' ( 2 ;-1).

Applicando le equazioni della traslazione di assi,

Esercizi svolti di geometria analitica
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la retta e sue
applicazioni.
Problemi fondamentali
.:'.r'l X=x—a_ _ o X =x=-2
si ottiene il sistem
3 i Y=y-b Y=y+1
. ."' . .
2 /in ®OT
| X -Y+2=0| sostituendo le espressioni di X ed Y nella
1 equazione della retta 2X —Y + 2 = 0 si ottiene
-
2] 4] o 1/2 34 x 2(x=2)=(y+1)+2=0.
-1
/ 0'2,-1) i Dunque lI'equazione della retta &
-2
' ' —-2x+y+3=0.
i -3 {
L
Problema 23

Nel fascio di rette di centro A2 ; 1 ) determinare la retta r perpendicolare allaretta di
equazione 2x-2y—-3 =0.

o

/(etta | .
perpendicolare |

2u -2y -3=10

Problema 24
Nel fascio di rette parallele a y =2x determinare la retta r passante per A(0=3).

Si scrive I'equazione y — 1 = m (x+2) del fascio
proprio di rette di centro P.

Siricava il coefficiente angolare della retta
2x—2y —3=0 cioeé m _a_ T2 1.
b 2

Imponendo la condizione di perpendicolarita tra
rette, il coefficiente angolare della retta r
perpendicolare allaretta2x —2y—-3=0¢

o 1
l'antireciproco m'=—— =-1.
m

Sostituendo tale valore al posto di m
nell'equazione del fasciosiha y—-1=-1(x+2)

Dunque I'equazione della retta &
XxX+y+1=0.

Scritta I'equazione del fascio improprio di retiralele alla retta y = —2x , cioe y = -2x + k , si
ottiene I'equazione della retta r imponendo il pggso per il punto Q(0;—-3 ).

Esercizi svolti di geometria analitica
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: la retta e sue

applicazioni.
Problemi fondamentali
Siha -3=Kk.
x\‘ 3 i !
retta base ' .
T “\‘ }};\ 5 Dunque l'equazione della retta e
S {3 [

\‘\ \2 \\ 2x+y+3=0

Problema 25
Dati i tre vertici di un triangolo A(5,0); B(1,2) e C(-3,2), scriverne le equazioni dei lati.

: Sfruttiamo I'equazione della retta
v 4 passante per due punti:

C-3:-2) ' B1:2)

Y=Y — X=X
Yo= Y1 XX

A Per i punti A(5,0); B(1,2)

3] 2] 4o 11 12 (3] |4 |5 ';‘ applicando la formula avremo :

YZO0_X25 44 cui — 4y = 2x— 10 ciodx + 2y —5 =0
2-0 1-5
Per i punti A(5,0); C(-3,2) applicando la formulaemo :
Yy=0_ X=5 4o cui —8y=2x—10 cioé x+4y—-5=0
2-0 -3-5
Per i punti B(1,2); C(-3,2) applicando la formulaieamo :
y-2_ x-5 . o
— = dacui y—2=0cio& =2
2-2 -3-5 Y ¥

N.B. : La retta & data dalla frazione con denonoirahullo, uguagliata a zero.
Problema 26

Scrivere I'equazione di una retta passante per A(2) e per il punto comune alle rette
N x+y=3e s) x—-y+1=0.

Per la determinazione del punto B, comune alle ®téd s), impostiamo il sistema di primo grado:

Esercizi svolti di geometria analitica 16
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: la retta e sue

applicazioni.
Problemi fondamentali
X+y=3 X+y=3
Cio€
X—y+1=0 x —y =- 1o risolviamo per add. e sott.
2x [1=2

da cui la soluzione x = 1 e da una delle due equantteniamo il valore corrispondente della 'y

( prendere sempre I'equazione piu conveniente wiatiopdi vista algebrico ), che in questo caso e
immediato y = 2. Quindi B(1,2).

La retta per AB applicando sempre la formula dedtéa passante per due punti é:

y-2_ x-1 . o

2 —="_"dacui y—-2=0ciog =2
2-2 4-1 y v
Problema 27

Scrivere I'equazione della retta congiungente il poto d’intersezione delle rette
a) x+y=3;b)x—-y+1=0, con quello d’'interseane delle rette c) x—y=1e d) x=L.

Punto A rette a) e b)

X+y=3 X+y=3
analogamente al problema precedente abbiapumib A(1,2)
X—y+1=0 XxX—-y=-1
2x [/ =2

Punto B rette ¢) e d)
XxX—y=1
dacuiy=-2elecoordinates B(-1; —2)
x=-1

La retta AB cercata, applicando sempre la formeléadetta passante per due punti e:
y-2 x-1 . _
“5-5 —1-1 dacui—2(y-2) 4(x-1)
semplificando e con facili conti abbiamo
(y-2)=2(x-1)
y—2=2x-2
y = 2X

Problema 28
Scrivere I'equazione della retta passante per Ab—1) parallela alla retta congiungente
I'origine delle coordinate con B(1,2).

Retta congiungente O(0,0) con B(1,2), applicandopse la formula della retta passante per due
punti é:
y_O:x;O dacuiy=—2x con m=+2
0-2 1-0
in definitiva la retta parallela alla precedentgassante per A(-5, —1) la determineremo con la
formula della retta passante per un punto:
Y-y = m(x — x)quindi
y—1=2(x+5)
y+1=2x+10
2x-y+9=0

Esercizi svolti di geometria analitica 17
A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Problema 29
La retta passante per A(2,3) e Bfl, —6) e quella per C(6-1) e DE3,2) come sono fra loro?

Sfruttiamo I'equazione della retta passante perplundi:
Y=Y — X=X
Yo=Y X TX
evidenziandone I'espressione del coefficiente aargain, cioe
Y™Yi_Yo™ W
X=X X =%
Per i punti A(2,3); B(-1,-6) applicando la formuaremo :
y=3_ _6_3dacui y-3_-9 cioé ;3:+3 m=3
x-2 -1-2 x-2 -3 X—2
Per i punti C(6,-1); D(-3,2) applicando la formalremo :
y+1= 2+1 da cui y—_lzi cioe y_3=—i m =-1/3
Xx-6 -3-6 Xx-6 -9 X—2 3
Se ne deduce che le due rette sono fra loro peig@ad perché soddisfano la condizione di
antireciprocita cioe m = -1/ m’

Problema 30
Scrivere I'equazione della retta passante per A(1)& parallela a quella passante per i punti
B(-1-6) e C(2,3).

Applicando la formula della retta passante pepumto abbiamo:
y—w = m(x — x) quindi
y—-3=m(x-1)
Determiniamo ora la retta per BC, sfruttando I'exjoae della retta passante per due punti:
Y=Y — X=X
Yo=Y X TX
evidenziandone I'espressione del coefficiente aargain, cioe
Y™Yi_Yo~ W
X=X X=X
dati i punti B(-1, —6) ; C(2,3) e applicando larfarla avremo :
y+6:ﬂ da cui y+6:g:3:m
x+1 2+1 x+1 3
Concludendo essendo le due rette parallele m =ancud
y—-3=3(x-1)
y—3=3x-3
y = 3X

Problema 31
Scrivere I'equazione della perpendicolare condottaer l'intersezione delle rette
Nx+y=3e s)x—Yy=1ad una retta di coefiente angolare 2.

Punto A retter) e s)

X+y=3
analogamente abpgma precedente abbiamo il punto A(2,4)
x—-y=1
2x /I =4
Esercizi svolti di geometria analitica 18
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

la retta perpendicolare avra m = -1/m’ quindi nl£2-da cui 'equazione cercata
y—-1=-1/2(x-2)
2y —2=—-X+2
X+2y-4=0
Problema 32
Calcolare il coefficiente angolare della retta passite per A(2,5) e B£3,0); calcolare inoltre,
l'intersezione di essa con la retta passante per @) e di coefficiente angolare —1.

Sfruttiamo I'equazione della retta passante perpolunsi:
Y=Y — X=X
Yo=Y XX
evidenziandone I'espressione del coefficiente aargain, cioe
Y™Yi_Yo™ W
X=X X =X
Per i punti A(2,5); B(—3,0) applicando la formulaemo :
y—_5=_—5da cui ;5:1 cioe m=1lelarettay —5=x-2
x-2 =5 X—2
Applicando la formula della retta passante ppuiito C(7,2) con il coefficiente dato abbiamo:
Y=y = m(x — x) quindi
y—-2=-1(x-7)

y—2=-Xx+7
Vediamone l'intersezione
X-y=-3
da cui x = 3 ed y ® & coordinate dell'intersezione : Q(3,6)
X+y=9
2x 1/ =6
Problema 33

Scrivere I'equazione della retta passante per A(6:5) e di coefficiente angolare —5/3. Scrivere
quindi 'equazione della parallela ad essa condottper B(1,0) e della perpendicolare alla
stessa per C(5,1).
Applicando la formula della retta passante ppuiito A(6, —5) con il coefficiente dato abbiamo:
Y-y = m(x —x)quindi
y+5=-5/3(x-6)
3y +5x =15
Applicando la formula della retta passante ppuitto B(1,0) con il coefficiente m = m’ perché
parallela abbiamo:
Y-y = m(x — x)quindi
y—-0=-5/3(x-1)
3y+5x=5
Applicando la formula della retta passante ppuiito C(5,1) con il coefficiente m = -1/ m’
perché perpendicolare abbiamo:

m=-

glw

1 1
m 5
3
Y-y = m(x — x)quindi
y—-1=3/5(xx-5)
3x -5y =10

Esercizi svolti di geometria analitica 19
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Problema 34
Scrivere I'equazione della retta passante per I'irdrsezione delle retter) y=x e s)2x+y =6
e parallela allarettax -y + 4 = 0.

Calcoliamo il punto (A) d’intersezione tra le eetiate :

X-y=0
da cui x = 2 ed y ® B coordinate dell'intersezione : A(2,2)

2X+y=6

3x /I =6

Il coefficiente angolare dellarettax—y+4ePariam=—-a/b=1
Da cui applicando la formula della retta passaeteal punto A(2,2) con il coefficiente m =1
perché parallela abbiamo:
y—vi = m(x — x) quindi
y—-2=1(x-2)
y=X
Problema 35

Trovare lintersezione della retta passante per i pnti A(-1,-2) e B(4,3) con la retta per
C(-2,7) e perpendicolare alla retta r) 2x — 3y = 6.

Sfruttiamo I'equazione della retta passante perplui AB:
Y=Y, — X=X
Yo=Y XX

Per i punti A(-1, —2); B(4,3) applicando la formakaemo :

y+2 x+1 ) -
=— ~ dacui5(y+2)=5(x+ 1) quindi
3+2 4+1 \ ) ( )
y+2=x+1
x—y=1

Il coefficiente angolare della retta (r) € : m #b-a —2/-3 = 2/3
La perpendicolare avra il coefficiente angolareraoiproco cioé : m = -1/m’'= -3/2
Applicando la formula della retta passante ppuitto C(-2,7) con il coefficiente m = — 3/2
abbiamo:
Y-y = m(x — x)quindi
y—-7==-3/2(x+2)

3Xx-2y=14-6
3X-2y=8
L’intersezione cercata sara data da:
2 x—-y=1
da cui x = 2 ed y ® fe coordinate dell'intersezione : D(2,1)

3x+2y=8

5x I/ =10
Problema 36

| vertici di un triangolo sono A(0,3); B(1,4); C(6:-3). Scrivere le equazioni dei suoi lati e
provare che esso e rettangolo.

Esercizi svolti di geometria analitica 20
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Sfruttiamo I'equazione della retta passante
per due punti:

Y-V, _ X=X

Yo=Y XX

evidenziandone I'espressione del
coefficiente angolare m, cioé

y_y1=y2_yl
X=X X=X

cosi da determinare subito quali rette sono
eventualmente perpendicolari

i’ = —% equazione retta 5y — 20 = —7x +7 cioe by + /=

Le rette AB e AC sono perpendicolari perché i rispiecoefficienti angolari sono antiriciproci, il
triangolo & rettangolo in A, e quindi sussiste @n8B* + AC? = CB*.

Problema 37

Determinare I'equazione della retta passante perpunti A(—=1,m) e B(2m,1).

a) per quali valori di m tale retta € parallela all'asse delle x 0 a quello delle y?
b) Per quali valori di m e parallela alla prima o secada bisettrice?

c) Per quali valori di m passa per C(0,15)?

Sfruttiamo I'equazione della retta passante perpolunsi:
Y=Y — X=X
Yo=Y X TX
y-m_ x+1
1-m 2m+1
(2m + 1)(y-m) = (1 — m)(x+1)

2my —2mf+y—m=x+1—xm—m

y2m+1) - x(1-m) -1 -2/ 0 (¥

a_1-m

m=-—=
b 2m+1

da cui
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

a) affinché questa retta sia parallela all’asse dulinate si dovra imporre che la sua ordinata sia
nulla cioé y(2m+1) = 0 la condizione per soddisfamesto € 2m + 1 = 0 cioe m = — 1/2, da cui

la retta:
-x(1+1/2)-1-2(1/4)=0
-3x/2-1-1/2=0
3
_ 2 _
=< =-1
3
2

affinche questa retta sia parallela all'asse dsdlgsse si dovra imporre che la sua ascissa sia
nulla cioé — x(1-— m) = 0 la condizione per soddisfguesto € 1- m = 0 cioé m = 1, da cui la

retta:
y(2+1) -1-2=0
3y=3
y=1

b) Sappiamo che la prima bisettrice ha equazion& gon coeff. ang. m=1
Sappiamo che la seconda bisettrice ha equayienex con coeff. ang. m = — 1.
Nel nostro caso il coeff. ang e pari a —a/le @l funzione di m, ed andra uguagliato
rispettivamente ai valori di m sia della pritniaettrice che della seconda:

) 1=m =1 da cui
2m+1
1-m=2m+1

3m=0
m=0

quindi I'equazione della retta parallela alla pribisettrice e y —x =1

[1™) 1=m _ -1 da cui
2m+1
1-m=-2m-1

m+2=0
m=-2

quindi 'equazione della retta parallela alla setabisettrice &
y(-4+1)-x (1+2)-1-8=0
-3y—-3x-9=0
y+x+3=0
c)Determiniamo infine per quali valori d m la repassa per il punto di coordinate stabilite, per
farlo bastera imporre il passaggio della rettacpeelle coordinate, da cui:
15(2m+1)-1-2m =0
30m+15-1-2fF0
m?-15m—7 =0 da cui

- 15£225+28 15+ 253

2 2

Problema 38

Il vertice A di un triangolo ABC ha coordinate (-2,3); si sa che l'altezza uscente dal vertice C
ha equazione 3x — 2y — 8 = 0 e che I'equazione deathediana uscente dallo stesso vertice C e
4x -5y +1=0.

Calcolare le coordinate degli altri vertici debimgolo e la sua area.
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: la
applicazioni.

Problemi fondamentali

retta e

sue

A(2,3)

Rappresentiamo le rette

fy 3x-2y-8=0

h
X |y
D| 0 | -4
E[8/3] 0

L'intersezione cercata sara data da:

3X-2y-8=0
lo risolviamo medianit metodo del confronto
4x -5y +1=0
X=2y+8
3
quindi 4(2y ¥83(5y -1)
S5y-1
X=
4
da cui 8y +325y -3
7y =35
y=5

Esercizi svolti di geometria analitica
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

e dalla I" equaz del sistema abbiamo% =6

In definitiva il punto cha coordinate C(6,5)

Cerchiamo ora leetta AB, avente come caratteristica:
- retta per un punto e perpendicolare ad h
il coeff. angolare di h € m = -a/b = -3/-2 = 3/Ramtireciproco € m’ =-1/m = -2/3 quindi
y—y1 = m(x — x) cioe
y -3 =-2(x +2)/3
3y-9=-2x-4
Jy+2x=5

Cerchiamo ilpunto M di intersezione tra la retta AB e la mediana @ajendo sistema tra le due
equazioni:

2| 2x+3y-5=0
lo risolviamo medianitmetodo add./sott.

4x—-5y+1=0
//-11y +11 =0
y=1 e dalla I" equdel sistema2x +3-5=0 x=1 cibKl,1).

Determiniamo ora il punto Bfxys), quest’ultimo ed il punto M (1,1) appartengonia aétta
passante per questi due punti di equaz. generica
y-1 _ x-1
Ye =1 X -1
YXg—Y—%+1=Xp-X—-yp+1
y(xe-1)-x(¥-1)=%-¥
e guesta deve coincidere con la retta AB notalefinitiva uguagiando i coefficienti si ha :
xg—1=3 si ha gX 4
—(f—-1)=2 siha gF-1 B(4,-1)

cioé

Verifica X —y=4—-(-1)=5C.V.D.
Per determinare I'area procederemo in due modi:

I°) applicazione classica della formula As = Bh/2
Le misure delle distanze le faremo mediante la

d= \/ (x, - ,—V,) che nel nostro caso sara

h:CE:\/[a—gj2+(5—o)2:\/(&fj +25:\/180 25 = \/3—25-5\/_3

d(AB) =4/(- 2-4)? +(3+1)° =/36+16=+/52= 213

Nfs?rs e s
As=—=__ 3 - 13> ﬁ-—~22

[1°) applicazione della formula matriciale di Sasru
Inserite le tre coordinate dei vertici del triangpler righe, inserire una colonna di termini umjtar
ripetendo quindi le tre coordinate dei punti, eqadere come nello schema sottostante:
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

1
ZE[(Xl y21+ y11X3 + 1X2 Y3) - (1y2 X3 * X11Y3 + y1X21)]

- - -+ + +

Da cui nel nostro caso:

-2 3 1-2 3

A=l s c11 4 - =1[2+18+20—(—6—10+12)]=1(40+4)=ﬁ=22
2 6 5 1 6 5 2 2 2

La retta CB non richiesta € comunque pari a (fEtadue punti)

Y-y, — X=X
Yo=Y X TX
y-5 _X-6
-1-5 4-6
—2y+10 = —-6x + 36
3X-y=13

Problema 39

Dateleretter) 2x—y+1=0eds) x + 3y — 50=
a) determinare il fascio,
b) fra le infinite rette del fascio determinare quellache passa per l'origine,
c) selezionare fra tutte le rette del fascio quella @passa per il punto A(3,2)
d) fra le infinite rette determinare quella che é pardlelaallaq) 5x -3y +1=0
e) fra le infinite rette determinare la perpendicolarealla rettav) 3x -y +7 =0
f) Determinare il centro del fascio

a) determinare il fascio
2X—-y+1+t(x+3y-5)=0
2Xx—-y+1+tx+3ty—-5t=0
X(2+t)+y(3t—-1)-5t+1=0 (¥

b) fra le infinite rette del fascio determinare queltee passa per I'origine ( cond : c= 0)

quindil—-5t=0 dacui t=1/5
c) selezionare fra tutte le rette del fascio quella passa per il punto A(3,2)
bastera sostituire il punto dato nel fascio, otheloe

3(2+t)—-2(3t-1)-5t+1=0

6+3t—6t+2-5t+1=0
-8t+9=0
t=9/8

d) fra le infinite rette determinare quella che églala allaq) 5x -3y + 1 =0
La condizione € che la retta del fascio dessrealo stesso coefficiente angolare m = m’, quindi

+
m=—-al/b=5/3 fFm; con m= _2*t da cui I'equazione
2+t 5 . 1 . . .
- | :§ con la cond|2|onett§ (se non si pone tale condizione si potrebbe
selezionare la retta con coeff. ang. 90° ; infiito
-3(2+t)=5(3t-1)
-6-3t=15t-5
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

-18t=1
t=-1/18

e)fra le infinite rette determinare la perpendicolalla rettav) 3x -y +7 =0
Condizione my mm=—1 dove nF 3
_3@2+t) _ 1
3t-1
6+3t
3t-1
6+3t=3t-1
6 =—1!

=1

Ottenendo un assurdo se ne deduce che la reta@aérquella esclusa.
1 . . : .
N.B.:my= —5 opposto e reciproco diyw 3 infattimm,=-1

Conclusione, la retta s & quella cercata ( € nimiifa per il parametro)
f) Determinare il centro del fascio
Dalla (*) mettiamo a sistema le due equazioni dedtee, risolveremo il sistema con il metodo della
add/ sott algebrica applicato due volte con la iplidazione di due fattori opportuni cosi da
eliminare una delle due incognite, 'equazione sihattiene, combinazione lineare delle precedenti
due, ammettera sempre la stessa soluzione:

2x-y+1=0

X+3y-5=0

6x -3y +3=0

x+3y—-5=0
7x [l —=2=0 dacuix%

2x+y+1=0

2| =2x -6y +10=0

I[-5y +11=0 dacuiy=15—1

Problema 40
Dato il fascio 2k —1)x + (k+3)y—k+1=0
Determinare :
a) centro del fascio
b) la parallela all'asse y
c) laparallelaallarettat)x—3y+13=0
d) laretta del fascio che dista una unita da A(1,0)
e) le rette che intersecano OA

a) centro del fascio
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: la retta e

applicazioni.
Problemi fondamentali

sue

Analogamente al caso (f) dell'esercizio presdd abbiamo:
2k-1)x+(k+3)y—k+1=0
2kx —x+ky+3y—-k+1=0
y—-x+1+k(2x+y-1)=0
2x+y-1=0

2|—x +3y+1=0

Il +7y+1=0 dacui y—=% per sost. Con facili passaggi si ha )éz

b) la parallela all'asse y ( condizione : b = 0 ) gliin

k+3=0
=-3

sostituendo nel testo abbiamo I'equazione cercata

-6-1)x+(-3+3)y+3+1=0
—-7x+4=0
4

X==
7
c)la parallela allarettat) x —3y + 13 =0

m= 1/3 m:_2k—1

13 dovendo essere {m m avremo
+

_Ezi Conk¢_3
k+3 3
32k-1)=k+3

—-6k+3=k+3

—7k=0 dacuik=0
quindi la retta // e

x—-3y—-1=0

d) la retta del fascio che dista una unita da A(1,0)
Applichiamo direttamente la formula della distadzan punto da una retta

_|ax +by, +c

kav4ﬁ+w+3m—k+ﬂ_

| k-1 +(k+37 |

| 2k -1-k+1 -,
VaK? — 4k +1+K? + 6k +9|
ok

‘ J5k? + 2k +10 ‘

k?>= 5k + 2k +10
—?-—2k-10=0
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

k?+2k +10 =0 comA =¥ -4 ac<0
Conclusione non esiste una retta che soddisfindizamne richiesta.

e) le rette che intersecano OA con A(1, 0) quindlieizuazione del fascio
2k-1)1+(k+3)0-k+1=0 cioé
2k—-2+0-k+1=0
k =0 condizione per A

condizione per O(0,0) & ¢ = 0 quindi

-k+1=0
k=1
risultato 0<k=<1
Problema 41
Determinare k in modo che laretta (k—1)x+y+k2=0
Risulti:

a) parallela all'asse y

b) parallela alla retta di equazioney =2x -1

c) perpendicolare alla retta di equazione x — 2y + 1 6
d) attraversi il segmento AB dove A(1,2) e BR,3)

e) passi per il punto C£1,3).

Y A
x=-1
5
1 2zy+3=0
4
s) 2x-y-1=0

1) x-2y+1=0

7 G(1/2,0)
- F(0,1)
-2 \ nj 2x+y+1=0

Esercizi svolti di geometria analitica 28
A cura di Gentile Valter Ed. 2006




ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

a) esprimiamo il fascio evidenziando il parametro pardeterminare il centro del fascio:

kx —=x+y+k-2=0
k(x+1)-x+y-2=0
k(x+1l)+(x+y—-2)=0

Xx+1=0 X==1 X==1
centro del fascioD (-1, 1)

—X+y-2=0 1+y-2=0 w=

Risulta evidente che 'unica retta parallela aliay appartenente al fascio e la retta limite

Xx+1=0 cioé x=-1

b) Data la rettqds) 2x —y — 1 = 0 rappresentiamola

S
X |y
F| 0] -1
G|12] 0

con m=—ab=-2/-1)=2
e nel nostro caso m EkT_l quindi —(k—-1)=2cioé

k—1=-2
k=-1
sostituendo nell’equazione data si ha
(k—1)x+y+k-2=0
1-1x+y-1-2=0

—2x+y-3=0
2x—-y+3=0
rappresentiamola
r
X 1Y
K| 0|3
E|-3/2] 0

c) Data la retta x — 2y + 1 = O rappresentiamola
t

X1y
L] 0|12
M|-1] 0

con m=—ab=-(-1/2)=1/2

L’equazione perpendicolare ha coefficiente angolare — 1/m’ =—

Nel nostro caso e nel nostro caso m—gi—l quindi —(k-1)=-2cioe

k—1=2
k=3
sostituendo nell’equazione data si ha
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

(k—1)x+y+k-2=0
(3-1)x+y+3-2=0

2x+y+1=0
rappresentiamola
n
X1y
F| 0 |-1
H|[-1/2| 0

d) il fascio il cui centro D (- 1, 1) dave attraveresdrsegmento : A(1,2); B(-2,3), quindi il
parametro k avra un intervallo e non un unico alguer determinarlo sostituiamo sia il punta
A che il B all'interno del fascio, ottenendo risipeamente:
(k—1)x+y+k-2=0

per A (k-1)1+2+k-2=0
2k—1=0
k=1/2
per B —2(k-1)+3+k-2=0
-2k+2+3+k-2=0
k=3
estremo coincidente con la perpendicolare.
Conseguentemente % <k<3

e) Sostituendo il punto C(-1,3) otteniamo un assurdo
(k—1)x+y+k-2=0
—-(k=-1)+3+k-2=0
-k+1+3-k-2=0 11
Se esaminiamo quanto espresso nel punto a)si hethgunto C ha la stessa ascissa del centro D,
quindi nessun valore di K soddisfa la condizione cbincide con la retta limite.

Problema 42

In un triangolo ABC, il vertice C ha coordinate C(1,1). L'altezza e la mediana relative al lato
BC hanno rispettivamente equazioni 4x — 3y — 6 =@x — 3 = 0.

Determinare area e perimetro del triangolo.

h m

X |y X |y
Q| 0 |2 M| 3|0
R|32|0 H |[-1/2| 0

Calcoliamo il punto d’intersezione tra h) ed mgcendo vertice del triangolo punto A

X =3 X=3 X=3 X=3
punto A (3, 2)
4x -3y =6 12-3y=6 —3y=62 | y=-6/-3=2
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

v A

5

2 A(d.2)

ci1,1)
1
F H{9/5,2/5)
1 G 1 3 5 B >

] ®
R(3/2,0) \ M(3,-1/2)

2 B(,2)

Per la ricerca del terzo vertice B ci si avvaldadlebnsiderazione che: conoscendo il punto
M(Xm,Ym), intersezione della retta BC ( base del triangalon la mediana m, e posto all’estremo
opposto di C ed equidistante da M.

Xc T Xg eym:yc;ﬁs

Iniziamo a determinare la retta BC essa passd panio C (1,1) ed € perpendicolare ad h essendo
il coeff. ang. di quest'ultima pari a

mp =— a/b = -4/-3 = 4/3

avremo m =—i:—§
m, 4

e applicando la regola della retta passante peuato abbiamo
Y=Ye=m (X-X)
y—1=-3/4 (x-1)
4y — 4 = -3x +3
3X+4y=7
le coordinate del punto M{xym), saranno date dal sistema tra la retta della B&se la retta
mediana m
X =3 Xx= 3

Per definizione abbiamox,, =

3
punto M (3,-1/2)

3x+4y=7 4y =7-9 4y = -1/2
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti; la retta e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Concludendo dall’espressioni delle coordinate dsddtituendo i valori trovati abbiamo :

Xe +Xg _q
2 2 2

Xxg=6-1=5 e g=-2 dacuiipunto B(5,-2)

YetYe __1

Ricerchiamo ora il valore dell’area, in due modi

I° modo) con I'applicazione della formula classka= Bh/2

Dove B ed h sono le misure delle distanze tra Bpeida base ed A e H intersezione della retta
base con la retta dell’altezza:

3X + 4y =7 sostituendo nella 1* equaz. abbiamo il valore
dellay
3y=6 49
4/3l4x _ — 3y =6 Y =04y
Ex+3x I —7+£1 —3y= 6—33
3 3 5
—15y =30 - 36
16x+9x _ 21+24 -15y=-6
3 3 y =2/5
25x = 45
x= 9/5

da cui ilpunto H(g 'E)
et o (57 (5
\/— \/36+64 19_a-2

25

e =l =X + (¥ ~ye ) =61 +(-2-1) =16+9 =425 =5

concludendo

[I° modo) con la formula di Sarrus

| punti sono A(3,2) ; B(5,-2) ; C(1,1)

1
ZE[(Xl y21+ yllx3 + 1X2 ys) - (1y2 X3 + X11y3 + ylle)]

- - -+ + +
Da cui nel nostro caso:
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: la retta e sue

applicazioni.
Problemi fondamentali
1 1 11 1
A=1l5 -2 15 - :1[—2+3+1o—(—6+2+5)]:%[(13—2)—1]:%(11—1):1%):5
3 2 13 2

Per il calcolo del perimetro mancando le misurdeddilie distanze AC e AB applicheremo due
volte la formula della distanza e poi sommereniottb

dsc =5 gia determinata

dAC:\/(XA _XC)2 +(Ya—Ye) :\/(3_1)2 +(2_1)2 =J4+1=45
o =00 e +(vr —Ye ) =\(8-5) + 2+ 2 =Va*16=20=2/5

Concludendo iperimetro sara:

2p=thct+ dac+t g =5 +V5+ 25 =5+ 3/5
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANA

LITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

LA CIRCONFERENZA E LE SUE A
Problema 1

PPLICAZIONI

Determinare I'equazione della circonferenza passaatper P£1;0) e Q(0;-1).

v &

tangente agli assi

Problema 2

Osservando la figura, si nota che la circonferentangente
agli assi cartesiani in A e in B. Dunque il centtella
circonferenza si ottiene dalla intersezione delkdter
perpendicolari agli assi passanti per A e per Buiedj il
centro risulta C (-1 ; -1).

Il raggio della circonferenza e r = 1.

Dunque I'equazione della circonferenza é
X2+ Y +2X +2y +1=0 .

Determinare I'equazione della circonferenza aventeentro nel punto di intersezione delle rette

y=Xxe x+y+2=0 e passante pe

INEEEL

Problema 3

r I'origine gleassi .

Risolvendo il sistema formato dalle due rette date,
trova il centro C(-1;-1). Il raggio della circorderza e
dato dal segmento CO . Applicando la formula della
distanza tra due punti si ottiene

"’: CO=d = (%, -x) +(y,-wJ .

Dunque I'equazione della circonferenza e
X2+ Y +2x +2y=0 .

Determinare l'equazione della circonferenza aventper diametro il segmento OA con O(0;0)

ed Pe 6; —4)_ .

Applicando la formula del punto medio di un
segmento , si trovano le coordinate del centro
0{0,0) = C (-3;-2). Il raggio della circonferenza e

Jci] | |2

Esercizi svolti di geometria analitica
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dato dal segmento CO . Applicando la
formula della distanza tra due punti si ottiene

CO=d=(x,-x) +(y,-v) =2

Dunque I'equazione della circonferenza é
X+ Y +6x+4y=0
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

Problema 4
Determinare I'equazione della circonferenza aventeentro nel punto C (3 ; -2) e tangente
all'asse x.

y b _ Essendo la circonferenza tangente all'asse dellg x,
tangente all"asse x | 1 raggioer=2.

i , . . N
1% Dunque l'equazione della circonferenza e

X+ Y +6x+4y +11=0 .

Problema 5
Determinare l'equazione della circonferenza tangeset alla retta di equazione y = 1 nel suo
punto A(—3;1) e passante per B.

Osservando la figura il centro della circonfereaza
¥y=1 tangenteind | ¥ 'y

A(3,1) ' C(=3; -1).

Il raggio della circonfernza é uguale alla distanz
1 CA=2.

Dunque l'equazione della circonferenza e

X2+ Y+ 6Xx +2y +6 =0 .

Problema 6

Determinare l'equazione della circonferenza di cemb (—4;-1) e tangente alla retta di
equazionex+y+1=0.

| Per determinare I'equazione della
Y . circonferenza, basta trovare la misura del
raggio che e la distanza del centro della
circonferenza dalla retta data . Si ottiene

r =\2.

¥+y=-1
retta tangente

Applicando la formula della circonferenza
noto il centro e il raggio si ottiene I'equazione

X+ Y +8x+2y+9=0
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

Problema 7
Determinare I'equazione della circonferenza passaatper il punto A(-2;,—2) e avente il centro
nel vertice della parabola x = §+ 4y .

Trovato il vertice della parabola V(- 4;-2) , basta

v ) _ calcolare la misura del raggio che € la distanza
1
VA =2.
Y 2| il _ _ _
! i Applicando la formula della circonferenza noto il
i . centro e il raggio si ottiene I'equazione
Ve =y -4 -2 , -2
e S ﬁfi_i'—]_ ' % V' +8x+4y+16=0.
-3
®=y"2 + dy u
)
Problema 8

Data la circonferenza di equazione %+ y*— 4x — 6y = 0 determinare I'equazione della retta t
tangente alla curva nel punto O (0;0)

.
¥ %2 +y*2 Ax -by=10 Si scrive I'equazione y = mx del fascio proprio di
rette di centro O. Siricava il centro C della
circonferenza ; si ha

C (2:3).

Si trova il coefficiente angolare della retta CD; s
ottiene

m = 3/2.
Poiche la retta CO é perpendicolare alla tangente,
in quanto il raggio della circonferenza appartiene
alla retta CO, imponendo la condizione di
perpendicolarita tra rette, si ha

m = -2/3.
1 Sostituendo tale valore al posto di m
' t | ' nell'equazione del fascio si ottiene
2 u y = (=2/3)x.
tangente in O
Dwmgl'equazione della retta € 2x + 3y = 0.

Problema 9
Data la circonferenza di equazione 28x+ 25y = 144 determinare I'equazione della retta t
tangente alla curva condotta dal punto P{24/5 ; 12/5 ) e non parallela all'asse delle x.

Si scrive I'equazione del fascio proprio di relteentro P, cioé
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

'y ' [ 12 24
y _12 a2y
| T Y=g =mixg)
\ |P(24/5,12/5) 3

Siricava il centro C e il raggio della
circonferenza 25%+25y = 144: si ha

C(0;0) ed r = 2/5.

Y

Si impone che la distanza del centro della
circonferenza dal fascio proprio sia uguale

24m+13 12

J2sm?+25 5

Risolvendo l'equazione si ottiene

al raggio. Si ottiene

25342 + 25y~ 2= 144

- .
A\ 3m+4m=0dacuim=0ed m=-4/3.

Poiche la retta non deve essere parallela alldedteX, il valore accettabile

=—4/3.
Sostituendo tale valore al posto di m nell'equazidel fascio si ottiene
y -2 -2 x2
5 3 5
Dunque I'equazione della retta e 4x +B8% = 0.

Problema 10
Determinare l'equazione della circonferenza passaatper O(0;0) ed avente il centro nel
vertice della parabola y = % + 2x -1 .
Trovato il vertice della parabola
V(-1;-2),
basta calcolare la misura del raggio che e lamizsta

CO =+5.

Applicando la formula della circonferenza noto il
S centroe il raggio si ottiene l'equazione

Zx Y +2x + 4y = 0
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

Problema 11
Trovare la misura del raggio della circonferenza acoscritta al triangolo di vertici (1,6), (5,4)
e 2,5). Quali sono le coordinate del centro di taleirconferenza?

v A
B A(1,6)

C(2,5)

4 Bi{5.4)

C(1,1)

L’equazione generica della circonferenza ha esjess
X2+y2+mx+ny+p=0

essendo circoscritta al triangolo dato, i vertigjdest’ultimo appartengono alla circonferenza
soddisfacendone I'equazione, per questo ne impornlgmagsaggio per i tre punti dati

A( 1+36+ m+6n+p=0

B{25+16+5m+4n+p=0

A

Cl4+25-2m+5n+p=0
\

-r37+m+6n+p:O tra la primaddrza -l —37-m-6n-p=0
{41+5m+4n+p=0 29-2m+5n+p=0
| -8-3m // =0

e 129-2m+5n+p=0

\

-

n =—8-3m tra setme laterza—-1 —-41-5m-4n-p=0
X 41+5m+4n+p=0 29-2m+5n+p=0
-12-#m=0

k29—2m+5n+p:0
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

.
n =—8-3m

A

n=7/m+ 12
{n =-8+6=-2

k29—2m+5n+p:O
29+4-10+p=0

n =—8-3m r
m= -2
<-8-3m =7m+ 12
i n==2
29-2m+5n+p=0
\ = —
P= 23
p
n =—8-3m
{—10m = 20

K29—2m+5n+p:0
concludendo I'equazione della circonferenza é

X2+y2—-2x-2y—-23=0

m n . 2. .
C(-—,——) dacui Cé,— cioeC (1,1
( 5 2) 2) (1,1)

1 1 1 1 10
R==Jm>+n® -4p=2,/4+4-4(-23)==4J/8+92=-4100=""=5
2 P ZJ « ) ZJ ZJ 2

Problema 12

Trovare la distanza d del centro C della circonferaza ¥ + y* + ay = 0 dalla retta y = 2(a — x ).
Mettiamo a sistema le due curve per evidenziapp&izione della retta

X¥+y +ay=0

y=2(a-x)
Dopo la sostituzione elaboriamo solo I'equaziosealtante

x*+4@—-xj+2a@-x)=0
X% + 4(F + x¥*—2ax) + 24— 2ax = 0
X2 + 48 + 4% — 8ax + 24— 2ax =0
5x* — 10ax + 6 2= 0
il A=b’—4ac =254 -304<0 larettaé esterna alla circonferenza

Coordinate del centr@(a ,p) =(0 ,—a/2)
Infatti dai coefficientia =—2a e b =-2p da cuii valori dell’esercizio che si sta svolgendo
a=—al/2=0e p=-b/2=-al2
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

Larettaéy=2(a—x) cioey=2a-2x edaa@x +y—-2a=0

Mediante la formula d= ax thy, +c
J(a® +b%)
otteniamo
a a -a-4al |-5a

d_2(0)+1(—2)+(—2a)‘_‘—2—2a_‘ 5 _‘ : _‘_Ei__&’:l@_
I R B G TR R R
_|_5av5|_a/5

25 2
Problema 13

Dal centro della circonferenza X + y* = 2ax € tracciata la retta parallela alla retta x+ 2y = 0.
Detti A e B i punti d’intersezione tra la retta e b circonferenza, determinare I'area del
triangolo AOB.

Ricerca della retta parallela alla ret}ac + 2y =0 con m =-a/b =-1/2
La rettar) parallela alla retta dat avra m’ = m e passeral gentro C di coordinate
C(a,p)=(a,0)
Infatti dai coefficientia =—2 a e b =-2p da cui i valori dell'esercizio che si sta svolgendo
o=—a/2=2al2=ae p=-b/2=0
applicando la y—y =m ( x — x’) abbiamo
r y—-0=-1/2(x—a) 2y=-x+a XxX+2y—-a=0

y‘.
B
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

Ricerchiamo ora i punti d’intersezione A e B trad#ta r) e la circonferenza dataixy’ = 2ax
mettiamo le due equazioni a sistema

X +y+ay=0 Dopo la sostituzione elaboriamo solo
< 'equazione risultante

X+2y—a=0 & — day + 4y + Y = 2& — day
\ 5)/2 = 2& - g
( 5y = &

—a-2 .

D, X 4 dacuiy,=* %

(@a—2yj+y'=2a(a-2y)

a 5+2a:a(\/§+2)

L 2a
quindiperx=a+—==

NN I
eper>g=a-%=a*/§\/é2a:a(*/j§'2)
In definitiva le coordinate dei tre vertici deldrigolo sono
A (X1,y1) {% —%} 0 (0,0)

Per il calcolo della superficie ci avvaliamo ancdefla formula di Sarrus

- - -+ + +
Da cui nel nostro caso:
a(+/5 +2) _a a(+/5+2) a

J5 J5 G
1| a(v5-2) a av5-2) a _£|a.a(x/§+2)+i.a(\/§—2):

2 BB s B

_1[a*(v5+2) , a’(\5-2)| _1[a’V5+2a® +a’V5-2a%| | 1]|2a*V/5| _ a5

2| 5 5 | 2 5 2| 5| 5

Problema 14

Data la circonferenza X + y* — 4y = 0 determinare le rette tangenti alla circoferenza (se ve ne
sono), e passanti per il punto A(0,6).

Data la retta y = k che interseca la circonferen2dN e le due tangenti nei punti P e Q, sussgte |
relazione PQ/MN = 2. Determinarne le coordinate.
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

v
G
g
A L’equazione della
. retta per A(0,6) ha
equazione
y—ya=m(xX—3)
y-K__ P Q cioé
M L N
C
y—6=m(x-0);
equazione che andra
- 2 - 2 3 < *>—°—» messa a sistema con
'equazione della
=l circonferenza
ottenendo:
[(y—6=m(x-0) (y=mx +6
3 <
X+y—4y=0 X + mPx® + 36+ 12mx —4mx — 24 =0
(y=mx +6 (y=mx +6
< <
X + (mx + 6f—4(mx +6) =0 X (1+ nf )+ 8mx + 12 =0

da quest’ultima equazione imponiamo la condizidnangenza A = b*— 4ac = 0
16mf — 12(1+m) = 0

4n’—12=0

m?=3 dacui m=+/3 coefficiente angolare delle due tangenti cercate

y—6=\/§x e y—6=¢§x.

Passiamo ora alla seconda parte dell’esercizio.

La retta y = K é parallela all'asse delle ascigeterminiamo in funzione del parametro le sue
intersezioni con la circonferenza data :

fy:K
<
X+y—4y=0 X% = 4K — K?
:y_K x = 2= K? +4K
X+K—4K=0

S

dalla risoluzione dell’equazione in x scritta oteano il valore delle due ascisse cercatedd N,
mentre I'ordinata & data dalla retta parametrica.

M(-v-K?+4K ,K) eNK-K?+4K ,K)
MN = [Ne - My = W=K?2 +4K ++/-K? +4K |2/~ K? + 4K
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Dalla relaione imposta dal testo abbiamo PQ = 2 duihdi :

PQ=2MN = Z(M):4m (**)

Inoltre il valore di PQ €& pari anche all'interseztodella retta parametrica con le tangenti; in
particolare lo calcoliamo solo per il punto Q, ecoasiderazioni analoghe alla precedenti avremo la
distanza completa PQ:

K-6

V3

y =K X =

_2( K- 6) (*)

3
Concludendo dall’'uguaglianza tra i valori di PQeatiti avremo i valore del parametro K cercato
(ordinata della retta data):

y=V3x+6 PQ = [2x]

2(K-6) _ > K?+36 — 12K — 48K + 12K= 0
T ak-kK 13K2- 60K +36=0

—6)2 _30++/900-468 _ 30++/432
(K36) :(2l4K_K2)2 KlZ_ 26 =

26
(K -6)% =12(4K - K?)

Per i valori di R e Q cercati bastera sostituire nella (*) per ottenedisi come per Med N, si
dovranno dividere per 2 dalla (**).

Problema 15
Data la circonferenza di centro C(-1; —2) e la rettangente t) x + y — 2 = 0, determinare la
circonferenza.

I° modo)
L’equazione della circonferenza cercata € del tipo
X2+ y2+ax+by+c=0

| coefficienti a e b li otterremo sfruttando le cdimate del centro date, mentre il coefficiente sil
otterra mettendo a sistema la circonferenza coetia data, vediamolo:

dalle coordinate del centi© = (—E ,—Ej = (-1, -2) cioe
2 2
—E:—l dacuia=2 —g=—2 dacuib=4

ne consegue I'espressione per la circonferenza

X+ y2+2x+4y+c=0
che messa a sistema con la retta data dara iiceete cercato:
X2+ y2+2x+4y+c=0

X+y—-2=0
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X=2-Yy
(2-y2+y2+2(2-y)+4y+c=0

come al solito elaboriamo l'ultima equazione
4-4y+y+4-2y+4y+c=0

2y —-2y+8+c=0 imponiamo la condizione di tamg:A = b*— 4ac = 0 (N. B. : con iA/4)

1-2(8+¢) =0
1-16 - 2c =0
_2c=15
¢ =—15/2

Da cui 'equazione cercata
X2+ y2+ 2x + 4y — 15/2 =0
2X%+ 2y>+ 4x + 8y —-15=0
11° modo)
Determiniamo il raggio come distanza tra il cer@i(e-1,—2) ed il punto di tangenza con la retta
)x+y—-2=0:

|ax1+byl+c| 2—2|: 5|
‘w/a +b?) ‘ Vi+1 | V2|

Conseguentemente f="€r2 quindi dalla formula (x ©)2 + (y —p)2 = r2 abbiamo
(x+1)2+(y+2)2 = 25/2
20 +2x +1) + 2(y +4y + 4) = 25
2% +4x +2 + 2y +8y + 8 —25=10
2% + 2y +4x +8y — 15 =0 C.V.D.

Problema 16
Date le circonferenze ¢) &+y* —2x+4y+1=0 ; c)%+y*—2y =0 determinare il fascio e
le sue caratteristiche e la sua natura.
L’equazione del fascio € data da

X2+ —2x+4y + 1+ t(k+y* —2y) =0

X+ —2X+4y + 1+ tk+ty? -2ty =0

X2 (1+t) + ¥ (1+t) -2x + (t—=2)y + 1= 0

X2 +y? 2X +2(t—2)y+ 1 -0
1+t 1+t 1+t

C:(—E —Ej—(i —_t_zj
2" 2) 1+t 1+t

rzg\/m:;\/ 4 4t-2 4 1\/4+4(t — 4t +4)-4lL+t)
2 (1

2\ ([@+t)?  (@+t)® 1+t 2 (1+1t)?

1 [4+4° -16+16-4-4t _1 [47 -200+16
2 @+t) 2\ (+t)’

Vediamone la natura, cioe
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4t - 20t +16
(L+t)”
Da cui

>0

42 —20t +16> 0
t? -5t + 4> 0
1 e soluzione

5++25-16 _5+3 "

2 2
\ 4 ¢é soluzione

Soluzionia>0A >0 f(t)>0 verificata per valori esterni x<1 x >4
conx#-1

t1o=

X+y —2x+4y+1=0

1| X¥+V -2y =0
Yl ll—2x +6y+1=0
cioé
[(R+y -2y =0
< fasciiocttcoli esterniA < 0

—-2X +6y+1=0

6y+1=3y L1
2 2

By +5)2+y2 2y =0
L 2

X =

9§+%+ 3y+y—-2y=0

10§+y+% =0

Problema 17
Dopo aver studiato la natura del fascio di circonfeenze (1+k)X + (1 + k)y? — 12x — 4(1+k)y = 0
Con k € R, determinare il valore di k per cui si otiene :

a) la circonferenza passante per (-1, —1)

b) la circonferenza tangente nell’origine allaretta & + 2y =0

c) la circonferenza che ha il centro sullarettax + ¢+ 4 =0

d) la circonferenza che ha il raggio pari avs.

a)x% + ko + Yo+ ky? — 12x — 4y — 4ky = 0
X +y—12x—4y +k (k+y —4y)=0

X+y—12x -4y =0

1= X~y +4y=0
/M1 -12x /I =0 ne segue x =0

Esercizi svolti di geometria analitica 45
A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

Quindi per capire la natura del fascio:
X+y—4y=0
x=0

+y—4y=0

y (y—4)=0 due soluzioni reali e distinte Y=e y =4 (punti base dell’asse radicale)
e unfascio di circoli secantie la circonferenza passante per P(-1, —1) ha palaie di k pari
a
X2+ yY—12x—4y +k (X+y—4y)=0
1+1+12+4+k(1+1+4)=0

18 +6k =0
6k =-18
k=-3

N.B : k# -1 perché se k = 1 si otterrebbe
'equazione di una retta o0 meglio 'equazione della
retta coincidente con la circonferenza degeneredel
fascio che ha raggio infinito.

circ. degenere

b)
X+y—12x—4y +k (X+y—4y) =0

3x+2y=0

y=-2x
2

)?+gx2— 12x—{—§xj+ k| x? +gx2 —{—ﬁxj =0
4 2 4 2

4%% + 9% — 48X + 24X +4k&k+ 9k + 24kx =0
13X — 24x + 13k% + 24kx =0
13 (1 + k) +24x (k—=1)=0

da questa equazione l'unico valore accettabilél parametro k € k — 1= 0 cioé k = 1, questo
per lo stesso motivo gia discusso nel punto pretede

c)(1+kpE+ (1+Kky—12x—4(1 +Kky=0
dividiamo per k +% 0 ottenendo
> 12
X“+y ——x-4y=0 (*
y Y )
la caratteristiche di questa circonferenza e chedlcentro di coordinate
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o< 23} 3ot
2" 2) l21+k) 2) 1k’

deve appartenere alla retta x +y + 4 = 0, cioe@dmddisfarne I'equazione, cioé

i+2+4=0 da cui
1+k

6(1+k)+6=0
6+6k+6=0
6k =—-12
k=-2
d) analogamente al punto precedente dell’equaziomeifiteressa il raggio il cui valore & dato
da

(12)°

=12’ +b? —4c =
2 2 (1+k)

uguagliando avremo il valore del parametro cercato

1](12)° e
2\/(1+k)2+( 4" =5

144 2 2_ 2
(Jw e J ")

144 +16(1+K = 20 (1+k¥
144 +16 (L +2k +H—-20(1 + 2k +R =0
—4K-8k+140=0
4k* + 8k —140 =0 da cui

kiz= -1+1+35 ——1+6-<:
k=5

+(-4)? il valore del raggio & dato da r#5

Problema 18

Dati i punti base A(2,0) e B(-1,2) costruire il fasio, indi determinare la circonferenza tangente

all'asse delle x (valore del parametro).
- ricerca del fascio
Retta passante per due punti

Y=Y — X=X
Yo=Y XX
nel nostro caso e
y-0_ x-2
2-0 -2-1

2x+3y—-4=0
inoltre il centro ha coordinate

C= XtX ity, (2 12) (l’lj
2 2 2 '2) (2
- distanza dei due punti AB

d =AB = \/ yl)

=\(2+2 +(0-2) =13
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Di conseguenza I'equazione della circonferenzacemtro C e raggio r avra espressione

1) > 13
— 1) =—
(X 2) +(y+ ) 4

X2 =X +1/4 + y—2y +1 = 13/4
X2 —x—12/4 + §—2y +1 =0
X>+y¥—x—2y—2=0
Equazione del fascio cercata
X2+ Y—x—2y—2 +t(2x+3y—4)=0
X2+ Y —x—2y—2 +2tx + 3ty —4t=0
X+ Y+ x(2t-1)+y(Bt—2)—4t—-2=0
determiniamo ora il valore del parametro t, perstiia I'equazione della circonferenza tangente
all'asse x ; 'asse x ha per equazione y = 0 da cui

y=0
{ X+ +x(2t-1)+yBt—2)—4t—-2=0

Sostituiamo la 1* equaz. nella seconda elaborandola

x? + Y+ x( 2t —1) + 4t — 2 = 0 imponendo la condizioné¢attigenza\ = 0 abbiamo
(2t-1f —4(-4t—-2)=0
A% —4t+1+16t+8=0

AP +12t+9=0
(2t + 3 ¥ = 0 ne consegue
t=-3/2

Problema 19

Si considerino la circonferenza X+ y? — 2ky = 0, il punto P(4,5) e le tangenti alla cimnferenza
uscenti da P; siano A e B i punti di tangenza. Dateinare per quale valore di k i segmenti PA
e PB sono lunghi 3.

YE‘ Dalla condizione di
tangenza dopo
l'intersezione della retta
generica per P con la
circonferenza, nulla si
potra dire, mentre
notiamo che :

O0=@p)=

39
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Quindi la

2 2
d=PO :\/(Xz - X1)2 +(Y2 - Y1)2 :\/(4—0)2 + (5+gj :\/16+ 25+k7—102 =

=\/41+k_2_5k=\/k2—20k+164
4 4

Applicando Pitagora al triangolo APO, cioé ROAC? = 3 abbiamo
k? -20k +164 Kk*

= =9
4 4
k? — 20k +164 — k= 36
20k = 128
128 32
20 5

Problema 20

Nel fascio di rette generatricix +y + 3 =0 e 2x y + 8 = 0 determinare le rette tangenti alla
circonferenza di centro C(2,-3) e passante per T(®, Determinare inoltre 'equazione della
circonferenza concentrica alla precedente che staducsulla bisettrice del 1° e 3° quadrante un
segmento di lunghezza¥3. ( fig. nella pagina successiva)

- Iniziamo con il determinare il centro del fasciproprio ) :
—1{ X+y +3 =0

2x+y +8 =0
(x //+5=0 x=-5
inoltre dalla 1" equaz.
=—x—-3 dacy=2
Il centro cercato ha coordinatd® (-5, 2)

- Determiniamo ora I'equazione della circonferenzattdindo la formula della distanza tra
le coordinate di due punti per avere la misuraaggiio con C(2, —-3) e T(6,0)

Essendor=TC 5/(x, =x,)? +(y, - v,)* =4/(6-2)? +(0+3)? =416+9=5
Quindi
(x — 2F+ (y + 3f = 25 da cui
X +y—4x+6y—12=0

- Ricerca delle tangenti alla circonferenza pasgasettil puntoP (-5, 2 ) procederemo
mettendo a sistema I'equazione generica di una pagsante per un punto con la

circonferenza trovata imponendo infine la condizidn= 0
Equaz. retta generica per un punto y—=ym (x — x) quindi
y—2=m(x+5)
y=m(x+5)+2
X+y—4x+6y—12=0
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Ci2,3)

x+y+3=0

kx +y+8=0

F 0,12 ,6)

Sostituiamo la 1 nella seconda ed elaboriamo guista

X+M(X+5)+P—4x+6(M(x+5)+2)—12=0

X2 + (m? (x+5F+ 4 + 4m(x + 5) — 4x +6m(x + 5) + 12 - 12 =0

X2 + mP(x° + 10X + 25) + 4 + 4mx + 20m — 4x + 6mx + 30m = 0
X% + mPx? + 10 nfx + 25 nf+ 4 + 10mx — 4x + 50m = 0

x?(1 + nf) + 2x(5nf+5m — 2) + 50m + 4 + 257% 0
imponiamoA/4 = 0
(5m?+5m — 2§ — (1 + nf) (50m +4 + 25 1) = 0
25nt + 25nf + 4 — 20M — 20m + 50m (25nT + 50m + 4 + 25rh+ 50n7 + 4nf) = 0
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25n" + 25nf + 4 — 20M — 20m + 50— 25nf — 50m — 4 — 25— 50m — 4nf = 0
—20nf —20m + 4 —50m — 4 — 4m0

—24nf-70m=0
12 nf +35m=0
m(12m + 35) =0

m;=0

= 35

2T 12

da cui le equazioni delle rette tangenti cercate:
y=2 e y= —i—g (x +5) + 2 ( nella figura sono tracciate in rosso )

- Per la seconda parte del problema sappiamo ebedzione della bisettrice 1° e 3° quadrante
ey =x(cioéy - x =0), ne determiniamo la digtawlal centro C(2,-3) con la formula:

L |aerbyr] [y-x|_ |—z 3_|-5

@ Wz |
43 2.3

Non resta che applicare il teorema di Pitagoraahgolo ABC dove AB = BD/2 =7 =

Quindi

r1:BC:\/(AB)2+(AC)2:\/(2 3)2 (_%Jz \/12 225 \/24;25: 4_29

Concludendo I'equazione della circonferenza cercateentrica alla data con C(2,-3) avra
espressione:
(x — 2F+ (y + 3F = 49/2

Problema 21
Detto C il centro della circonferenza 2% + 2y* +5x + 7y = 0, determinare le equazioni delle

rette r ed s perpendicolari alla retta 3x +y + 2 ) e che hanno distanze‘/% da C.

Determinare il perimetro del quadrilatero convessavente per vertici i punti d’intersezione di
red s con gli assi.

Esplicitiamo e precisiamo i dati:

Circonferenza 2¢ + 2y + 5x + 7y = 0 Rettam)3x+y+2=0
a B 57
C= ,—— | ; passa per
( 2’ 2) ( 2’ 2) Passap =-afb =
lorigine O = (0,0) ; T ;
2 2
a b /25 49 |74 /37 Al 0 |2
r= —| +|=| -c=,]—+—=|—=,|—=43
\/(2) (2] 4 4 4 2 B |-2/3| 0

Determiniamo la retta parallela alla retten e passante per C ( dove le reteds hanno distanza

_ |2
_ﬁ)
y—y = m(x — x) quindi
yrl =3 (x+2)
2 2
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+ Z = —3X +1—5 L
Y75 2 x | vy
22 M 0 -11
y+3x=-— N|[-11/3] 0
y=-3x-11
A
n m ¥
A N334 1-B(23.0) | | | | | |
) - S U =
B 4! 3l | 4 Bl |70 18] | 9] Lok
3y-x+ﬁ=l]
Q‘ 4 =F-1(0, 103) |
. NECTT™ I
\ 5
g I I A
3x+y+2=10
&
|3x+y+11=10
9
10
M@,-11) -1

Determiniamo la circonferenza di centro C e ragé%(z 063)

2 2 74 2
(x+§)2+(y+Z)2: 2 X+ Y+ 5X + Ty +——==0
2 2 5 4 5 B
2052 + 20 ¥ + 100X + 140y +370 -8 =0
e 20,10 e, 29 182 1052 + 10y + 50x + 70y + 181 =0
4 2 4 27 5

Ricerchiamo ora i punti d’'intersezione di questaamferenza con la, per questi punti, una volta
determinati imporremo il passaggio delle tangeetigssi ortogonali alla retta.
y =-3x —-11

10X + 10y + 50x + 70y + 181 =0
Sostituiamo la 1" nella seconda ed elaboriamo testa

105 + 10(-3 x — 1B+ 50x + 70(-3x —11)+181 =0
10X + 10(9% + 121 + 66x) + 50x — 210x — 770 + 181 =0
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10%¢ + 90¥ + 1210 + 660x — 160x —589 =0
100¥ + 500x + 621 =0

__ 23
T
_ —250++/62500- 62100 - 250+ 20 _
e 10C -~ o100
_ 27
T
PuntoE x, = 23 e dall'equaz. della retta otteniamg,: = -3 ELE—ll: 9-110__41
10 10 10 10

PuntoF x, = —% e dall'equaz. della retta otteniamg, = -3 5—2—7 -11= 81-110__29

10 10 10
F(-27_29
10’ 10

Calcoliamo ora la retta passante E%F%’ —j—;j ed ortogonale allarettan) 3x +y+2=0 con

Riassumendo E —E’,—L‘—l :
10 10

- : o o1 1 -
coefficiente pari al suo antireciproco cioe m=— = +§ quindi :
m

Y-y =m(x - %) 30y —10x + 100 =0
y—x+10=0
L4123

Y*i. ~ §(X 1_0) retta per=
10y +41 _ :_l(le + 23] = é 12)//3

10 3 10 Uliol o
30y + 123 =10x + 23
Calcoliamo ora la retta passante pfe(—i—g —%j ed ortogonale allaretten] 3x +y+2=0

con coefficiente pari al suo antireciproco cioe m’'= = +§ quindi :
m

y—% = m(x - Xx) 3y—-x+6=0
29 1 27
y+ﬁ B +§(X +E) retta per-
10y +29 1(10x+27 X|y
10 _5( 10 j RIO|-2
s|6] 0O

30y + 87 = 10x + 27

30y — 10x + 60 = 0 Il punto R coincide con A

Il quadrilateroTRSU e un trapezio scaleno, determiniamone le basildcearema di Pitagora:

b= RS =VOS? + OR? =+/62 + 22 =+/36+ 4 =/40 = 210

2
Bw=UT=0OU? +OT? = [107 +(1§0j :\/900;100 =\/1000=1_0@

Lati obliqui
RT=(OT-0OR)=(OT - OA)=139—2=—=g
Uus=(0U-0S)= 10-6=4
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Concludendo la misura del perimetro € paria: 2p =+ By + RT +US =
=2\/F)+%)\/E+g+4: 6\@210\@ . 4+312:16+136\/E :16(1+3\/E)

Problema 22
Date le rette 3x —y = 0 e 3y — x = 0 determinare equazioni delle circonferenze tangenti ad
entrambe le rette aventi raggiovV10.

X £
W
L [ ¥ |
."'l ~
{ LY
! N
B
( 5
| LY _
| CH(-5/2.5%) 2
L S
1 LS
\ B3R 1
1

Iniziamo con il rappresentare le rette:

=

X y
ry3ax—-y=20 Al 1 3
B| 1/3 | 1

S
s)3y—-x=0 X y
C| 1 |1/3
D| 3 1

Dopo averle rappresentate in figura possiamo dhecle circonferenze cercate hanno i centri
posizionati in un “luogo geometrico” che gode deltaprieta di essere equidistante da entrambe;

Esercizi svolti di geometria analitica 54
A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

per determinarli applichiamo la formula della dista punto retta, sia per la rettahe pers
conoscendone la misura dV£0 per entrambe le distanze uguale ( raggi ) neradineremo anche i
valori delle coordinate, da cui :

ax, +by, +c

e nel nostro caso con le rette) 3x —y =0 eds) 3y — x = 0 abbiamo

d=

le grandezze sono in valore assoluto, da cui i casi
a)d =d; (ugualea —&-d)

b)d=-d

Caso a)delle distanze,d= d; ricerca del punt@’(x’,y’) ottenendo
X-y =3y =X X' =y

X +X =3y +y ne consegue che
4x' = 4y’ C'x.y)=C(xx)

Quanto trovato ci esprime che il luogo geometrigoidistante da entrambe le rette € la bisettrice
del 1° e 3° quadrante ed il centro C’ giace susdagcerchiamone i valori, riprendiamo la formula
della distanza punto retta can(x’,y’) = C'(x’,x’) , quindi

|d| =V10
33Xy | _
NICEX)) - ‘\/E‘

cioé per quanto detto abbiamo
1) d =10
2) d =-V10

Esaminiamo il sottocaso (alyon la condizione vista X’ =y’

3x'—y' =10 V10 X'=5 ne consegug/’ =5
3X'—x"=10 da cuiC’(x\y’) = C'(x',x') =C’ (5,5)
2x' =10 centro della prima circonferenza

Esaminiamo il sottocaso (a2fon la condizione vista X’ =y’

3x'—y =—v10 V10 Xx'= -5 ne consegug’ =—5
X' =x"'=-10 dacuiC’(x\y)=C"x'x)=C"( —-5,-5)
2x'=-10 centro della seconda circonferenza

Caso b)delle distanze,d= — d ricerca del punt&’(x’,y’) ottenendo

X'~y =- @3y -X) =y

X' -y ==3y +X ne consegue che

X=X =—3y+y C”(xy)=C"(X, —X)

2X' ==2y
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Per guanto detto, ora abbiamo determinato il luggmmetrico dell’altro semipiano, bisettrice 2° e
4° quadrante con C’” giacente su di ressa, pelow procediamo analogamente a come fatto
precedentemente cai’(x’,y’) = C”(x’, —x’), quindi :

|d| =V10
3x—y - ‘\/E‘
9+)

cioé per quanto detto abbiamo

3) d =10

4) d = =10
Esaminiamo il sottocaso (b3ton la condizione vista X’ = -y’
3x'—y =410 V10 da cui
3X'+x =10 C”(x\y)=C"(x', —x)=C"(5/2, 5/2)
4x’ =10 centro della terza circonferenza

X' = g ne consegue y’ =

N ol

Esaminiamo il sottocaso (b4ton la condizione vista X’ = -y’

3x'—y =10 V10 da cui
33X +x =-10 C*(x,y) = C*(x’, —X’) = C*(5/2, -5/2)
4x' =-10 centro della quarta circonferenza
5 5
X' = —= neconseguey =
2 quey 2

Ora che abbiamo tutti i centri con le relative ctoate e il raggio (per tutte uguale/0),
determiniamo con semplicita le equazioni delleaniferenze :

17 C’ (5,5) 28 C"(-5,-5)
(x-5f+(y-5%=10 (x+5F+(y+5%=10
X% + 25 — 10x + §+ 25 — 10y = 10 X%+ 25 + 10x + §+ 25 +10y = 10
X? +y?—10x — 10y + 40 = 0 X +y?+10x + 10y + 40 =0
3" C™(5/2, -5/2) 4n) C*(5/2, -5/2)
2 2 2 2
X—§ + y+§ =10 X+§ + y_§ =10
2 2 2 2

x2+2—f—5x+;?+2—f+5y:10 x2+2—f+5x+f+2—f—5y:10
4% + 4 —20x + 20y + 50— 40 =0 4x% + 4y +20x —20y + 50 — 40 =0
4% + 4y —20x + 20y + 10 =0 4% + 4y/+20x — 20y + 10 =0
2%+ 2y#—10x + 10y + 5=0 2%+ 2y?+ 10x—10y + 5= 0
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Esercizi svolti:
sue applicazioni.

la circonferenza e

Problema 23

Trovare I'equazione della circonferenza passante p&(0,0), tangente alla retta di equazione
3x — 2y = 0 ed avente centro sulla retta di equazie 4x + 5y — 2 = 0. Determinare i vertici e la
superficie del quadrato inscritto nella circonfererza e avente un vertice in O.

A
¥ _
[11]
] | X -2y
dx +5y-2=10 3

[

Iniziamo con il rappresentare le rette:

m)3x—-2y=0

S)4x+5y-2=0

n)2x+3y=0

essendo m’ = -2/3 e passante per O(0,0)
y—-y = m(x — x) cioe

y — 0=-2/3(x — 0) da cui I'eq. scritta

Esercizi svolti di geometria analitica
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| 9 10
Iu+2y=0
X y
Al 3/2
B (2/3 |1
X y
D |0 2/5
E (1/2 |0
X y
F |1 -2/3
G |-3/2|1
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" parte

L’equazione di una generica circonferenza pasgatéorigine ha espressione:

X*+ y* +ax + by =0

e deve essere tangente alla retj&8x — 2y = 0 quindi mettiamole a sistema imponelado
condizione di tangenza=0 :

( ¥+ Yy +ax+by =0 elaboriamo solo quest’ultima

A 13x? 3b)_
3x-2y=0 4 + X a+? =0

fy —ay /2 la cui conczj. ditg.za e

3 2 [Za;erj -0=0 1" equaz.
X+ 2 + ax +§ b=0

~ 4 2

guest’equazione presenta due incognite a, b sedecd che servira una seconda equazione nelle
stesse incognite per determinare i coefficientiederconferenza cercata; lo faremo considerando
che il centro C(—a/2, —b/2) della circonferenzaadappartenere alla repdx + 5y — 2 = 0 data,

cioé ne deve soddisfare I'equazione:

a b -5b-4
-Zl+g -2|-2=0 a= 2" equaz.
342 o

-4a-5b-4=0
Da cui il sistema nelle incognite a e b:

Sk Sk

az_0=4 b? ~8b+16) _
4 | | 16
sostituiamo la 2 nella prima ed elaboriamola b?-8b+16 = 0
2
('5b'4+§j -0 b=4+16-16=4
4 2 ne consegue per
—5hb—4+6b 2_0 g "Sb-4_-24_
4 - 4 4

In definitiva la circonferenza ha equazione:

x*+y*-6x+4y=0 conC E—%,—gj =(3-2)

Altro modo risolutivodi questa prima parte, e certamente molto piu idiate, € dato dalla
considerazione che dal disegno sappiamo che d#&b plutangenza O(0,0) il raggio e ortogonale
alla tg. Stessa, quindi il centro C giacera ancitia settan) oltre che sulla), bastera
semplicemente fare sistema queste due rette part@il punto di intersezione :

n(-2)|3y+2x=0

S Sy+4x =2
y [/l ==2 dacui x=8trovandoC(3,-2)

Esercizi svolti di geometria analitica 58
A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svoltii la circonferenza e
sue applicazioni.

Problemi fondamentali

[I" parte
Determiniamo il raggio :

J()(b)ﬁﬁr

2

d (diametro) = diagonale del quadratdZ#fB
Ricerca del punt® simmetrico di O;
sara una delle soluzioni del sistema tra la cireeriza eah), quindi

X+ —6x+4y=0
3
2x+3y=0 (x:—zy)

Come al solito ricaviamo dalla seconda la x e Eigoamo nella pima elaborando quest’ultima :

Oy +y?+ By ay=0 y1=0 = %=0

4 2 _ 52 12
y2=-—="4 = %=—_-=6

9y® +4y® +36y +16y =0 13 2

13y* + 52y = 0 QuindiQ (6,-4).

y(13y+52)=0 dacui

Altro modo risolutivoper determinare il punt@ notandocheé simmetrico di O(0,0) quindi
essendo:

+ +
- =X1—2X2 ev, 2% con % e y coordinate diQ ed %, e y, coordinate di C(3, -2)

X2=2%n—X%=6-0=6 N=2¥m—WN=—-4-0=-4
ritrovando quanto gia visto.

Possiamo gia determinare la misura dell'area datitato infatti

. d
d = N2 cioé | = e nel nostro casb=""="Y2 =Y =" -

V2 J2 V2 2
A== (V26 =26

Ricerchiamo infine gli ultimi due vertici del quadoR edS.

Il modo piu semplice é calcolare la retta passpateC e parallela alla e farne I'intersezione con
la circonferenza trovata:

m)3x—-2y=0 conm=3/2 eC@3,-2)

y—-y = m(x - x)quindi _3x-13
y+2=3/2(x-3) y==—"
2y+4=3x-9

X+ Yy —6x+4y=0
_3x-13

2
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Come al solito sostituiamo nella pima elaborandestjultima :

2
2 +(3x213j —6x+4(3X213j=0

4%+ (9¥+ 169 —78x ) —24x + 8 (3x —13) =0
4x2 + 9%+ 169 —78x —104=0
13X —78x +65=0

x=—=1
13
_39£+1521-845 _39++676 _39+26 _
12 13 13 13
:6_5:5
13

Quindi i vertici del quadrato cercati sono :
R(1-5)ed S(5,1)

_3+1-13_ 10_
2 2
_15-13
2

In definitiva se quanto fatto é giusto la controfarda si puo fare calcolando il lato del quadrat

con Pitagora, sapendone gia il risultat@6 :

1= (% = Xe ) *+ (Vo = Vo)’ =(6-1) +(-4+5)° =/25+1=426 C.V.D.
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Problemi fondamentali

LA PARABOLA E LE SUE APPLICAZIONI
Problema 1
Determinare I'equazione della parabola di vertice {-2;0) e passante per P(0;4).

v & Considerata I'equazione della parabola
- y=ad+bx+c
basta imporre:

P(0.4) 1)l'appartenenza del punto P alla parabola,
2)l'appartenenza del vertice V alla parabola e
3)la coincidenza dell'ascissa del vertice della
parabola con l'ascissa di V.

Si ottengono le tre equazioni

c=4
4da—-2b+c=0
—b/2a =-2.
A [ 2] (Ao 1] [2x]
Vi-2,0) -1
u Risolvendo il sistema formato da queste tre
equazioni si ottengono ivalori a=1,b=44.
Dunque l'equazione della parabola e : y =X +4x +4
Problema 2

Determinare I'equazione della parabola di vertice \-1;0) e passante per P(0;1).

v i Considerata I'equazione della parabola
y=a‘+bx+c

basta imporre:

|4 | 1)l'appartenenza del punto P alla parabola,

2)l'appartenenza del vertice V alla parabola e

3)la coincidenza dell'ascissa del vertice della

parabola con l'ascissa di V.

Si ottengono le tre equazioni

c=1
= a-b+c=0
2K —b/2a =-1.
Vi-1,00 |-1

u
Risolvendo il sistema formato da queste tre equazio
siottengonoivalori a=1,b=2c¢c=1.

Dunque lI'equazione della parabola e : y =X+2x+1

Problema 3
Determinare I'equazione della parabola con asse paltelo all'asse y, passante per P(0; 1), per
B(-1;-1) eivitangente allarettay-x=0.
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Considerata I'equazione della parabola

1 | y=ad+bx+c
| _ basta imporre:
3 1)l'appartenenza del punto P alla parabola,
; 2)l'appartenenza del punto B alla parabola e
e 3)la condizione di tangenza tra la parabola e la
2 retta'y = x.
' 1APD,1) ' Si ottengono le tre equazioni
H
o (C=1
-4 1 2ix a-b+c=-1
A (b-1)2—4ac=0
1?'5“ Bi-1,-1) - Risolvendo il sistema formato da queste tre
v [ _ equazioni si ottengono i valori
' a=1,b=3,c=1.
Dunque lI'equazione della parabola e : y =% +3x + 1.
Problema 4

Determinare I'equazione della parabola, con asse pallelo all'asse x, passante per A (-2 ; -1),
perB(0;-3) eper O(0;0).

v & ' [ ] - Considerata I'equazione della parabola
T 5 X =ay+by+c
T ' ' T basta imporre:
1)l'appartenenza del punto A alla parabola,
2)l'appartenenza del punto B e
3)l'appartenenza del punto O.

4] 3] 12 EIREREN
B . -1 Si ottengono le tre equazioni
A2 AT O
2 c=0
a-b+c=-2
9a-3b+c =0
i

Risolvendo il sistema formato da queste tre equasicottengono i valori a=1,b=3,c=0.
Dunque l'equazione della parabola e: X =§+3y.

Problema 5
Determinare I'equazione della parabola con asse paltelo all'asse delle x, avente per asse la
rettay =—1/4 , passante per A (3;0)e B (4-1).
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Problemi fondamentali
_ Y 4 ||
K Considerata I'equazione
] o AGDL  della parabola
% //_-/—'—7
3 - - 1 T 4 5 = ; x=af+by+c
asse di simmetrial-1, | | | | L basta .
y=-14| | | | 1] B(4,-1] —— | asta imporre:
-2

1) la coincidenza della equazione dell'asse dellaluda con la rettay = -1/4
2) l'appartenenza del punto A alla parabola e
3)l'appartenenza del punto B.

Si ottengono le tre equazioni,
c=3
a—b+c= 4
—b/2a = -1/4

Risolvendo il sistema formato da queste tre equazsiottengono i valori a=2,b=1,c=3.
Dunque l'equazione della parabola e : =ty +3

Problema 6
Determinare I'equazione della parabola con asse paltelo all'asse x, passante per A(1; 0) ,
per B(1;-1) e ivitangente allaretta x + 5y + 4 = 0.

'yr L Tl ~ Considerata I'equazione della
5 parabola
! : [ | X = af+ by + ¢
x+5y+4=0 A(1,0) basta imporre :
tangente in B 1 == _
- =~ Ll'appartenenza del punto A alla
4 32 19Q] 11 |2 3 [4x parabola,
_ ‘MH_ _ 2)l'appartenenza del punto B e
Bi1,-1)_}—¥ 3)la condizione di tangenza tra la
S | ] . parabola e larettax + 5y +4 =0.
L

Si ottengono le tre equazioni

c=1
a—-b+c=1
(b +5f—4a(c-4)=0

Risolvendo il sistema formato da queste tre equasioottengono i valori a=5,b=5, c=1.
Dunque lI'equazione della parabola e: X =5y +5y +1
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Problema 7
Determinare I'equazione della parabola con asse paltelo all'asse delle x, avente il vertice in
V (-1/4 ;-3/2) e tangente alla retta di equazione x y— 1=0.

¥ & [ [ ] - Considerata I'equazione della
' parabola
Al - i X =ay+by+c
u basta imporre:
pp— EEE ' 1 Dlappartenenza del vertice V alla
parabola,

=" m  2)che l'ascissa generica del vertice
®_ _b/2a siauguale a-1/4 e

3)la condizione di tangenza tra la

parabola e la retta x—y—-1=0.

¥ Si ottengono le tre equazioni
-3

AL 3] |2] |-1io
V(-1/4;3/2) | |

x-y-1=0
retta tangente

~1/4=9/4a-3/2b +C
—b/2a=-1/4
(b —1¥— 4a(c -1) = 0

Risolvendo il sistema formato da queste tre equazgioottengonoivalori a=1,b=1,¢c=2.
Dunque l'equazione della parabola e X = V+y+2

Problema 8
Determinare I'equazione della parabola passante peA (-4 ; 1), per B ¢1 ; 4 ) e avente
verticeV (-3;0).

Considerata I'equazione della parabola
y=a‘+bx+c

basta imporre:

1)l'appartenenza del punto A alla parabola,

2)l'appartenenza del punto B e

3)l'appartenenza del vertice V.

Si ottengono le tre equazioni :

16a—4b+c =1
a-b+c=4
& 3 2 10| 1%  |9a3b+c=0
| vy | | |
U

Risolvendo il sistema formato da queste tre equasioottengono ivalori a=1,b=6, ¢c=9.

Dunque lI'equazione della parabola e : y =X +6x+9
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Problema 9
Determinare I'equazione della parabola con asse euwidente con l'asse x, avente il vertice nel
centro della circonferenza di equazione%y’*~4x=0 e passante per A{2;1).

v 4 Essendo il vertice sull'asse x, si ha
3| xAZ+yrZ 4x=1D - —b/2a=0dacuib=0.
' Considerata I'equazione della parabola
Af-2,1) Y= afsc
‘“\ -

basta imporre:

1) 'appartenenza del centro della
circonferenza C (2;0) alla parabola e
2) il passaggio per il punto A .

Si ottengono le due equazioni:

c=2
—-2=a+cC

Risolvendo il sistema formato da queste equaziboitengonoivalori a=-4,c=2.
Dunque l'equazione della parabola e : X =— 4y +2

Problema 10
Determinare I'equazione della retta t tangente allaarabola di equazione y = %— 4x nel punto
A(1; -3)

vi ' ' Si scrive I'equazione
y+3=m(x—-1)
tangente. | 4| ' ' del fascio proprio di rette di centro A.
in A,
' al | ' ' Si mettono a sistema l'equazione della parabola
y= %2 4% e l'equazione del fascio e si impone la
' condizione di tangenza = Q.
Si ottiene
i ' ' (4+m)2— 4(m+3) =0, cioe
1 . .
1 Sostituendo tale valore al posto di m
nell'equazione del fascio si ottiene
A(L3) | y+3=-2(x-1).
3] Dunque l'equazione della retta &
4 -
- : 2x+y+1=0.
t u
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Problemi fondamentali

Esercizi svolti:
applicazioni.

la parabola e sue

Problema 11

Determinare I'equazione della retta t tangente allgparabola y = ¥ + 2x + 1 e parallela alla

rettadx+y+4=0.

3,51_

vi

.:-,r= xA2 4+ 2% +1

retta parallela

P &
-Zialla tangente t
. A 4z +y=-4
-3
-4

Problema 12

Si scrive I'equazione
Ax+y+k=0

del fascio improprio di rette parallele a
d4x+y+4=0.

Si mettono a sistema l'equazione della
parabola e l'equazione del fascio e si
impone la condizione di tangen&a= 0.

Si ottiene
8-k=0 da cui k=8.
Sostituendo tale valore al posto di k
nellequazione del fascio si ottiene

I'equazione della retta cercata:

4x+y+8=0.

Trovare I'equazione della parabola avente per verte V(2,4) e per fuoco F(2,3).

L’equazione generica di una parabola ha espresgien@? + bx + ¢ abbiamo quindi necessita di
avere tre equazioni in tre incognite per ottemére parametri a, b, ¢ sfrutteremo le coordinak d
vertice e del fuoco ottenendo le tre equazioniaterc

VP
2a 4a

Quindi nel nostro caso :

r_£:2
2a
A
-— =14
\ 4a
1—A:3
\ 4a
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b ﬂj
2a’ 4a

a
b? - 4ac _

4a
1~ (b? - 4ac)
" 23

(b
2

4

=3
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applicazioni.
Problemi fondamentali
—-b=4a
— I + 4ac = 16a (a =-1/4
1-K+4ac=12a
< b=1

b= -4a
~1{-164+4ac—-16a =0
~164+4ac—12a+1= 0
1 Il 4a +1=0
(4a =-1
{ b= -4a

—16d + 4ac —16a =0
(a =-1/4

{ b= —4(14)=1

| —16(1/16) + 4(— 1/4)c — 16(~1/4) =0

Problema 13

—16(1/16) + 4(— 1/4)c — 16(- 1/4) =0

(a =-1/4

da cui I'equazione della parabola

1.2
= -=X"+x+3
Y 4

Trovare I'equazione della parabola avente per fuoc&(2,2) e per direttrice x = — 1.

Come il caso precedente sfrutteremo le espresdesiai coordinata del fuoco e della direttrice,

. R . . . b
notando pero che x = -1 e perpendicolare all'asia gdarabola di equazione y—=2— , Se ne
a

deduce che I'equazione generica della parabolsr@ssione x = &y+ by + c.

F(—E.ﬂj eq. direttrice x:—1+A
2a 4

4a

r_£:2
2a
<_1+A: 1
4a
E:Z
\ 4a
—-b =4a
{1+A:4a
1-A= 8a
2/l =12a
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a =1/6
b =-4(1/6)=-2/3
1+A = 4a
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Problemi fondamentali
—6c=—7 b =-2/3
a =1/6
b =-2/3 a =1/6
—2c/3= 2/3-1-4/9 b =-2/3
c=17/6
a =1/6
b =-2/3 da cui I'equazione della parabola
_Ec——_4+6_9 X—ly2 —zy+z
9 9 6 3 6
a =1/6

4/9 —2c/3= 2/3-1

Problema 14
Trovare le intersezioni della retta y = x + 4 cond parabola y =— x? + 6x.

y=x+4
X>—6Xx+X+4=0
y = — X + 6x
X*—5x+4=0
elaboriamo la seconda dopo la sostituzione :
X + 4 =— %X+ 6X
x=1=>yi=x+4=1+4=5 A(15)

_5:425-16 _5:3_ /"

X12
2 2
=4 = YV, =x%+4=4+4=8 B (4,8)

Problema 15
Trovare per quali valori di m la retta y = mx & tangente alla parabola 'y = X— 6x + 8.

y = mx (6+mf-32=0

36 +12m+rmM-32=0
y= X —6x+8 m?+12m+4=0

m, =—6++/36-4=-6+32=-6+42

da cui le equazioni delle tangenti

mx = x*—6x + 8
x> =x(6 +my+8=0

la condizione di tangenza &
A=0 t?—4ac:Og y:(—6—4\/§)x e y=(—6+4«/§)x

Problema 16
Data la parabola y = 3% — 2x + 1, determinare per quale valore di m la retty = mx — 1 &
tangente ad essa ; determinare anche il punto di ntatto.

y= mx+1 3% — x(2 + m) = Q*)

y= 3¢ -2x+1 la condizione di tangenza &
A=0 B-4ac=0

mx +1= 3%—2x+1

3 -2x-mx=0 (2+mf=0
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applicazioni.
Problemi fondamentali
Mmy= —2 m=—2x=0=y=-20+1=1
la retta tangente ha espressioney =—-2x + 1 Da cui il punto di contatto ha coordinate
Dalla(*) se T(0,1)

Problema 17

Una parabola con I'asse parallelo all'asse delle passa per il punto G(1,0) ed ha il vertice V
nel punto (4,9).Scriverne l'equazione e rappresenti. La retta passante per (0,3), e di
coefficiente angolare 1, interseca detta parabolaniA e B. Da A e B si conducono le
perpendicolari allasse delle x che intersecano I&se stesso in D e C. Calcolare la misura del
perimetro e I'area del quadrilatero ABCD.

A |
¥ .

g
Bi5,8)

e e w —w e w— — S i — —— ——— —

7] E®7)

Esercizi svolti di geometria analitica 69
A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti: la parabola e sue
applicazioni.
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Riassumiamo per impostare il sistema risolvente ime c:

passa per G(1,0) ; con[\%£ ,—Aj= (4,9) ed & del tipoy = &% bx +c
2a 4a
s b=-8a
atb+c=0 c= 7a
b _ — 644 + 284 — 36a =0
1 2a .
A =—8a
"3 9 c= 7a
L 364 + 36a =0
atb+c=0
—b=28a
—A=306a sea=0,b=0,c=0
b =_8a nessuna parabola
{—ab2_+82a20::32a sea=—1,b=8,c=-7
parabola di equazione
—_ga y= —xX°+8x-7
7(,; - ¢ Concavita verso il basso a< 0
— (~ 8a} + 4a(7a) = 36a asse x :_2£ _4
a

=—8a
c= 7a
36a(a+1)=0

Rappresentiamola determinandone altri punti :

sex=0 y=—-7= E(0,-7)

/v x=1 = G(1,0)

sey=0 —%+8x—-7=0 = Xx,=4%16-7=4%3=
=7 = F(7,0)

Determiniamo ora la retpassante per il punt@(0,3) e di coefficiente angolare m = 1.
y—yi = m(x — x)quindi
y—3=X per tracciarla oltre al punto Qu@mmo y =0 dacuix =-3 P (-3,0)

Quindi dal sistema con la parabola si troveranmaniti A e B di intersezione con la parabola.
y=x+3

= —» + 8x — 7 sostituiamo la prima nella seconda ekahto quest’ultima
X+3= —X+8x—7

X2—8X+X+3+7=0
X>—7x+10=0

X=2 y=5= A(2,5)
. = 7+/49-40 7+3 <:
12 2 2
=5 =8 = B(5,8)
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Calcoliamo il perimetro del quadrilatero ABCD (tegpo rettangolo) :
AH=DC=0C-0OD=g¢§—x=5-2=3
BH=CB-AD=%-y2=8-5=3

AB=JAH? + BH? =/9+9=418=32
2p=AD+DC+BC+AB=5+3+88/2=16+3/2
e infine I'area

Ase (B+b)h _(8+5)3_39
2 2 2

Problema 18

Quante soluzioni ha il problema ?

Trovare i coefficienti a, b e ¢ del’equazione dedl parabola y = aX + bx + ¢, sapendo che passa
per A(-1,1) e B(2,1) ed e tangente alla retta y =#3.

Dai dati del problema si deduce che le condizi@niimpostare un sistema di tre equazioni in tre
incognite ci sono tutte, passaggio per due puatirglizione di tangenza:

partiamo da quest’ultima e determiniamola

y=x+3 elaborando quest’ultima
a¢+bx+c = x+3
y = aX +bx + ¢ ax2+x(b—1)+c—3 =0

A=W —-4ac=0= (b-1f—-4a(c-3)=0
sostituiamo la prima nella seconda

Da cui il sistema

a—-b+c=1 paspga per il punto A(-1,1)
da+2b+c=1 passagur il punto B(2,1)
(b-1f—4a(c-3)=0 condizione di tangenz

elaboriamo le prime due

(b-13-4a(c-3)=0
-1y —a+b —-c=-1
da+2b+c=1
3a +3b // =0
a=-Db questo ci permettediirre il sistema dato all’equivalente

(b-15—4a(c-3)=0

a-b+c =1

a=-b
sostituiamo la terza nella seconda ricavando dneatli ¢ in funzione di b, indi sostituiremo il it
nella prima elaborando quest’ultima

a=-b a=-b
{—b—b+c:1 c=2b+1
(b-1¥-4a(c-3)=0 (b-1¥-4a(c-3)=0
Esercizi svolti di geometria analitica 71

A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti: la parabola e sue

applicazioni.
Problemi fondamentali
(b-1F - 4(-b) ((2b+1)-3)=0 bL= 1/9
(h-1F +4b(2b+1-3)=0 5+25-9 514
b*+1-2b+4b (20-2)=0 by, == =
b% +1-2b + 85— 8b = 0 be 1

o’—-10b+1=0

Il sistema ammette due soluzioni questo comportalgbroblema ammette I'espressione di due
parabole, rispettivamente

se| b=1/9
a=-1/9 = y= —1/9% + 1/9x + 11/9
c=2b+1=2(1/9) + 1 =11/9 gy = —x+x +11

se| =1
a=-1 = y= —X+x+3
c=2+1=3

Problema 19

Scrivere I'equazione della parabola avente per assk simmetria la retta x = 2 e tangente nel
punto A (4,0) ad una retta r parallela ad  di equazione 4x +y — 10 = 0.

Inscrivere un rettangolo nella parte di piano limitata dell’arco di parabola giacente nel I°
guadrante e calcolare le coordinate dei vertici B € del rettangolo che stanno sulla parabola,
conoscendo la lunghezza 2p = 10 del perimetro dedttangolo. Scrivere le equazioni delle rette
tangenti in B e C alla parabola e calcolare I'areael triangolo da essa formato con la rettai

Prima parte del problema.
Prima relazione per det. I'eq. della

parabola:
a) ricerca della rettaparallela adyr
di eq.
4x+y—-10=0
M
X 1Yy
G| 0|10
H|52]| 0
m = _a_-4 =4
b 1

y-0=-4(x - 4)
y=—-4x +16
t—-1 - - - Condizione di tangenza con la
i =
=  parabola

3 -2 ¥ |ol 14 y= af+bx+c

Li-172,0) -1 B' ;-,r = 4x+1ﬁ

A{4,0)
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da cui

y=—4x +16

y= al+bx+c

a+bx+c = —4x +16

a+bx+c +4x —16=0
a+x(b+4)+c—-16=0

A=W —-4ac=0= (b+4f-4a(c-16)=0

I" eq. del sistema risolvente per i coefficientil@@arabola

b) la seconda equazione é data daII’assezt:)— =2
a

c) I'imposizione del passaggio per il punto A(4,Qpa +4b+c =0

Il sistema avra espressione

(b+4f—4alc-16)=0 16 + 164— 32a + 64a ®
b 168+ 32a + 16 0
Toa a&+2a+1=0
16a+4b+c=0 (a+1j=0= a=-1
-
_ a=-1
= _4a b=4 = eq. parabolay =—x* + 4x
16a—16a +c=0 c=0

(4-4a§-4a(0-16)=0
.
elaboriamo l'ultima

La parabola passa per I'origine, per il punto Aodatha per vertice
V= (_ﬂ,_ﬁj :(2,__16j =(24)
2a 4da -4

Seconda parte del problema

Il rettangolo BCB’C’ dove B’C’ non riportati in figra, sono le proiezioni ortogonali dei punti B e
C sull'asse delle ascisse x; i punti avranno cowid generiche BEXY) e C(x,y) da cui le
relazioni facilmente intuibili

BC=BC=xc—x=b (¥

BB =CC'=y-0=a

con a e b misure generiche dei lati del rettangolenendo presente la relazione del perimetro
abbiamo:

2p =2a+ 2b = 10 cioé

a+b=5
inoltre dalla relazione delle coordinate per il fmumedio sappiamo che deve coincidere con 'asse:
X + X
C B - 2
2
Xct+Xg=4
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guesta relazione con la (*) costituisce la relagida inserire nel sistema risolvente cioe

Xc+Xg=4
Xc—=Xs=Db
2xc Il =4 +b

infine le coordinate dei punti soddisfano I'equamalella parabola, appartenendovi e abbiamo il
sistema con xgenerico per ottenere sia B che C:

y=—x"+4x=a

atb=5
2Xc=b+4
(a=5-b elaboriamo solo l'ultima

_b+4 (o+4Y — 8(b+4) + 4(5 —b) = 0
1% b?+8b +16 —8b — 32+ 20— 4b =0
—XC2+4XC—a:O b2—4b+4:O
. (b-2%=0 = b=2
( 2
+X"—4x+(5-b)=0
a=5-b di conseguenza
I b+4 a=5-b=5-2=3
Xe = >
~ e czjalla I" equaz del sistema si ha
([ _ Xc—4x+a=0
a=5-b 2 _

b+4 X" —4x+3=0
Xe =
4 2

2

(b+4j _4(b+4j+(5_b)=0
L\ 2 2

1x1 = B(1,3)e B(1,0)
Xep, =2%44-3=2%1
™S =3 = C(3,3)eC(@3,0)
Terza parte del problema

Le equazioni delle tang. in B e C hanno espresgienerica: y—y= m (X —X)
E dalla condA = k¥ — 4ac = 0 con la parabola avremo il valore deffimente angolare.

Considerando il puntB ( 1, 3 )abbiamo

y=m(x —=1)+3
y—3=m(x —-1) m(x —1)+3=—%+4x
y = —X + 4x
elaboriamo solo I'ultima
mx —m+3+&—4x=0
y=m(x —1)+3 X—x(4-m)—-m+3=0
= — ¥ + 4x
A=W —-dac=(4-n)—43-m)=0
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Esercizi svolti: la parabola e sue
applicazioni.

16 +nf—8m—12+4m =0
m°—4m+4=0

(mM=-2¥=0 = m=2

eq retta tangente

Considerando il punt@ ( 3, 3 )abbiamo

{y—B =m(x-3)

y = —X + 4x

y=m(x —=3)+3

{ =¥ + 4x

y=m(x -3)+3
JLm(x —3)+3=—%+ 4x

elaboriamo solo l'ultima

- 2(x —-1)
2X — 2

3
3
2x +1

< I n

y
y
y

mx — 3m+3+%—4x=0
X*=x(4-m)—-3m-1)=0

A=W —dac=(4—-nf+12(m-1)=0
16 + nf—8m +12m—-12=0
m’+4m+4=0

(M+2%¥=0 = m=-2

eq retta tangente

y—-3=-2(x —-3)
y—-3=-2x+6

y=-2x +9

Cerchiamo ora i punti d’intersezione tra le duegytarii alla parabola:

y+2x -9 =0
y-—2x-1=0
y /I =10=0

y:%O:S e per la 1" eq del sistema
5-2x-1=0

—-2Xx=-4
x=2 = D(25)

Cerchiamo ora il punto d’intersezione tiaerla tangente alla parabolain B (1, 3):

y+4x-10=0
y—-2x -1=20
y+4x-10=0

2:2y—-4x -2 =20
3y // -12=0

A'y+4x—10=0
- —y+2x +1 =0
L/ 6x-9=0

ng = E(3/2;4)

Cerchiamo ora il punto d’intersezione tiaerla tangente alla parabola in C ( 3, 3):

12
=— =4
Y 3
y+4x-10=0
y+2x —-9=0
y+4x-10=0

—24-2y-4x +18 = 0
-y // +8=0
y=8

Calcoliamo ora 'area del triangolo FED:
I° modo )con Sarrus:

Esercizi svolti di geometria analitica
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2 51 25
S8 4 103 421, 5.28 (51641521 (16+5+24) (4+32+15))_
2| 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 8 1 1 8

2 2

45

:E[ —E-jzl(—éj:§:§
2\2 2 2\ 2 2] 2

[I° modo ) Calcolando la distanza d della rettalal punto D (altezza):
rn)ax+y-10=0 D (2,5)

‘ax1+by1+c|_ 5-10 _|8+5-10 _| 3 |
N R A R N

I(base)=~/(x, - )” + (¥, - v,) (g %j +(4-8) =1+16=417

Problema 20

Nel piano cartesiano Oxy sono date le rettd x + 2y — 4 = 0 ed) (V5 — 1) + 2y— 45 = 0.

Detti A e B i punti in cui la retta r incontra gli assi, si determinino le coordinate dei punti C e
D che appartengono alla retta s e che con A e B faano triangoli rettangoli di cui AB é
I'ipotenusa. Determinare infine 'equazione di unaparabola, con asse parallelo all’asse vy, tale
da avere il vertice in uno dei punti A,B,C,D, oppotunamente scelto e che passi per due degli

altri punti.

E@:4.1) _ _
D{2:3,23) C[z,t} generico

/ '\'\ _ '
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Data la retta) x + 2y — 4 = 0 rappresentiamola
r

X 1y
Al 0 |2
Bl 4 |0

Data la rettas) (V5 — 1) + 2y — 45 = 0 rappresentiamola

S

X y
E|l 0 |25
Fls+y5] 0

In base ai dati del testo, la relazione fondamerthe lega le grandezze ¢ il teor. di Pitagora:
AB? = AC? + BC? ed evidenziando gli addendi

AB*= AO*+ OB°=2+4°= 4+16=20

AC’=(x—-0F+(n-2F=x"+(Mn-2F

BC®=(4-%)*+(0-W'= (4-%)°+y’

Da cui la prima relazione del sistema risolvente

X”+ (1—2 Y+ (4 —x)°+y’=20

La seconda relazione ci e data dal fatto che itgpgenerico €(x3,y1 ) deve appartenere alla retta
5), cioé soddisfare la sua equazione, ciogV%— 1) + 2y — 4/5 = 0.

Unendo le due espressioni cosi trovate nel sistBrdae equazioni in due incognite avremo |l
sistema risolvente:

X"+ (=2 ¥ +(4—x)*+ vy’ =20 2%° + 2y 2~ 4y — 8% =0
x1(\V5—1) + 2y — 45 =0 x1(V5—1) + 2y — 45 =0
(Xa2+y1 = Ay + 4+ 16 — Bx+x,2 + yy2 = 20 y1 = (45 — xa(\'5 — 1)) /2
<

x1(V5 — 1) + 2y — 45 = 0 Xi*+ Y1 °— 2y — 4% =0

~

Elaboriamo solo la seconda equazione dopo la spstite :

{4«@-&(@- )}2_2{4\/5—2(\/5—1)}

2

-4x;=0 poniamo x=t

4% +80 +f(V5 - 1f—8t5 (5 -1) -4 (45 -5 + 1) — 16E 0
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42 + 80 + £(5 + 1 — 2/5)— 40t + 815 — 165 + 445 — 4t — 16t 0
4¢ + 80 + 6t — 2 t\5— 40t + 8/5 — 16/5 + 405 — 20t= 0

10€ — 2 V5 — 16/5 + 80 — 60t + 125 =0

2 (5-5) +12t(5/5) +16 (55) =0

2¢ +12t +16=0

t? +6t +8=0

t,=3+/9-8=3+1

/1:‘:2 2X1:2

\ 214 = X1=4

Quindi esistono due condizioni per il punto C sethlienti quanto richiesto:

a/5-2(5-1)_4/5- 2J§+2 2J§+2 _fBa1

perx=2 y= >
e = 4 :4J§—4;(J§—1) 45 - M§+4 gzz

Ne consegue che i punti cercati sond (2 J5+1) C@4;2)
Seconda parte del problema

L’equazione dell’asse di una parabola parallelasdle y ha espressione x = —b/2a.

Dalla fig. si nota che l'ascissa di D é posta aawiti punto A e C é lecito supporre che il valore

dell'asse sia “2” e I'equazione della parabola sktipo y = aX+ bx + ¢ con vertice in D.

Quindi:
asse | ——= fb_ 4
2a =—-4a
y(D) |4a+2b+c=/5+1 1 ¢=2
y(A) 2=0+0+c ¥—4a:\/§+1—2
b=-4a [ 1-45
c=2 a= 4
¥4a+2(—4a)+2=~/§+1 oo 1-5
4
b=-4a c=2
c=2 .
\4a—8a+2=\/§+1 fazl—JE
4
- b=+5-1

c=2
\—4a+2: 5+1

5

Da cui I'equazione della parabola e : y1—=4—x2+ (\/g -1)x+2
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Problema 21

Si consideri la parabola con asse parallelo all’assy, passante per i punti A(2--1) ; B(8,2) e
C(10,7). Determinare :

1) l'equazione della parabola ;

2) le coordinate del vertice

3) il grafico della parabola dopo averne determinato Euni punti

4) le equazioni delle tangenti alla parabola, passanger il punto D(6, —2)

5) le coordinate dei punti di tangenza

6) l'area del triangolo che ha per vertici il punto De i punti di tangenza.

AY
E: C{10,7)

B

F02) | 7

PN 610
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Esercizi svolti:
applicazioni.

Problemi fondamentali

la parabola e sue

1) L'equazione della parabola sara del tipo y Z-&kbx + c.
Ricerchiamo quindi i tre coefficienti a, b, c¢; lendizioni da imporre per risolvere il quesito
sono il passaggio per i punti dati A(2, — 1) ; B8 C(10,7)ottenendo il sistema:

A 4da+2b+c=-1

B 64a+8b+c=2

C (100a+10b+c=7

Sistema di tre eq. in tre incognite, lo risolviaoam : a ) metodo di sostituzione; b) metodo di

Kramer per verifica.
2)
c=-1-4a-2b

{64a+8b—-1-4a-2b=2
\100a+ 10b-1-4a-2b=7
.

c=-1-4a-2b

A

60a + 6b =3
\O6a + 8b =8

-
c=-1-4a-2b

A

20a+2b=1

d2a+b=1

-

=—1-4a-2b

A

b=1-12a

0a+2(1-12a)=1

da cui I'eq. della parabola : y%x2 —2x + 2.
b)
4 2
8 64
A=|64 8 -
10 100
100 10

64

A

b=1-12a
—4a=-1
(=1
4

A

\

{0 1

g
c=-1-4a-

b=1-12a

2b

L0a+2-24a=1

.
c=-1-4a-2b

b:1—12(%):—2

¢ =~ 1-4¢ )~ 2(-2)=2

= 4(8-10) —2(64—100)+(640-800)=-8—2(~36)-1608=+72 — 160 = — 96

-1 2

8
A =[2 8 1=-
10
7 10

8

1%
-2
7
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4 -1
2 64 64 2
A, =64 2 1= + + =4(2-7)+1(64—100)+1(448-200)=
7 100 100 7
100 7
=-20-36 +248 =192
4 2 -
8 64 64 8
A, =64 8 2|= -2 - = 4(56— 20)— 2(448— 200) — 1(640- 800)=
10 7 100 7| (100 1
100 10 7
=144 — 496 + 160 = 192
ne consegue:
A, _-24_1 _A, 192 A, -192
A -96 4 A -96€ A -9¢€

Ritrovando i coefficienti gia determminati.
2)Vediamo ora di determinare punti notevoli dekagibola e sue intersezioni per disegnarla:

53
2a 4a
Xy = _b =———=2¢2=4 (anche asse della parabola)
2a L1
4
4—412
y__A__(b2—4ac) _ 4" __,
' 4a 4a 41
4
V(4;-2)

3)y:%x2— 2X + 2.
Per x =0 abbiamoy=2= F(0;2)

Pery=0 abbiamo%xz—ZX +2=0

x>—8x+8=0
Xi=4+8 =4+2J2 = E(4+242 ;0) e G4 242 ;0)

4) Equazioni delle tangenti nel punto D ( 6 ; —2)

L’eq. generica della retta nel punto D ha espressio

Y-y = m(x — x)quindi

y+2 =m(x —6)

mettiamola a sistema con I'eq. della parabola ggbimamo la condizione di tangen2a= . 0
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y+2 =m(x —6)

1.,
= —X"=2X+2
y 4

sostituiamo ed elaboriamo quest’ultima
m(x-6)-2%ﬁ-2x+2

%ﬁ—zx—mx+6m+2+2:0

%xz—x(2+m)+6m+4:0

A=b?-4ac=(2+m)’ —4%(6m+4)20

4+ Am +mM—6m -4 =0
m’—2m =0

m=0
mm-2)=0

m=2

perm=0 sihalaretta)y+2=0 y=-2
perm=2 sihalarett y+2 = 2(x —6)

y=2x-12-2
y = 2x4-1

5) Coordinate dei punti di tangenza
con la retta ( si ritrovera il vertice)
1 X*—2x +2
!
y+2=0
2= _ox+2
4

1 _ox+a=0
4

x2—8x+16=0
(x—=4Y=0
X =4 — C.V.D.V(4:-2)

Esercizi svolti di geometria analitica
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y=m(x —6)-2

y==x*—2x+2

N

con la rettas

X2 —2X + 2

N

y:
y =2x-14

2x—14:%x2—2x+2

8x —56=X-8x+8

x>—16x +64=0

(x—8Y=0

x=8 = y=16-14=2 dacui
L=B(8;-2)

82



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti: la parabola e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

6) Troviamo infine I'area del triangolo VDB:
I° modo )

VD:XD-XV:6—4:2
BN=BM+MN=yw+|Ww|l=2+2=4

Ne consegue
As=Bh/2=(VD)(BN)/2=(2)(4)/2 =4

[I° modo )con la regola di Sarrus
Dati i punti V(4; -2) D(6;-2) e B (8;2) siste

1
ZE[(Xl y21+ yllx3 + 1X2 y3) - (1y2 X3 + X11y3 + ylle)]

- - -+ + +
Da cui nel nostro caso:
4 -2 1 4 -
A:% 6 -2 16 - :1[—8—16+12—(—16+8—12)]:%[—24+12—(—16—4)]:

8 2 18 2

=~ [12-(-20]= J[e] =4
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi

applicazioni.

Problemi fondamentali

svolti:

'ellissi e sue

L’ELLISSI E LE SUE APPLICAZIONI
Problema 1

Determinare l'equazione dell'ellisse con asse magge sull'asse x, avente asse maggiore di

lunghezza 2a = 10 e fuochi nei punti F{4 ; 0) ed F(4 ; 0).

GROEENEEED

F40m | | E
lunghezza asse m
-2

O i
Fd,0)
aogiore 2a = 10

Problema 2

Essendo 2a = 10 si ottiene
a =5 e quindia= 25.

Dalla relazione t= £ - I,
poiché é = 16, si ottiene
b? =25-16=9.

Dunque l'equazione
dell'ellisse e :

Determinare I'equazione dell'ellisse con asse magge sull'asse x, avente vertici nei punti

A(4;0) e B(0;-2).

Problema 3

Essendo a = 4 si ottiene
a = 16.

Essendo b = — 2 si ottiene
b? = 4.

Dunque l'equazione
dell'ellisse e:

X2 y2
_+_:1
16 4

Determinare I'equazione dell'ellisse con asse magge sull'asse x, avente un fuoco nel punto

F(—3; 0) ed avente un vertice in V(0 ; 4).

Esercizi svolti di geometria analitica
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi  svolti:

applicazioni.

Problemi fondamentali

'ellissi e sue

¥ i

vid.4)

Problema 4

Essendo b = 4 si ottiene? b
16.

Dalla relazione ©t= & - If,
poiché é =9, si ottiene

a=16+9=25,

Dunque lI'equazione dell'ellisse
e
2 2
LY
16

X
25

Determinare I'equazione dell'ellisse con asse magge sull'asse x, avente asse minore di

lunghezza 2b = 8 e un fuoco nel punto @ ; 0).

1

Essendo 2b = 8 si ottiene
b = 4 e quindi b= 16.

Dalla relazione
=& - I,
poiché é = 16, si ottiene
& =16+ 16 = 32.

YA G 3] |40

F(4,0) -1
lunghezza asss

2

5 E

minore 2h =8

Esercizi svolti di geometria analitica
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Dunque l'equazione
dell'ellisse e
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: lellissi e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Problema 5
Determinare I'equazione dell'ellisse con asse magge sull'asse x, passante per A (0;2) e
B(3;1).

'y. il ' [T | o Essendo b = 2, in quanto il
punto A e vertice
dell'ellisse, si ottiene
b® = 4.

Imponendo 'appartenenza
del punto B(3;1) all'ellisse si
ottiene I'equazione

9 1
_+_:1
m 4

che risolta fornisce il valore
m=&=12.

2 2

. . L Xy
Dunque l'equazione dell'ellisse e e + 9 =1

Problema 6
Determinare l'equazione dell'ellisse avente l'assenaggiore sull'asse x, l'asse minore di
lunghezza 2b = 8 e tangente alla circonferenza dijeazione X + y*= 25.

FEEE —— 1] Essendo 2b = 8 si ottiene b =4 e
quindi
b = 16.

Mettendo a sistema l'equazione
2 2

X
dell'ellisse —+-—=1

m 16
con l'equazione della
circonferenza %+ y*= 25,

imponendo la condizione di

tangenzaA = 0 si ottiene |l
valore di m:

m =& = 25.

hore 2bh =8

Dunque l'equazione dell'ellisse
e
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: lellissi e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Problema 7
Determinare I'equazione dell'ellisse con asse magge sull'asse y, avente un vertice nel punto
V (0;6) e un fuoco nel punto F(G+4).

v i

V/(0,6) Essendo b = 6 si ottiené b 36.

Dalla relazione t= £- I,
poiché é =16,
si ottiene & = 36 — 16 =20.

Dunque l'equazione dell'ellisse e

2

L X2+y
20 36

Problema 8
Determinare l'equazione dell'ellisse con asse magge sull'asse y, avente asse minore di
lunghezza 2a = 4 e un fuoco nel punto F(O ;-3).

vy [ | [ ] Essendo 2a = 4 si ottiene a = 2 e quind# 4.
lunghezza asse
minore | Dalla relazione t= & — ¥, poiché é=9 ,
Za=4

si ottiene b=9+4=13.

Dunque I'equazione dell'ellisse e

2 2

Xy
4 13
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi

Problemi fondamentali

svolti: l'ellissi e sue
applicazioni.

Problema 9

Determinare I'equazione dell'ellisse avente asse wgiore sull'asse y, eccentricita e = 4/5 e un

fuoco nel punto F(0 = 4).

125,

ecocentricitd)

e=4/45 |

Problema 10

da cui si ricava

Essendo e = c¢/b , poich& = 16 , si ottiene 16/n = 16

n =<k 25.

Dalla relazione t= £ I
si ottiene & =25 — 16 = 9.

Dunque l'equazione dell'ellisse e

Determinare I'equazione dell'ellisse con asse magge sull'asse y, avente l'asse minore di
lunghezza 2a = 6 e tangente alla circonferenza djeazione ¥ + y*= 16.

circonferenzi tangente
2
¥*Z2+y*2516
1

-1 0
-1
lunghezza asse minore

Esercizi svolti di geometria analitica
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Essendo 2a = 6 si ottiene a = 3 e
quindi & = 9.

Mettendo a sistema l'equazione
dell'ellisse

con I' equazione della circonferenza
x? +y = 16,

imponendo la condizione di tangenza
A =0 siottiene il valore di n:

n=10=16.

Dunque l'equazione dell'ellisse e
2 2

.y

+-—=1
9 16
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: lellissi e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Problema 11
Scrivere I'equazione dell’ellisse, riferita ai propi assi, di semiassi lunghi 3 e 5.

2

2 2 X2
Essendo’ +Y- =1 con 4— @ = I abbiamo — +~— =1
a’? b? 9 25
Problema 12

Scrivere I'equazione dell’ellisse, riferita ai propi assi, lunghi 10 e 8, e trovare le intersezioni
di essa con la retta passante per A3, 8 ) e per il fuoco Kc ;0) posto sul semiasse positivo
delle x.

X2

2
Essendo— +§ =1 con & — & = ¥ abbiamo:
a

. . . . .10 . . . .
per I'ellisse essendo il semiasse maggiore paa a:E =5 ed il semiasse minore pari a :

2 2
b=2=4 dacuil+¥ =1
2 25 16
Per il fuoco abbiamo, dalla relazione precedemte +va® —b* = +4/25-16 = +1/9 = +3
ci interessa solo quello del semiasse positivoul&A3 ;0),
Applicando I'equazione generica della retta passgmtr due punti cioA(-3;8) e k(3 ;0)
abbiamo:

Y=Y _ Yo" ¥
X=X X=X
abbiamo y-0_8-0 cioe —6y = 8(x —3) da cui— 6y =8x — 24
x-3 -3-3
Infine per determinare le intersezioni fra la réttevata e I'ellisse data si impostera il sistema:
— 6y =8x-24
{ 2 2
X_ +y_ =
L 25 16
[ 8x =24 -6y

<
16X + 25y = 400

(2o (24-6y)’
64

_ 2
16% + 25y = 400

Elaboriamo la seconda equazione:

+ 25y = 400

576 + 36Y— 288y + 100§— 1600 = 0
136y’ — 288y — 1124 =0 applicando la formula ridotthas

(24-6y)?
4
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applicazioni.
Problemi fondamentali
_ _256__32
/v 13¢ 17
Vo= 144+ /20736+139264 144+ 400 _
2 13€ 13€
. y= 544
13€
Ne consegue
yoo 32
YT 17
32 192
X1 = 24+ 6e T = 24+F :E( 408+192) = E( 600) :7_5
' 8 8 8 17 8 17 ' 17

o 5 32
da cui il primo punto ,——
P P 7 17)
Infine

Y2=4
_ 24-24_
)(2_ =

8
cioé M(0,4).

0

Problema 13
Scrivere I'equazione dell’ellisse di fuochi F(0, 8) e di semiasse maggiore lungo 4. Trovare le
intersezioni di essa con la curva®+ y? = 16.

Essendo a = 4 si ottiené a 16. Dalla relazione’c= &- If si ottiene b= & - ¢= 16 — 9 = 7,
Mettendo a sistema I'equazione dell'elliss&16«+ /7 =1 con I' equazione della circonferenza
x? + y* = 16 si ottiene:

A
[N
(e)]
~

) 7(16 — 9) + 16y = 112

S

Elaboriamo solo la seconda

112 — 7y + 16y = 112

9% =0

y =0 da cui sostituendo nella primg x £ 4

Concludendo l'intersezioni delle due curve soniopoti Pi(— 4;0) e R(4;0).
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applicazioni.
Problemi fondamentali
Problema 14
Trovare i fuochi dell’ellisse 4% + y* = 4 e rappresentarla.
Ay Dall’equazione dell’ellisse data #x+ y* = 4
4 dividiamo il tutto per 4 ottenendo la forma
2
4
3 . | ne consegue che i semiassi sono:
F2(0;-43) maggiore a =1
mentre il minore b = 2,
| se ne deduce che essendo b > a l'ellisse giace
sull’'asse y.
[ . . . Ariprova in questo caso essendo-d? — &

7% siotiened=£b*-a’ =J4-1=£3.

F1{0;-+3) | concludendo le coordinate dei fuochi sono

F1(0:=+/3) e R(0;+/3)

Problema 15
Data la distanza focale lunga 10 e I'asse maggiohengo 12, scrivere I'equazione dell’ellisse
riferita ai propri assi.

Essendo la distanza focale pari a 2c = 10 nelm@stso ¢ = 5, il semiasse maggiore € 2a = 12 cioe
a = 6; essendda ¢ = bf avremo B= 36 — 25 = 11.

2 2
Concludendo I'equazione dell’ellisse cercaéé\éék% =1

Problema 16
Scrivere I'equazione dell’ellisse, avente i fuochi(x 3,0) e passante per il punto P(0,4).

Essendo la distanza focale pari a ¢ = 3 dalle ¢oarel dei fuochi nel nostro casb = 9, inoltre
dalle coordinate del punto P si deduce che I'assemna b = 4 (sull'asse y) quindf = 16, e dalla
relazione 4— & = b¥ abbiamo 4= ¥+ =16 + 9 = 25.

2 2

Concludendo I'equazione dell’ellisse cercata—%&i’—e =

Problema 17
Trovare le equazioni delle tangenti all’ellisse 4x+ y? = 4 uscenti dal punto P(2,2).

Si scrive I'equazione del fascio proprio di refteehtro P cioe y — 2 = m(x+2).
L’equazione cosi determinata la metteremo a sistmnd’equazione dell’ellisse data e imponendo
la condizione di tangenzA = 0 si otterranno i valori di m cercati.

y—2=m(x-2)
4X +y =4
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applicazioni.

Problemi fondamentali

y=mx-—2m+2
4% + (mx +2m + B =4

Elaboriamo solo la seconda

4% + mPx2 + 4Anf + 4 — 4Amx +4mx — 8m = 4
4% + Mm% + 4nf — 4nfx + 4mx —8m =0
x*(4 + nf) + 4mx(m — 1) +4m(m —-2) = 0
daA = 0 abbiamo

4nf(m -1f — 4m(4 + M)(m — 2)=0

Amf(m? — 2m +1) — (4 + M (4’ — 8m)=0
4Am’— 8n? +4nf— (16nf— 32m + 4rk-8m%)= 0
4m’— 8nt +4nt — 16nf+32m — 4+ 8nP =0
—12nf +32m =0

Am(3m—-8)=0 dacuim=0 em=28/3
Conseguentemente le rette tangenti sono
Perm=0 y=2

Per m =8/3 y—Z%(x—Z) da cui

3y—-6=8x-16
3y—-8x+16-6=0
8x-3y-10=0

Problema 18
Trovare le intersezioni dell’ellisse X + 4y* = 4 con la retta 3x — 8y — 10 = 0.

Metteremo a sistema |'equazione dell’ellisse @atiella retta imponendo la condizione di tangenza
A =0 siotterranno i valori dei punti cercati

3x-8y—-10=0
<
X + 4 =4
.
X=10+8y
3
< 2
(10;8yj ray?=4

\

Elaboriamo solo la seconda
(10 + 8yf + 36y’ = 36

100 + 64y + 160y + 36y = 36
100y’ + 160y + 64 = 0

25y + 40y + 16 = 0

daA = 0 abbiamo

y= ~20++/400-400 _ 20 _ 4

25 25 5
Da cui sostituendo nella prima equazione si ha
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applicazioni.
Problemi fondamentali
4 50-32
10-8- —
X = -5 _18/1.6 da cui il punto d’intersezione E(—ﬂ).
3 3 5 3 5 5 5
Problema 19

Determinare i punti comuni all’ellisse, di equaziomr riferita ai propri assi, di semiassi lunghi 5
e 2, con la circonferenza di centro O(0,0) e ragglango 3.

Per ottenere I'equazione dell’ellisse avendo clsermhiasse maggiore a =5 ed il semiasse minore

X2 y2 ] X2 y2
b =2 avremo che da; +=— =1 otteniamo_—+-—=1.
a~ b 25 4

Per ottenere I'equazione della circonferenza aiimo I'espressione (x ed*+(y —B)® = r, avendo
il raggio r = 3 e le coordinate del centro O(0,0)ngli : ¢ + y* = 9.
Mettendo a sistema le due equazioni abbiamo

2 2
(XY -
25 4

<

| X +yY=9
[(¥=9-¥y

<
4% + 25% = 100

~

Elaboriamo solo la seconda
4(9 — y)+ 25y = 100
36 — 4y + 25y = 100

21y =100 — 36
=+ % = i_8 = 1—8\/2
21 21 21
Conseguentemente

X=i\/9—El =i\/125 :i5\/§ =+ 5v105
21 21 21 21
In conclusione i punti d’'intersezione cercati sono:

A 5105 8\/2_1) B 5V105 8\/2_1) c (5105, _8\/2_1) b (- 5J105 8\/2_1)
21 ' 21 21 ' 21 Y21 21 21 ' 21
Problema 20

Determinare le intersezioni dell’ellisse, di equamnine riferita ai propri assi, di semiassi lunghi 3

e 5, con la circonferenza di centro O(0,0) e pasdarper il punto P(\/S,%O).

Per ottenere I'equazione dell’ellisse avendo cheermniassi a = 3 e b = 5 avremo che da
X2 y2 X2 y2

— +-= =1 otteniamo—+-— =1.

a b 9 25

Per ottenere I'equazione della circonferenza widimo I'espressione (x «)*+(y — B)*> = P,
calcolando il raggio r dalla formula della distantzai due punti dati
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applicazioni.
Problemi fondamentali
100 145
= = (%, =% ) +(y, = v.) =% +V,’ —5+?—?

quindi ¢ + - 145

Mettendo a sistema le due equazioni abbiamo

X_ Y -1
J 9 25 ]
X+ = 5 Elaboriamo solo la seconda
(=145 _ 3625 — 2259+ 81y = 2025
) 9 144y = 1600
25X + 9y = 225 y==+ 1000 _,40_,10
L B 144 T12° 3
Conseguentemente
145
=55 - 2. 145_1600_ 2880-14400_ 6400 _
5o 9 144 129¢ 129¢
25— V) + 9y? = 225 _
5 ) x = /5

In conclusione i punti d’'intersezione cercati sono:

A(JE;%)) B(—JE;—%’) C(—JE;%’) D(JE——)

Problema 21

2 2

Trovare le intersezioni deII'eIIisse% +y? =1 con la circonferenza 9%+ 9y’ = 145.

Mettendo a sistema le due equazioni abbiamo

X2y 16y = 80
59 /80 10
=t |[—=x|— =%

9 + 9y = 145 Y=*\16 ‘\/; £/5

9¥ = 145 — 99 Conseguentemente

9% + 25y = 225 2= 145-9+5_100

9 9

Elaboriamo solo la seconda X =+ 100 _ iE’
145 — 9y + 25\ = 225 \ 9 3

16y = 225 — 145

In conclusione i punti d’'intersezione cercati sono:

ACiNB) BET-NE) CiNE) DO
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applicazioni.
Problemi fondamentali
Problema 22
X2 y2
Scrivere le equazioni delle tangenti comuni alle cue Toc +% =le ¥ +y =64.

Procederemo mettendo a sistema con la retta gangr mx + n alternativamente le due curve

indi imporremo la condizione di tangenAda= 0 per ambedue le equazioni cosi ottenute, infine le
due condizioni ( equazioni in m ed n ) costituiramrsistema risolvente.

FxEoyr
ﬁ”%‘l y=mx+n
) y = mxHn 3632 + 100 (Mx + nf = 3600

> EI?(tz)oriamo ﬁ?lg Iangeconda
36X + 100V = 3600 36X + 100 (mMx~ + i + 2mnx)= 3600
y 9% + 25 (nfx? + rf + 2mnx)= 900
9% + 25ntx? + 251f + 50mnx — 900 = 0

| yEmxan X2 (9 + 257) + 50mnx + 25(A— 36) = 0
Analogamente
X + Y= 64 Elaboriamo solo la seconda
1 x? (1+ nf) + 2mnx + rf — 64 = 0
Ly=mx+n Per ambedue le relazioni vale la
condizione di tangenzA =0 e
4 nel nostro caso con la formula ridotta
y=mx+n abbiamo
<
X + (mx + nf = 64 (25mn¥ — 25(9 + 25M)(n*— 36) = 0
. 625ntn® — 25(9F — 324 +25rfn’ — 900n7)= 0
[ 625nTn’— 22517+8100—625rM°—22500m= 0
y=mx+n — 225/% + 8100 — 22500fF 0
4 100nf — rf+36 =0
X + (M2 + it + 2mnx) = 64
.
Analogamente
m’n? — (1+ nf)(n® — 64) = 0
m’n? — (rf — 64 + Mn® - 64nf) = 0
m’n® — it + 64 — Mn” + 64nf =0
—rf+64+64M =0
+64nf —rf+64=0
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Problemi fondamentali

Mettendo a sistema le ultime due eq.ni 640 ﬁ—nz+64 0

avremo
448
64 —1f+64=0 o ~nf+64=0
B 448 —9R+576 =0
-1 |100nf— rf+36=0 o+ 1024 = 0

\_36rF // +28=0

\ 9 3
m=11/2—8=i Z:iﬂ
36 9

e dalla 1" equazione abbiamo:
in conclusione le rette tangenti hanno espressione

V732

y=mx+n=t—rxt—

3
Problema 23
Determinare le coordinate dei vertici e dei fuoche I'eccentricita delle seguenti ellissi :
2 2
DX +Y 21 2)af+y=4  3) 9%+ 16y = 144
36 9
X2 y2
1) TR In questo primo esercizio si nota che > — & = b
2 2
L’ellissi & del tipox—2 + y_2 =1 con e=E
a~ b a
Quindi
a=36=6 Fi-=c:0) = F(-+/27:0)
_ o - Ai(-a;0) = Ai(-6;0)
b=v9=3 !
V9 Bi(0;—-b) = By(0;-3)
c®*=36-9=27
c=+/27 F(c;0) = R(+/27;0)
Ax(@a;0) = Ax6:0)
c_J27 2
e=5=%=0,6<1 B2(0;b) = Bx(0;3)
2) X +y =4
In questo secondo esercizio si nota che
P—d=¢
=
4 > E I'ellissi & del tlpo— +y—2 =1
a’ b
a
con e=—
C
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Problemi fondamentali
Quindi
a=+1=1 Fi(0:=¢) = Fi(0;-+/3)
b:\/ZZZ Ai(0;—a)= A 0;- 1)
Bi(—=b;0) = Bi(~2:;0

2 oa-123 1( ) 1(( )
c=+3 Fz( 0; C) = FZ(O,\/g)

a 1 Az( 0; a) = Az(o ; 1)
e=2=_—=057<1 : :

C \/é BZ( b1 0) = 82(2 ) 0)

3) 9 + 16y = 144

¥
9x? +16y2 N
144 144
2 2
X_+y_ :1
16 9
-5 In questo terzo esercizio si nota che
&-c¢=
X2 y2
E l'ellissi é del tipog + bz =1
C
con e=—
a
Quindi
a=16=4 Fi-c:;0) = FR(-+7;0)
b=49=3 Ai(- a;0)= Ai(-4;0)
Bi1(0;-b) = By(0;-3
2 —16-9=7 1(0 ;- b) 1( )
c=+7 F(c:0) = R(:7:0)
Ax@;0) = Ax4:0)
c_7 2
e=g=%=0,66<1 B2(0;b) = Bx0;3)
Problema 24

Determinare le coordinate dei vertici e dei fuoche I'eccentricita delle seguenti ellissi che
soddisfano le seguenti condizioni :

a) Il semiasse maggiore € uguale a 5 e I'ellisse pagsat il punto A( O, —g)

b) Il semiasse minore & uguale &2 e I'ellisse passa per il punto B(1,2)
c) Il semiasse minore € uguale a 5 e uno dei fuochil @unto F(3,0)

2 2

a) ellissi del tipox—2 +§ =1 cona=5
a

2 2

quindi )2(—5 +§ =1 imponiamo il passaggio per il punto A((—)%)
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applicazioni.
Problemi fondamentali
2
(_ Zj £-C=F
0+ =1
2
b szf_b2:25—2_5:3_75
16 16
25 5
b?==2 = b= =
1€ 4 ey [375_, 5V15
16 4
X2 y2
ne consegue —+-—=1
e 25725
16
Concludendo : Vertici
A £5;0)
Fuochi 5
Bi(0; )
5v15 4
F]_z( + ,O)
. X2 y?
b) ellissi del tlp0¥ t7 =1 con b=\2
X2 y2
quindi — +7 =1 imponiamo il passaggio per il punto B(- 1,2)
a
i+ﬂ:1 i+2:1 i:1—2 = &=-1
a2 2 a2 a2
2 2
da cui BRI
1 2

2 2
c) ellissi del tipox—2+§=1 con b=5 ed Fc0)=F(3,0) dacui
a

-t =¢ 3y
2=+ quindi a+2—5=1
@=9+25=34

Problema 25

Data I'ellisse ¥ + 9y* = 1, determinare le equazioni delle rette tangentparallele alla retta x +

y=1

La retta data con le tangenti costituiscono unidaiseproprio di rette di equazione x + 3y =k

Del fscio cosi definito a noi interessano le tatigeuindi:

X =k—-3y

X + 3y =k (k—=3yf+9y¥ =1
X+9y¥=1

Elaboriamo quest’ultima:

I¢+ 9y* — 6ky + 9y = 1
I —6ky +189—1=0
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Problemi fondamentali

L’equazione cosi ottenuta ci fornira i valori ceréa quanto bastera imporre la condizione di

tangenza\ = 0 in questo cas% =0

ok? — 18(K-1) =0
ok’ -~ 18K +18 =0
—9K+18=0
k*-2=0
k=2

ne consegue che le rette cercate hanno equazione+ 3y =+ V2

Problema 26
Data I'ellisse di equazione %+ 25y = 25, determinare le equazioni delle rette tangehtei suoi

punti di ascissa 4.

Ay

=
_-4-3-2-1012/3j/5’5?'
_ _ 1 Pi;35)

a=5b=1
Ricerchiamo le ordinate dei punti di tangenza:

da cui sostituendo ed elaborando la 2” si ha:

X =4 16 + 25y = 25
X + 25y = 25 25y = 25 - 16
25y =9
y = 3:+§
2725 75
o . Cuntisono: el 3
Quindi le coordinate dei punti sono: Pt 5) Q (4,5)
I° Modo)

Mettiamo a sistema la retta generica passantd penio “P” con I'equazione dell’ellisse, da questo

sistema determineremo la condizione di tangenza
x? + 25y = 25
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Problemi fondamentali

3_ 377
y+e=mx-4) x2+25{m(x—4)—g} =25
3
=mXxX-4)—
y=m( ) c

elaboriamo la seconda

x? + 25m?(x — 4)° + 9-30m(x - 4)= 25

X2 + 25nf(x* — 8x + 16) — 30mx + 120m +9—-25=0

X% + 25nfx% — 200mix + 400nf — 30mx + 120m — 16 =0
x? (1 +25nf) — 2x (100r + 15m) +400r+ 120m — 16 =0

Quindi
A =0 in questo cas% =0 da cui

(100nf + 15m¥ — (1 +25m)( 400nf + 120m —16) =0

10000nt + 30001 + 225nf — (400n% + 120m — 16 + 10000t 3000nT — 400n%) = 0
10000n{ + 30001 + 225nf — 400nT — 120m + 16 — 10000tk 300001 + 400nf = 0
225nf —120m + 16 =0

m = 60+/3600-3600 60 _ 4

22F T 22E 15

ne consegue il valorene quindi I’ equazione € per il punto P64§)

5
yro= 2 (x-4)
15y + 9 =4x - 16
15y —4x+25=0 eg. 1" tang.

Mettiamo a sistema la retta generica passantd penio “Q” con I'equazione dell’ellisse, da
guesto sistema determineremo la condizione di tmege=0

_ 3
x* + 25 = 25 y=m(x-4)-¢

3 2
Y—E:m(X—4) X2+25|:m(x_4)+:;’j| =25
elaboriamo la seconda
x? + 25m?(x — 4)% + 9+ 30m(x — 4) = 25
X2 + 25nf(x* — 8x + 16) + 30mx — 120m + 9 —-25=10
X2 + 25nfx? — 200X + 400nf +30mx — 120m —16 =0
x? (1 + 25n7) — 2x (100M - 15m) + 400rh— 120m — 16 =0

Quindi
A =0in questo cas% =0 da cui

(100nf — 15m¥f — (1 +25m)( 400nf — 120m —16) =0
10000n1 — 3000m + 225nf — (400n7 - 120m — 16 + 10000ts 30001t — 400nf) = 0
10000n{ — 3000n + 225nf — 400n% + 120m + 16 — 10000t 3000nT + 400nf = 0
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Problemi fondamentali

225nf + 120m + 16 =0
— 60+ +/3600-3600 _ 60 4

22F 22E " 15

ne consegue il valore;ne quindi I' equazione € per il punto Qé)

3 4
_2=_" (x-4
y c 15( )
15y — 9 =— 4x +16

15y +4x - 25=0 eq. 2" tang.

[I° Modo) Molto velocemente allo stesso risultato si potavayare applicando

la formula dello sdoppiamentexé + % =
a

3

3 sia per il punto Q (45)
e per il punto P(4-—)
5 1s)
3 Y =
s 3 x4, \5)
+ -1 25 1
25 1

4x+§y-25:25

4x —§y e 25=25
5 4x + 15y —-25=0 eq.2"tang

4x — 15y - 25=0 eq. 1" tang.

Problema 27

2 2
Determinare le equazioni delle rette tangenti all'Bisse % + % =1e parallele alla retta
5x+4y—-20=0.

Le rette parallele alla data costituiscono un fastiproprio di equazione 5x + 4y —k = 0.
Mettiamo a sistema il fascio con l'ellisse, ricavan’incognita e sostituita nell’equazione
dell’ellisse avremo una equazione con una solagmita il cuiA = 0 fornira i valori cercati.

X2 y2 _ k - 4y
16 25 5
25X + 16y = 400
5x+4y—-k=0
sostituiamo ed elaboriamo la seconda 161 — 32 (K — 400) = 0
k - 4y\*
25(Tyj + 16y = 400 16K — 32K + 12800 = 0
, — 16K = — 12800
k® — 8ky+ 16¥+ 16y = 400 K2 = 800
32y ~8ky ~ 400 +k=0 k = £ /800=20y2

in questo casei— =0 da cui

da cui le soluzioni cercate
5X + 4y +20J2=0
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Problemi fondamentali

Problema 28

Dopo aver determinato I'ellisse avente vertice ngunto (1,0) e tangente alla retta

t) 2x +V3y —4 =0 ; detto T il punto di tangenza condurreina parallela all'asse x, posta nel
semipiano y> 0, in modo che, dette M ed N rispettivamente le iarsezioni con il segmento OT
(O origine degli assi) e con la retta t), ed M’ ell’ rispettivamente le proiezioni di M ed N

J3+6

sull'asse x, il perimetro del rettangolo MM’N’N siauguale a >

L’equazione dell’ellisse e del tipo:

2 2
X_+y_:1
a’ b?

imponiamo il passaggio per il vertice V(1,0),
otteniamo :

i2+o=1 &=1  a=l
a

quindi 'equazione diventa

2

Mettiamola a sistema con la retta data, da questensa determineremo la condizione di tangenza
A =0 per la ricerca del valore del coefficiente b.

2
x2+§:1 x=4_;/§y
— < 2
2X+\/3y_4—0 4_\/§y +y_2=1
2 b?

da cui sostituendo ed elaborando la 2” si ha:

in questo casei— =0 da cui

16+ 3y? -8y\/3 A

4 b2 (43 )?- 1217 (3¢ + 4) = 0

i + 3Kfy? — 8ylf = 41 166%(3) — (368 + 48 ) =0
1615 + 35" - By 3 4y’ =4 48bi—365‘-48bz =0
y? (3 +4)-8yB3 +126=0 é?ﬁ;j%‘f =0 b#0

b=+2

2

Quindi I'ellissi cercata ha espressione x> + y? =1

Determiniamo il punto di tangenza T
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Problemi fondamentali
g
_4-43y
2x+V3y—-4=0 X = 5
< 2
2 _ 2
x> +Y =1 43y +2=1
4 2 4

16+ 3y? —8y+/3
4

16 + 3y — 8y//3+y¥? = 4

4% —8y\3 +12=0

y?—2yJ3 +3=0

Y, =V3%4/3-3=43 = x=4€*/§=4;3=%

2
+y—:1
4

in definitiva T(% ~/3)

Particolarita per ottenere con una sola procedarkedlisse che il punto di tangenza.

Per determinare I'altro coefficienté, Isfruttiamo il principio d’identita dei polinomi.
Infatti 'equazione della tangente generica ad elliase ha forma (formula sdoppiamento)

ayoy + bPxox = &b?
nel nostro caso gia sappiamo ched quindi :
yay + bxox = b
Yoy + BPXox — F=0

I'espressione della tangente e data dal testo,gligndo le due espressioni abbiamo :
Yoy + bxox — F=2x +V3y — 4

i due polinomi sono identici se i coefficienti dermini simili sono tra loro proporzionali, e latee

e definita a meno di una costante moltiplicativa@miporzionalita posta per semplicita k = 1,
quindi:

[2 2 b2:4
bXO:k bx, =2 x0=£
2 Y, =+/3 2
h: b2:4 yOZ\/§
7 K
_ K2
b —k
-4

\
ottenendo cosi sia il punto di tangenza, che iffmente k.
Ora I'equazione della retta parallela all’asse raaspressione y = K ire 0

Per la retta m applicheremo la formula della rpgadue punti T% ,\/5) e 0(0,0)
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Problemi fondamentali

Y~ Y — X=X
Yo=Y XX
cioe
y-0 _x-0 1
J3-0 1 0 2
2 y:2x\/§

Determiniamo ora i punti d’intersezione rispettivente :
1)M tra OTelarettay =k
2) N tra la retta tangente all’ellisse e larettaly  quindi :

ry:2x\/§
_k : k
= X=——= percui M=, k)

243 243
y=k
\
(
2x+V3y—-4=0
< = x=4_fk per cui N(ﬂ K)

y=Kk

\
conseguentemente le proiezioni M’ ed N’ sull’ass®e/ranno espressione:

K 4 -3k
L0 ’ 0
243 ) NI 2

Per risolvere il quesito finale dell’'esercizio, elehiniamo le dimensioni del rettangolo in funzione
di k, uguagliandole al dato del testo avremo I'exijoize risolvente.

d= \/ x2 yl) che nel nostro caso sara

w3 fk) LT
\/5 k / 2 3 k
23

d(MM?)=d(NN")= +/(k - 0)? \/F K

M’(

2p = 2(MM") + 2(MN) = */§2+ 6
Sostituendo abbiamo:
2k+22(\/§—k)_\/§+6 43k -8k +8/3 =3+ 63
V3| 2 4k (V3-2)=3-2/3
AV3-k)_+3+6
2k + \/§ =
- 3-23 [/3+2) 3/3+6-2:3-4/3_-43_3
dV3-2) [V3+2) 4(3-4) -4 4
Esercizi svolti di geometria analitica 104

A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA

Esercizi svolti: l'ellissi e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

3

Concludendo y 7

Problema 29

Determinare le rette passanti per I'origine sulle gali I'ellisse 3X + 4y* = 12 stacca corde di

lunghezze uguali aV15.

Detti A, B, C, D, i punti d’intersezione dell’ellisse con tali rette, determinare le equazioni delle
rette tangenti all’ellisse in questi punti e 'areadel quadrilatero determinato da tali tangenti.

E

Determiniamo le caratteristiche dell’ellisse
data:
3+ 4y =12

d = AC = BD = 2A0 =415

Il punto A ha coordinate A(x,y) e O (0,0)
quindi

AO = \/x* + y? uguagliando le due quantita

abbiamo:
2x2 +y? =15

A%+ y?) = 15

e una circonferenza di centro O (0,0) , che messstema con I'ellisse ci dara i valori delle

coordinate dei punti di tangenza.

Per sostituzione dalla 2” eq. abbiamo :

ax + 4y’ = 15 9+ 4y =12
4¥=12-9
1 B3R+ 4y = 12 4y% =3
¥ I/l =3 = x=++/3 (ascisse) yo i\/Eziﬁ (ordinate)
4 2
Da cui i punti cercati :
3 3
AMJ&%;) CGJT—%;)
3 3
B(—x/§;£) D(\/_;—i)
2 2
Per determinare le rette applichiamo la formuldedetta passante per due punti:
Y=Y — X=X
Yo=Y1 X TX
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_ _ applicazioni.
Problemi fondamentali
retta AC retta BD
J3 @,
Y=o _ x-43 y- _ x+4/3
IRENRERERERNE RN
2 2 2 2
V3 V3
y_7zx_\/§ y_7zx+\/§
V3 -23 V3 23
2 2
J3 J3
Y‘7:X_@ Y‘7:X+\/§
-J3  -2y3 -J3  2/3
zﬁ[y-%m(x-@) z@(y-%:-@(ﬁﬁ)
Z(y—gjz(x—\/é) 2(y—§):—(x+\/§)
2y—\/§=X—\/§ 2y—\/§=—X-\/§
y:%x y:—%x

Altro modo risolutivo di questa prima parte deléeszio :
Mettiamo a sistema la retta generica y = mx pasgaert I'origine con I'equazione con l'equazione
dell’ellisse, alle coordinate che troveremo in fiome di “m”, applicheremo la formula del calcolo

della distanza (Pitagora), dato che conosciamdsana /15 .

y = mx
3+ 4y =12
dopo la sostituzione elaboriamo la 2”eq. Per sostituzione dalla 1" eq. abbiamo
3x + 4(mxf = 12 12
Yip =%
X*(3+4nf)=12 = x,=4% 12 2 3+4m’®
3+4m

Coordinate generiche:
A \/ 12 m\/ 12 d - \/ 12 m\/ 12
3+4m’ 3+4m’ 3+4m’ 3+4m*
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Problemi fondamentali

e

sue

d=AC =\(x, = %.)? * (Ya ~ Y)? =+15 quindi

\/ 12 \/ 12 ) [ 12 12 Y
+ + + =15
3+ 4m? 3+ 4m? 3+ 4m? 3+ 4m?

2 2
12 12 _
2 |t 2 5 =15
3+4m 3+4m
4( 12 2j+4m2( 12 2j=15
3+4m 3+4m

12
(3+ 4m? j(4 +4m?) =15

48(1 + nf) = 15 ( 3 + 4mM)
48 + 48M =45+ 60 M

—12nf=-3
m=1 o -+1  Jitrovando cosi: y 1y y = N
4 M2 =25 ' 2 2

Ricerchiamo ora le tangenti all’ellisse nei punitnirsezione determinati :

/3

a) Retta tangente all'ellisse in AB ;73)

"y—?zm(x—fs)

(3% + 4y = 12

3

y=m(x—x/§)+—3
< 2

(3x? + 4y = 12 sostituiamo la 1* nella 2 ed elaboriamostjuéima :

3+ 4 m(x—\/§)+§}2 =12

3x2+4_m2(x—\/§)2 +§+2- \/fm(x—\/é)} =12

3 + 4_m2(x2 +3—2J§)+§+ m\/§(x—\/§ﬂ =12

3% + 4] m2x2 + 3m? — 2x/3m? +§,+ m\/§x—3mj =12

3% + Am?x% +12m? —8m?x/3 + 3+ 4my/3x —12m = 12
X2 (3 + 4nf) — 4my/3x(2m+1) +12m* -12m-9 = 12

A oo
Per la tg. sara = O nel nostro casei =0 cioe:
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Problemi fondamentali

[2my/3m-1)|° - 3+ 4m?)@2m? -12m-9) =0

12nf(4mf— 4m + 1) — (36M- 36m — 27 + 48fh— 48n7 — 36nf) = 0
48m'— 48n7 + 12nf — 48nf + 48nt + 36m + 27 = 0

12nf+ 36m +27 =0

AP+ 12m+9=0

_—6+£+36-36 _
, = =
4

sostituendo

Jv3_ 3
Y- 5 ( )
2y —/3=-3x+3/3
2y +3x + 4/3=0
per omogeneita di formula in similitudine alle altengenti che si determineranno dividiamo per
4+/3 e razionalizziamo:

2 3
—Yy+—F—=x-1=0
43~ 43

V3, 38
2J3v37 4343
B3

—y+—x=1
6 Y 4

_6__3
4~ 2

1

Per la tangente in B'(\/g;g) Si puo procedere analogamente, oppure, possiatacenche i

punti sono simmetrici e le tangenti sono tra dolparallele con lo stesso coefficiente angolare,
oppure per essere pitu immediati si puo utilizzarimula dello sdoppiamento:

% + % = e nel nostro caso dopo le sostituzioni abbiam
a
e 2 g
-v3), L 2)
4 3
- ﬁ + _3 . E y= 1
4 2 3
e con analoghi passaggi:
per la tangente in G(x/_;—g) per la tangente in B(3 ;—g)
X(_ \/._3)) + 2 _1 X(\/é) + 2 1
4 3 4 3
B B N
-——Xx—-——y=1 —x-—y=1
4 6 4 6

Ricerchiamo ora I'area del quadrilatero KLMN.
Per il calcolo si pud procedere in svariati modi:
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Problemi fondamentali

1) Determinare I'area di uno solo dei triangoli (e che compongono il rombo,
indi moltiplicare per 4;

2) Determinare I'area di meta del rombo (KLM) consatetolo un triangolo,
calcolandone I'area con la formula di Sarrus, qumdltiplicare per 2;

3) Il metodo piu lungo consiste nell’intersecare legenti tra di loro , due a due e
determinare i punti KLMN ( sono punti simmetriaiyindi determinare la misura

. : . d,ed

delle diagonali ed applicare la nota formula=—2—2

Ricerchiamo i punti d’'intersezione, con una notaystocizzare, consideriamo la retta per B e

facciamone l'intersezione con gli assi; gli altani come detto sono simmetrici:

—£x+£y—l A 2
476 Ki-0 16
V3
L|_4 |0
J3
M| 4 0
J3
N 0 6
3
1° modo)Area KLO
4 . 6 21
AKLO)=BN_~8 V3 _3 _24.1_,
2 2 2 3 2

Aorpo(KLMN) =4+ ASKLO) =4+ 4=16

2° modo)Area KLM con Sarrus

1
ZE[(Xl y21+ y11X3 + 1X2 Y3) - (1y2 X3 * X11Y3 + ylle)]

6
0 -
J3
4
_ O -
J3
4
— 0
J3

T T W - P U PR e ) P A= B 1o c0e 2|2
_2{(001)+( e 0)} {( 7 \/51)+(010)+(1o\/§}
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Problemi fondamentali

_1[_24_ 247 1, 48 _
- [ <+3>} L2

3
Aorso(KLMN) =2+ ASKLM) =2+ 8=16

3° modo)Ricerchiamo le misure delle diagonali con la folandella distanza tra due punti, o
notando che essendo posizionati simmetricamemtésiara € data dai valori OM e KO raddoppiati,
quindi:

KN =2 KO = 22: E

NERE

4 8
LIM=2OM=2—=——

NERE

12 8
Ao, (KLMN) = V3 V3 _12-8, 1_48_16

2 3 2 3

Problema 30

Dopo aver tracciato la curva di equazioney =+4—9x* determinare il punto di essa che ha
distanza uguale a 22 dalla retta x +y — 4 = 0.

Per graficare la curva e capire la sua naturadacai
alcuni passaggi algebrici per scriverla in modo piu

consono per essere riconosciuta:

< < <
NN
+
©

© » b
n L L
A ovoN

N

+

x
1

=

< Blo Nl©
N

x
1
[ —

N

+
]
=

< <
com|><“H>| SN
+
»|

E’ un ellisse con a:ig b=+2
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applicazioni.
Problemi fondamentali
m)x+y—-4=0 m
Punto su| x| VY|
asse y 0 4

asse X 4, O

Il punto P ha coordinatd® ( x;v4 —9x? ) appartenendo all’ellisse.
Applichiamo la formula della distanza retta punto :

ax, +hy, +c
(a* +b%)

e nel nostro caso sara

|x+\/m—4|_
A

‘x+\/4—9x2—4{:4

cioe

il valore assoluto comporta due possibilita

1M) x+44-9x* —4=4
(W4-9x%)*=(8-x)?

4-9x% =64+ x> —16x

equazione questa che haAig 0 la cui conclusione € : nessuna soluzione ar@lpo reale;
27) X +4/4-9x* —4=-4

X++/4-9x* =0

x* =(—/4-9x%)?

10x* = 4
2

el o —
V10

ne consegue che per l'ordinata del punto P avremo:

Cfrer 4o 4)_[40-36_[4_ 2

y=Vam9xt =4 9(10} 10 \/; J10
2 . 2

NI

N.B. il segno meno per il valore dell'ascissa aatetdal fatto che e I'unico valore che verifica il
valore assoluto della distanza22

X12

Verifichiamolo:
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Problemi fondamentali

Esercizi svolti: l'ellissi e sue
applicazioni.

Valore positivo

2, [1_0% _4

>

N

2
\/E _(2\/5)2
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guantita mai verificata

Valore negativo

—\/2_+ /4—914(')—4
10 22

V2

_ 2, [40-36_,
V10 10 o2

2

2 [a
_*/E+\/;_4 =22
V2 ‘_
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: liperbole e sue

applicazioni.
Problemi fondamentali

L'IPERBOLE E LE SUE APPLICAZIONI
Problema 1
Stabilire per quali valori del parametro k 'equazione

2 2

X .Y _1

2k-4 k+1

rappresenta un ellisse ed in particolare una circoierenza e per quale valori rappresenta una
iperbole ed in particolare una iperbole equilatera.

Per stabilire quanto richiesto ci avvaliamo dekimizione di eccentricita, cioe :

c : .
=— studiamone il segno avremo :
a

c : c . c .
—>1 iperbole — =1 circonferenza —<1 ellisse
a a a

Bastera studiare il primo caso cdned + b e discutere il grafico, quindi in generale avremo:

Ja? +b?

a

E: >1
a

5

2 2
a‘+b _150

+b?

e nel nostro caso

k+1 >0
2k -4
N| k+1>0 per k>-1 N - .
Grafic> N : .
D| 2k—4>0 per k>2 S — i1+ N
- T, .

Discussione e conclusioni del grafico:

il segno del numeratore e del denominatore soramdiscon
-1<k<0 guesto comporta sk espressione dell’equazione uno dei denomimnator
negativo eesao in presenza di una iperbole.
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: liperbole e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Inoltre saremo in presenza di una iperbole equdageando a = — b cioe :

2k—d=—(k +1)

2k—-4=-k-1
2k+k=+4-1
3k=+3

k=1

il segno del numeratore e del denominatore sonoardincon :
k>2 questo compotta aell’espressione dell’equazione saremo in passdn
coefficientiteaimbi positivi, cioé una ellissi

Inoltre saremo in presenza di una circonferenzadpa = b cioe :

2k—4=k+1
2k-k=4+1
k=5

k < —1 non accettabile

Problema 2
Scrivere I'equazione dell’iperbole equilatera in unsistema di assi cartesiani ortogonali che,

4/5

riferita ai propri assi, stacca sulla retta 2x + y= 4 un segmento IungoT :

L’equazione dell'iperbole & del tipd x " = & .
Interseca la retta data nei punti dati dal sistema

x> -y =g y=4-2x

2x+y=4 X*—(4-2xj=¢&

elaboriamo la seconda equazione
x>— (16 —16x + 49 —&=0

x? — 16 +16x — 4k—&=0
—3¢-16+16x-&=0

3x°—16x +16 +a=0

_8+,/64-3(a%+16) _8++A
3

consideriamo le soluzioni CORX X,

12 3

quindi:

_ 8+JA)  (-16x2JA) 12-16x2JA -4x2JA -22+/D)
R N N N T

corgidmo le soluzioni con ¥ y»

Il segmento staccato di Iunghez435 ha la formulaPQ=+/(x, =%, ) +(y, = y; )°

Quindi uguagliando otterremo I'equazione risolvente
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: liperbole e sue
applicazioni.

Problemi fondamentali

Xo— X = 8+3\/Z —8_3\/5 :§(8+\/Z—8+\/Z)=§\/Z

—-4-2vA —-4+24A 1 4
Ya— Y1 = VA J—=§(—4—2\/Z+4—2JZ):—§JZ

3 3
Consegue dall’applicazione della formula dellaathza:
47N 16A 165
28 (-4/n) _45 ==
— | + = 9 9 9
3 3 3 200 =16+ 5
2 2 2
20\ (=4 | (45
3 3 3
Essendo

64-3(a® +16)=A abbiamo
64-3(a’*+16)=4

-3(a® +16)=4-64

3 a’ +16) =60

a’+16=20

a’=20-16=4

a=2

L’equazione dell'iperbole cercata éxy = 4 .

Problema 3
Determinare le equazioni delle rette tangenti allfperbole ¥ — 9y* = 9 e parallele alla bisettrice
2° e 4° quadrante.

L’equazione della bisettrice 2° e 4° quadrantedusaeione y = — x cioé x +y =0.

L’equazione della generica retta parallela ha eswae x + y + k = 0 costituente un fascio
improprio.

Per risolvere il problema poniamo a sistema largéinerica con I'iperbole, quindi imporremo la
condizione di tangenza = Q.

X2 —9¥ =9 x=-y-Kk

X+y+k=0 (—y—kF-9y¥=9

elaboriamo solo la seconda equazione:
Cy-Kkf-9¥=9

y2 + KE+2ky — 9y = 9

— 8y +2ky +K—-9=0
8y—2ky+9-k=0

Imponiamo la condizione di tangenza:
A=0
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: liperbole e sue
applicazioni.
Problemi fondamentali
k?—8(9 — K)=0
k*— 72+ 8k =0
9K —72=0
oK? =72
k, =% %2 =+/8 =422
ne consegue che le rette tangenti sono:
X+y+ 272 =0

Problema 4

Determinare I'equazione dell’iperbole riferita ai suoi assi di simmetria , e aventi vertici V in

(+1:0) e passante per il punto P(4/5).

2 2

L’equazione della generica iperbole riferita aiisagsi ha espressione, Y =1.

Imponiamo il passaggio nel vertice e nel punto:

-

1 _
v| 5=t
Y16 5
P —_—2:1
a b
.
g=1
) —b—52:1—16

Ne consegue che 'equazione cercata &: x* —

x> -3y =1

Problema 5

b2

g=1
-5=h% -16b>

Determinare I'equazione dell'iperbole avente comesse focale I'asse x, come asintoti le rette

y= i%x e passante per il punto A(2;1).

I° modo) Le condizioni del testo si traducono nel sistema:

(b _ 9

a® 16

4 1 _

a? b2

L

(b 9

a® 16

4b? - a2 2142
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: liperbole e sue

applicazioni.
Problemi fondamentali
16b* =9a”
4b* —a® =a’b?
166—-9&=0
-4 |- 161 + 4 = — 4&D°
Il —5%=—4&b°
da cui
p? =
4
a? =29
9
, _ , .09 5 4,
e I'equazione dell'iperbole e : Ex _E y =1
II° modo) Sappiamo che I'equazione di una iperbole riferitsuai assi di simmetria &
2 2
X_ - y_ =+1
a’ b?

, o Y b
e I'equazioni degli asintoti sony =+— x
a

se ne concludeva che I'equazione degli asintatiteneva uguagliando a zero il primo membro
dell’'equazione dell'iperbole.

Da quanto detto possiamo, dall’equazione deghtasj eleva al quadrato i singoli elementi del 1°
membro uguagliata ad un parametro da definire k:
=+—X
Y 4
3
—Xx-y=0
4 y
9 2 2
— X" -y =k
16 Y
Imponendo il passaggio per il punto A(2;1) da cui:

+34—1: k da cui kZE
16 4

e 'equazione dell'iperbole & : 1_96)(2 -y? :g moltiplicando il tutto pe% otteniamo l'eq.

precedente.

Problema 6
Scritta 'equazione dell'iperbole equilatera traslae passante per I'origine degli assi e avente
per asintoti lerette x=1ey = 1.
Determinare:
- la traslazione mediante la quale I'equazione assunt& forma xy = k.

- i punti della curva che hanno distanza uguale a/2 dallaretta x + y=0.
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: liperbole e sue

applicazioni.
Problemi fondamentali
L’equazione dell'iperbole avra forma
_ax+b
cx+d

o d a - . -
con asintotix=—— e y=— che coincidono anche con le coordinate dell’oegnmaslata.
c C

Da quanto scritto e per i dati del problema abbtamo

—2:1: d=-c E::L = a=¢
c c

inoltre sostituendo O(0,0) all’equazione data abin:

g= 0= b=0 quindi in definitiva si puo scrivere
CX CX X :
y= = = equazione cercata
CX—c¢C c(x - 1) x—-1

Determiniamo ora la traslazione :
dagli asintotix=1e y =1 cioé
x—1=0 e y-1=0
si devono determinare i nuovi valori di x e y t&lie 'equazione data si riferisca ai propri asintot
cioe x =0 ey =0 (xy = k), in definitiva

x=X+1 e y=Y+1
sostituiamo negli asintoti

X+1-1=0 e Y+1-1=0
X=0 e Y =0 CV.D.
Quindi la traslazione evidenziata e quella ceroatdfichiamolo ulteriormente :

X+1
X+1-1
X(Y+])=X+1
XY +X = X+1
X¥Y=0 C.V.D

Y +1=

Determiniamo ora i punti P(x,y) della curva distadi2 dalla retta x +y = 0.
| punti P avranno coordinate :

P(xy) =P (X,Ll) dovendo soddisfare I'equazione data
X —

Dalla formula della distanza
ax thy, +c

V(@® +b*)

e nel nostro caso:
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA Esercizi svolti: liperbole e sue

applicazioni.
Problemi fondamentali
X
X+ i1
_x+l_
V2
2 —
X" =X+ X _ 5
x-1
X2
=2 caso (a)
X2
1 =2 il valore assoluto comport<
X —
X2
=-2 caso (b)
x-1
a) X =2x—2 b) ¢ = —2x + 2
X —2x+2=0 X +2x-2=0
X, =1++/1-2 non accettabile X, ==1x41+2=-1% V3 accettabile

| punti soddisfacenti la condizione sono quindi dueoordinate

Perx, = ~1-+/3 abbiamo con semplici passaggi algebrici e razionahdo

y, = X _ -1-4/3 :—1—\/5:+1+\/§.2—\/§:2—\/§+2\/§—3:_1+\/§:\/§_1
x=1 -1-43-1 -2-43 +2+3 2-43 4-3

Perx, =-1+ /3 abbiamo con semplici passaggi algebrici e razionahdo

X _ =1+43 _-1+43 2+43_-3-2+3+2/3 _1+43_

y: = = =
2 x-1 -1+43-1 -2+3 2+.3 3-4 1

-1-/3
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti in cui sono prese nti
pit curve e loro relazioni.

Problemi fondamentali

ESERCIZI IN CUI SONO PRESENTI PIU' CURVE E LORO REL AZIONI

Problema 1

Scrivere I'equazione della parabolad con asse di simmetria parallelo all'asse delle yagendo
che ha vertice V(2:— 1), e passa per il punto A(2),0

Indicare con B l'ulteriore punto di intersezione déla parabola con I'asse delle x.

Condurre la normale n (cioe la perpendicolare alla tangente) in B allawva, indicando con D
I'ulteriore intersezione di n con la parabola.

Determinare sull’arco BD un punto R in modo che sialg5 I'area del triangolo RBD.

Scrivere I'equazione della circonferenzay sapendo che é tangente all’asse delle x, passa per
E(- 1;2) e il suo centro appartiene alla retta diguazione x +y —3 =0.

Esistono due circonferenze che soddisfano questend@ioni: scegliere quella che giace nel
semipiano positivo delle ordinate.

Una retta del tipo y = k intersecad in P e Q ey in M ed N. Determinare k in modo che sia

MN = PQ.

A |
"BEly | 1asse parab. .||"||.:

-
~ninB
-~
T o
T T
i = ﬁ. . a
M -
-
e 7
|
-4 '
[ i
5 '
tg in B alla parab.
b
Esercizi svolti di geometria analitica 120

A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti in cui sono prese nti

pit curve e loro relazioni.

Problemi fondamentali

- Ricerchiamo la parabola che & del tipo y 2-%x + c, lo faremo imponendo il passaggio per il
vertice e il punto A dati, da cui il sistema:

A (a+b+c=0 b=—4a
c:§3a
v, _322 164 - 4a(3a) = 4a
2a .
El?orlargo la terza
2 _ 164 — 128 - 4a=0
v, | -4 4d—4a=0
4a
\
a=0
atb+c=0 a(a-1)=0""
{b=—4a ~a a=1
b’ — 4ac = 4a
B ne consegue
g_;fa4ic—0 pera=0 ¢=0 b=0
~ - era=1 c=3 b=4
164 — 4ac = 4a P

da cui I'equazione della parabole= x* — 4x + 3
Determiniamo il puntd@ d’intersezione della parabola con I'asse delle x :

y=xX—-4x+3
y=0
X°2—4x+3=0

1 X1 da cui ritroviamo A(1;0)

X12=2++44-3=2+1=
» X3 B(3;0) punto cercato

Ricerca tangente in B(3,0) dall’equaz. yo=ym (X — %) da cui:
y—0=m(x-3)

y=m(x —3)

Impostiamo il sistema con la parabola trovata 16+ 8m +mMi— 12 —12m =0

m—4m+4 =0

y=xX—4x+3 (m=2)%*=0
m=2
y=m(X — 3) Concludendo dall’equaz. generica

sostituiamo la seconda nella prima
ed elaboriamo quest’ultima

X2 —4x + 3=m(x — 3)

X2 —4x + 3=mx — 3m

X°—4x+3— mx+3m=0

X*-Xx(4+m)+3+3m=0
La cond. di tangenza® =0
cioé ¥ — 4ac = 0 quindi
(4+mY + 4 (3+3m) = 0
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y=2(x-23)
y=2x-06
y—-2x+6=0
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti in cui sono prese nti
pit curve e loro relazioni.

Problemi fondamentali

. L - : o o 1 1
La normale n in B (3,0) avra il coefficiente angelpari all’antireciproco cioé m’ = — = _E
m

Conseguentemente I'equazione della normale cehea¢spressione:

1 2y =—x+3

YZ—E(X—3) 2y+x-3=0
1
=-—(x-3
y=-2x=-3)
Ricerca del punto D, intersezione della normalemla parabolal, mettiamole a sistema :
7-5 1
2 y=X—-4x+3 1X =75
2y+X—3:O 12:w:
4
)X 7+5_ 3
2y =2X—8x+6
Per % = 3 ritroviamo il punto B(3,0)
2y ==Xx+3 Per %= % abbiamo
sostituiamo la seconda nella prima ed 1 4 1-8+12 5
elaboriamo quest’ultima: Y=273 + 3:T =2

2%° —8X+6=—Xx+3
2% —8Xx+6+Xx—-3=0 5
2% -7x+3=0 sono Dé,z)

Conseguentemente le coordinate del punto

Determiniamo ora il punto R di ascissa genericppagenente all’arco BD della parabolae
quindi di ordinata che gli compete 3y Z — 4z + 3, i punti del triangolo hanno coordinate:

R(z; Z -4z +3) B(3;0) %(%)

Gli estremi dell’arco ci impongono le Iimitazio%< z<3 e % <y,<-1
Dall’'applicazione della condizione richiesta avreA(RBD) = %5

applicazione della formula matriciale di Sarrus:
Inserite le tre coordinate dei vertici del triangpler righe, inserire una colonna di termini umjtar
ripetendo quindi le tre coordinate dei punti, eqaere come nello schema sottostante:

1
ZE[(Xl y21+ y11X3 + 1X2 Y3) - (1y2 X3 * X11Y3 + ylle)]

- - -+ + +
Da cui nel nostro caso:
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pit curve e loro relazioni.

Problemi fondamentali

A{RBD)=
3 0 1 3 0 .
- +
:l 1 E 1 1 E :1 1_5+0+;423 _|:§+3(ZZ_4Z+3)+0} -
2| 2 4 2 4 2| 4 2 4

z 2°-4z+3 1 z z*-4z+

1/15 7 -4z+3_52z

~3(z2 - 4z+ 3)}

2| 4 2 4
Da cui:

24z +
115,72 42+3 _52_y,0 4, ] 15
2| 4 2 4 8

2 _

15,2 -4z+3 42-'-3—2—3(22—4Z+3)=£3
4 2 4 4
2’ -4z+3 5z _

. ; 3(z2 -4z+3)=0

27 -82+6-52122-482-36=0
-10Z2+352-30=0

27-7z+6=0
7-1 6 3
lq—:—:—
4 4 2
_7++49-48 _
212—#—
zzzﬂzgzz
4 4

w

Perz=— si hay:22_4z+3:g—4.§+3:w:—1_2:
2 4 2 4 4

Pera=g sihay=7Z-4z+3=4-8+3=-1

-3

Concludendo:
3 _ .5
Rl(z ; —3) non accettabile per la COﬂdIZIOH4€ <y,<-1

R2(2 ; —1) accettabile coincidente con il verticaparabola.

Ricerchiamo I'equazione della circonferenza ded tip+ y? + ax + by + ¢ = 0.

Per impostare il sistema risolvente di tre incagmttre equazioni avremo

a) imporre il passaggio per E(-1;2)

la circonferenza é tangente all’asse delle x daegune y = 0

I'ultima condizione ci € data dal fatto che C apiesue alla retta x + y — 3 = 0. E’ chiaro altrelsec
il centro giace anche sulla perpendicolare al pdntangenza sull’asse x ( coincidente con il
raggio.

a) I" equaz. passaggio per E(-1;2) : 1+a#2b+c=0 cioéb—a+2b+c=0
b) II" equaz. ; sappiamo che la circonferepgatangente all'asse delle x di eq. y = 0 quindi:
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pit curve e loro relazioni.

Problemi fondamentali

X*+yY+ax+by+c=0
y=0

da cui dopo la sostituzione

x*+ax+c=0 e dallacondizione di tangeAza O cioé 5 — 4ac = 0 si ha

& — 4c =0 quindi :a=+2Jc

¢) Infine I'ultima condizione ci € data dal fattbecil centro C appartiene alla rettax +y—3 =0.
E, altresi, chiaro che il centro giace anchiagerpendicolare al punto di tangenza sull’asse x

Il punto generico di contatto avra coordinates®k ed il centro sara dato dall'intersezione delle
due rette

XxX+y—-3=0
X =Xg retta// allay

X = Xs
JLys =3-% da cui le coordinate generiche detrmEC(—%;—g) =(Xg:83—Xs)

Inoltre I'eq. generica%+ y* + ax + by + ¢ = 0 essendo noto il valoreadt 2Jc =0, cioé
per la parte negativaa — 2Jc=0e

per quella positiva + 2//c =0 quindi a=-2vc
e avremo

a=-2c
x*+y +ax + by + ¢ =0 sostituendo

x> +y —2Jcx + by + ¢ =0 imponendo il passaggio per il pud{gs,0),
ng —2\/EXS+ c=0

Xs12= \/Ei\/C—C:\/E

Se ne deduce cr@(—g;—g) =(Xg:83—Xg) = (\/6;3— \/E) da cui il sistema risolvente

b—a+2b+c=0
a=-24/c gia utilizzata e ritrovata
b
-~ =3-4c
2
N\
B5—a+2b+c=0
Ja= -2Jc
0o
—=+4Cc—-3
2
N\
(a=-2Jc
b=2J/c-6
b —a+ 2b + ¢ =0 sostituiamo ed elaboriamo hoidti
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti in cui sono prese nti
pit curve e loro relazioni.

Problemi fondamentali

5+2Jc +2(2Jc-6)+c=0
5+2Jc +4/c-12+¢c=0
6Jc +c—7 =0
(6vc Y = (7 —cf

36¢c = 49 —14c +%

49 —14c + £-36c =0
c>—~50c+49=0

161
C12 =25+ /625- 49 = 25+ /576 =25+ 24= <,
>& 49
Ne consegue:
(C]_ =1
Ja=-2 dacuileq. della circonferenxa+ y* — 2x — 4y + 1 = 0 Eq. cercata
\b: -4 1+4+2-8+1=0 pass. per E(- 1;2)
(Cz =49
Ja=-14 dacuil'eq. della circonferenzax y* — 14x + 20y + 49 = 0
\b =20 1+4+14 +32+ 480 non pass. per E(- 1;2)

Bastera verificare il passaggio perE , o cercﬂmmtroC(—%;—g) , solo la prima soddisfa le

condizioni.
La parabola/ interseca y =k in PgKk) e Q(x;k) mentre
La circonferenzay interseca y = kin M @tk) € N(%;K)

Dovra essere MN = PQ, ed essendo i punti podtosakzontale bastera fare la differenza delle
ascisse. Quindi :
1) dalla parabold si ha:

y=k
y=xX—4x+3

Sostituendo ed elaborando si ha
X*—4x+3-k=0

%=2-1+k
X, =2+ 4—(3—k):2iﬂ:<

¥ =2+1+k
PQ=%—%=2++1+k —2+1+k =21+ k

2) dalla circonferenzg si ha:
y=k
y=X+y-2x-4y+1

Sostituendo ed elaborando si ha
X2 +k—2x -4k +1=0
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pit curve e loro relazioni.

Problemi fondamentali

%1 =1-4k —k®
X, =141 (K2 — 4k +1) =1£1-K? + 4k -1=1++/ak-k2 =~
\x, = 1++/4k —k?

MN =Xy — X = 1++4k —k? —1++/4k —k? = 2//4k -k

Da cui essendo PQ = MN abbiamo

241+ k =2+/4k —k* equazione irrazionale

prima di svolgerla vediamone le condizioni, daiicaddi abbiamo:
(1+k>0

\—k2+4k>0

Ve

—|1 soluzione

k>-12 T |
<

L I¥— 4k <0 a>0 f(k) <\ > 0 verificata per valori interni 0 <k < 4 0
La condizione é riscontrabile anche geometricamieng@anto y = k interseca Ia fino
all’ordinata massima che e pari a y = 4; tangel¢eja

Risolviamo
(241+k Y= (2 4k - k? )?
4k —K=1+k
4k — K -1-k=0
—4k+KR+1+k=0
k»—3k +1=0
ko= 3_*@: 038
2
3+J9-4 3%.5
k12 - -
2 2
ko= 3+2\/§: 261

Valori ambedue accettabili perché entro i limiti.
Verifichiamolo con uno dei due valori ad esempia &g

(PQP= (2V1+k Y= 4 (&;*@j =10+2.5
(MN)2= (2v/4k -K? )? = 4[{3“/5) —(BJ’*/EH =4{2(3+ JE)—(—QJ’ 6f+5ﬂ -

2 2

:{24+8\/§—14—6\/§}:10+2\/§

4
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Problema 2

Scrivere I'equazione della parabola con asse patelo all’'asse delle y, vertice V(1;2) e
passante per il punto T(- 1;0).

Verificare che la parabola é tangente alla retta ry = — 4x + 14 e determinare le coordinate del
punto A di contatto.

Scrivere I'equazione della circonferenza che ha perorda il segmento BC, con B(Zf%) e

C(0; —%), e il centro sullaretta s) y %x.

Se D e il punto d’intersezione della parabola corldsse y, determinare sull’arco di parabola,
situato nel 1° quadrante un punto P in modo che tfapporto tra la somma delle aree dei

triangoli ODP e PCB e l'area del triangolo ACD sia% (kOR,™), essendo O I'origine degli

assi.
Determinare inoltre i punti comuni alla parabola ealla circonferenza.

Ricerca della parabola del tipo y Zaixbx + ¢ con le seguenti caratteristiche

V(—£ ;—Aj =(1,2) e passante per il punto T(-1;0) da cui il siste
2a 4a
(b _
" oa b=-2a
A c=-3a
1" _43-124-8a=0
4a
a—b+c:O : . A .
Risolviamo I'ultima equazione

16€+8a=0
8a(2a+1)=0

Pera=0 b=0 c¢=0 noneunaparabola
Pera=-1/2 b=1 c¢=3/2 dacuisiha:

~2a 1 3
{ (—2a3+4ac 8a y=—=X*+ X+~
—b+c=0 2 2
Intersezioni
b=—2a perx=0 y=3/2
at2a+c=0 pery=0 siha
48 + 4ac = 8a —§<2+2x+3=0
X —-2x-3=0
b=-2a 11
—3a Xip = 1+ 1+3= 142 :<:
4& + 4a(-3a) = 8a 53
Punti d’'intersezione:
=-2a D(0; 3/2)
c=-3a L(3;0)
{ —~44-124=8a
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14 3,-:
13
12
11

10

7 y=-4x+ 14 |

|5

W[1,2] 4

DE3z | | A

P|
Y
T /1 //’/‘“\‘

M2,3/2)

y=x/2

K7i2.,0)
=y

F(1,1/2)

-2 -1 0

4] 5] |8
LE3.0)

AlDiE]

asse parabola

Rettar)
y=—4x+14
r
X y
0 14
712 0
Retta s)
y =Xx/2
S
X y
0 0
1 1/2

Calcoliamo il punto di
tangenzatralarettare la
parabola ottenuta,
impostiamo il sistema:

y:—lx2 +X+§
2 2
=—-4x +14

sostituiamo ed elaboriamo
'equazione cosi ottenuta:

—4x +14 =
1, 3
=—=XT X+
Leusx+31a=0
2 2
—%x2+5x 2728 -

—¥+10x—-25=0
X>—10x +25=0

X12=5+4/25-25=5

da cui
y=—4x+14=-20+14 =
-6 eilpunto
d’intersezione e

A (5; - 6).

Ricerchiamo ora I'equazione della circonferenzaeehtuali punti di contatto:
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Considerazioni:
conosciamo i punti estremi della corda BC, B(Qzl—;) e C(O;—%),

inoltre I'asse della parabola x = 1 e anche asksedgnento dato infatti BC =2 — 0 = 2 da cui
asse =BC/2 =1.
L’intersezione tra I'asse e la retta s) y = x/2nfsce le coordinate del centro F

x=1
y=x/2 dacuk(1; 1/2)

2
inoltre r =/(x. —xc )2 + (v — ye)? :\/(1—0)2 +e +%) =2
2
Quindi applicando lgx —a)? +(y - B)* =r? abbiamo(x-1)? +(y—%] =2 circonferenza

cercata.
Gli eventuali punti di contatto tra la parabolaeirconferenza sono dati dal sistema:

ry:—ixz+x+§
2 2 _ )

< 12 elaboriamo l'ultima
(x—l)2+(y——j =2 —12y+8+49+1=0
L 2 4/ —12y+9=0

.

2y=-X+2x+3 3+4/36-36_ 3
) ) Vo= =5
X—2X+1+y—y+==2 ne consegue che

- 4 X2—2x=-2y+3
rx2—2x:—2y+3 X2—2X:—Zg+3
1 x*=2x=0

1 —

—2y+3+1+§-y+=-2=0 X(x-=2)=0

- 4 cioex=0ex=2

X —2x=—-2y+3 Da cui i punti : D(Og) ed M(Z;E)
—3y+2+§+%:0

. . . . DP)+ PCB
Ricerchiamo ora il punto generi€o(I° quadrante) tale cheAS(O )+ A(PCB) :5
A;(ACD) 5

Il punto P ha coordinate P(Pe;% K?+K +g) appartenendo alla parabola.

Vediamo di calcolare le singole aree con Sarrus:

area A(ODP) con D(0; 3/ O(0;0) e P(K;—% K?+K +g) da cui
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1
ZE[(Xl y21+ yllx3 + 1X2 y3) - (1y2 X3 + X11y3 + ylle)]

- - -+ + +
Da cui nel nostro caso:
As(ODP)=
0 g 10 g
:% 0 0 1 0 0 :%[Oﬂg-l-K)+O—(O+O+O)}:%(2K):§K
K 1K2+K+§ 1 K —1K2+K+§
2 2 2 2
: : 1. 3 -
area A(PCB) con C(0; -1/g B(2;-1/2) e P(K,—E Ke+K +§) da cui
2 1 1 2 1
2 2
AgPCB)=2| 0 1 10 _1 -
2 2 2
K -2kzek+2 1 K -Zkzek+>
2 2 2 2

1{(2.__.1j ( 1 j } HK._E.1j+(2._K_2+K+§.1J+(_1. .oﬂ}:
2 2 2 2 2 2
:E{H ﬂ H Ej -K? +2K+3)}} 1{ 1-K K ke ok - 3}
2 2 2 2 2
Lok ook -a)=X k-2
2 2
area A(ACD) con A(5; - 6),C(0;-1/2) e D(0;-3/2) da cui
5 -6 15 -6
AS(PCB):% 0 —% 10 —%:
0 +2 10 +3
2 2
:1{(5. _1.1j+( Gole o)+(1.o.§ﬂ_{(o. _1.1j+(§.1. 5)4-(1.0._6)}}:
2 2 2 2 2

[EEN

AN A

A,(ODP)+ A(PCB) _k
As( ACD) 5

N |
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pit curve e loro relazioni.

nti

Con rispettivamente :

_ 3k K?
As(ACD)=5 A(ODP) = =4 e A(PCB) —7— K-2
Ox<3
Nel I° quadrante si h
2y<0
: . B
Se & D(0,§) A(ODP)=0 edil rapporto aree dlventaM
2 A;(ACD) 5
Essendo A(PCB)= Beh_(15+ 2’5). 2 2 cioe E:% da cuik =2
DP) + PCB .
Se E L(0,3) il rapporto are AS(O )+ A(PCB) E diventa,
A;(ACD) 5
3 1
3e — 2e —
Beh 2 9 *h 2 1
essendo AODP)=——=—>==— e A(PCB -Bh__ 2.1
AODP) > 2 A(PCB) > -5
9,1
4 2K gog g=2r2_1
5 5 4

Nella posizione generica della figura le aree aigpamente quella relativa al triangolo ODP avra
come altezza la variabile x; mentre quella relasiviiangolo CBP avra come altezza la variabile

(y +%). Quindi le aree generiche in funzione dellgatali saranno:

. X 2+ (y+7)
Beh o 3x Beh 2
Ag(ODP)z=——=& = e PCB) = = =V +—
s(ODP) 5 5 4 (PCB) 5 y*+s
Da cui I'espressione del testo diventa'
3x
+(y+ )
AS(ODP)+AS(PCB) _k . §+y+1:k
A;(ACD) 5 5 4

In definitiva si trattera di ricercare le intersaziitra una funzione il cui diagramma &
opportunamente limitato in base alle condizionlede&riabili e un fascio di rette, da cui il sisi@m

r3x 1 1X2+k—1—§—x—§:o
7J,yJ,Ez 2 4 2
< L - yk-2=0
__ 1, 3 2 4
y=-— X +X+_ 2
L 2 2 2X°—7x—-8+4k=0
Equazione che per ammettere soluzioni
”y K — 1 3x reali dovra averéd =b* —4ac> €ioé
2 4 49 —8(4k — 8¢ 0
1, 1 3_ 1,.. .3 49— 32k + 64 0
K=D - =0 X x4 —32k>-113
L 2 4
113
k<s—
Elaboriamo la II" equazione 32
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Metodo del confronto delle radici di una equazipaeametrica di II° grado con due numeri, o
meglio discussione di un sistema misto con Tartgvi

2% —7x—-8+4k=0 conk=n°reale
113

0<x<3 eA=20 perks—
32

Studio del segno del I° coefficiente : 2 > 8empre verificata

Studio del segno di f(0) : 8+4k=0 4k 8 k> 2
Studio del segno di f(3) : 481-8+4k0 —11+4k0 k> 121
Studio del segno dell’espressiohe-0 = —2£ -0: cioé% >0
a
Studio del segno dell’'espressiohe- 3= _b_ 3: cioéZ - 3:7_—12 = —§< 0
2a 4 3 4

Graficando

5 7, u 13

4 4 4 32
k >

Ao\ W
A
f0) ------------mmmmmem g
>-0 X
f(3) -
>-3 )

Il metodo diTartinville qui applicato sui seguenti tre teoremi che cortfoa le radici
dell’equazione parametrica con i valori O e 3 dilmostrazioni si rimandano ai testi specifici), qui
ci limiteremo ad enunciarli e ad applicarli:

I° Teorema:
Condizione necessaria e sufficiente perché ilsiatdel tipo

a¢+bx+c=0
a<X<P

abbia una sola soluzione ordinaria € che le fum#{a) e f(3) siano discordi.
Tale soluzione sara la minore delle due radiciegliazione se risultera
af@)>0 e afy) <0
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sara la maggiore se i segni sono opposti.

[I° Teorema
Condizione necessaria e sufficiente perché il plec sistema misto abbia due soluzioni ordinarie
distinte e coincidenti e che sia verificato il segie sistema:

A>0

afa@)>0
af@)>0
a<2<[3

L'ultima condizione corrisponde
evidentemente a:

Y > >—a>0
Cioe

><p >—p<0

[11° Teorema

Per ogni valore del parametro che annulla una dekefunzioni si ha la soluzione limite:

x=a sef@)=0
x=p sefB)=0

I'altra radice dell’equazione sara soluzione ordmae la funzione che non si annulla & concorde
con il 1° coefficiente e sell e compreso tra e ( cioé siano contemporaneamebte o > 0
ex—p<0).

Concludendo nel nostro caso:

k=2 A>0 le due funzioni a f(0) > 0 e a f(3P <sono discordi ( I° Teor.).
Una solumo, tale soluzione sara la minore delle due radici

2<k< 121 A>0 le due funzioni a f(0) > 0 e a f(3) <sOno discordi ( I° Teor.).

Una solumo, tale soluzione sara la minore delle due radici

k= 121 A >0 le due funzioni a f(0) > 0 e a f(3) > 6ne concordi ( 1I° Teor.).
essents % compreso tra 0Z < 3, avremo due soluzioni ordinarie e
distinte @ircidenti.

11 113 - e

Z< k < r A >0 le due funzioni a f(0) > 0 e a f(3) >s0no concordi ( 1I° Teor.).
essends % compreso tra 0L < 3, avremo ancora due soluzioni.

113 i . .
k > e A <0 le radici sono complesse coniugate: nessaluzione.
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Risolviamo ora il sistema misto con il metodo gradio.

L’equazione trovata 2 7x — 8 + 4k =0 con 9x <3 costituisce un sistema misto. Indicando
con k il parametro di discussione, se quest’ultfigora al 1° grado, sara sempre possibile risolvere
'equazione parametrica rispetto ad esso otten&ntimzione algebrica razionale k = f(x) e,
ponendo y = k avremo il sistema risolvente:

y=k
y = f(x)

In definitiva si trattera di ricercare le intersazii tra:

- una funzione il cui diagramma dovra essere oppari@mte limitato in base alle condizioni
imposte alla variabile x;

- un fascio di rette parallele all’asse delle x.

Quindi

y=Kk
— 4Kk = 2%—7x — 8

y=Kk
2
k:X—+Zx+2
2 4

Rappresentiamo le curve
2

tralasciamo i conteggi algebrici di facile risoloze
per rappresentare il grafico e le soluzioni:

y:x7 +£x+2 in0<x<3 e laretta i parallela all'asse x
parabola
X y
A |0 2
B (3| 11/4=2,75
b A 7 113
I Vsl-—-—|=|—-,=—/—|=(175353
F : (Za 4aj (432j( 59
al v 1 Vi74:113/32)
|

per 2<k < i una soluzione

11 113 -
per — <k< —— due soluzioni

asse parabola
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Problema 3

Data I'equazione y = aX + bx + ¢

Determinare a, b, ¢, in modo che la parabola che & rappresenta passi per i punti A (0; — 6),
B(6;0) e nel punto B sia tangente alla retta di cdiciente angolare — 5 .

Determinare per i vertici del rettangolo inscritto nel segmento parabolico limitato dalla
parabola e dall'asse x ed avente perimetro ugualela,5, I'area A della sua superficie e
'equazione della circonferenza ad esso circoscrat

Impostiamo il sistema risolvente per il calcolo deefficienti, determinando primaAl = O della
retta tangente alla parabola:

Y—Yo=m (X—X%) punto di tangenZx(6;0) per cui y—-9-5(x-06)
y=-5x+30
y = aX + bx + ¢ sostituiamo ed elaboriamo imponenda i 0

—-5x+30=aX+bx+c

a¢+x(B+b)+c—-30=0

A=0 B-4ac=0 cioé

(5 +b ¥ — 4a(c — 30) = 0 condizione cercata, che anderita nel sistema risolvente:

A=0( (5+bj— 4a(c-30)=0 elaboriamo quest'ultima

PerA{ =—6 25+ + 10b + 144a =0

PerBl 36a+6b+c=0 (1-6aj + 10 (1- 6a) + 144a + 25 =0
1+364—12a+10—-60a+ 144a+25=0

da cui 364 + 72a+36=0
&+2a+1=0

c=-6 (@a+1¢=0

6b=-c-36a

(5+b ¥— 4a(c-30)=0 a = — 1 conseguentemente

c=-6 a=-1

b=1-6a =—-6

25 +5 + 10b — 4a (- 36) =0 b=1-6a=1+6=7

da cui I'equazione della parabola
y=—X+7x—-6

Scriviamone le caratteristiche per poterla rapprise :
A=(0;-6), B=(6,0)e G (1;0)

—X+7x-6=0
X—7X+6=0
% =1 punto C
7+449-24 7+5 <
X12 = = =
2 2
% =6
b A 7 45 - . . .
V|-—:—|=| = ,— [=(35;1125) ottenibile con facili passaggi algebrici
(2a4aj(24j(l) passaggi alg
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A || VE2:4514)-03.511,25)
A Frea
1 I
RS 1 35
1
10 |
I
g I
|
: |
\
7 [
|
|
6 . .
21/4=5 225 R* I 5
TR =1 B s e s U !
|
4 |
17
e I
218=20 a3 _L_F 1 ___| ___E_,
i
2 |
J’ |
|
1 s
s B
-2 E*I ! i 5
| p=
o i IP
| \ ,
| | i
| | :
52 | | 9i2=4F5
|
|
|
|
|
asse parabola 35
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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti in cui sono prese

nti

Ricerchiamo ora i vertici dei rettangoli.
. XP - XQ 7
Notiamo che - > = Xy, =§ =35(sempre

Sappiamo che il perimetro € pari a :

2[2(x,\,| - xQ) + yRJ: 145
2(Xy ~ XQ) tYyg =725
725

2(XM - XQ) * YR :l_OC

Dall'equazione della parabola y=%#7x — 6 abbiamogy=—x° +7xy— 6 quindi

1
2 —_
—Xo  + Xy —6-2X, =2
1
2 —
~ Xo +5XQ_6_Z_
) 25
— Xy +5x, ——=0
Q 4
2 25 _
Xo —5xQ+7—0
., _90%t425-25_5_
Xop, == =5=25
2 2
per cui
1
YR*_ZXQ*:Z
yR*:£+2Q*=£+2§=1+—20:£:5'25
4 4 2 4 4
7 5
Xp — =2 — =2l ———1|=2
P—XQ =2 (X — %) (2 2)
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As=Bh = (6 —x)) yr =2 2 = 21=105

Ricerca punto F centro della circonferenza:

retta per S* (¥,ys*) Q*(xg*yr*) cioe
21 5
S* g;_ *( ;O
2 ) Q (2 )
E dal’applicazione della formula della retta passaer due punti abbiamo :
Y=Y, — X=X
Yo=Y XX

21 9
-_— X—i
4 _" 2
021 5_9
4 2 2
21 21 9
—Ay-S)=-(x-2
(y 4) 4( 2)
21_21 189
4 8 16

16y -84=42x-189
16y —42x +105=0

facciamone l'intersezione conp % g
7

16y — 42 > +105=0

16y = 21+ 7-105

yp—M—iz—z—l—ZGZS dacui F= Zz—l
16 17 8 2 8
Ricerca della circonferenza, il raggio e dato da:
9 5\ (21 )’
R O R IR e
d J ‘XQ “Yo/ _V\2 2 4 _ 16 16 _1 [505_ [505
2 2 2 2 2\ 16 64

Ed applicando I'equazione della circonferenza rfeltena (x — )’ + (y — 8)° =r? abbiamo :

x—1 (2L _505 K2 Tyt y? — 2Ly, T8AT4417505_
2 8 64 4 64
X2+£9—7X+y2 441 21y:&3 X2+y2—7x—£y+ﬂ)_o
4 64 4° 64 R
2, 49 » 441 21 505 4x? +4y? - 28x - 21y +45=0
X“+—=T7X+y" + Loy="20
4 64 4 64

2 , 21 441 49 505
X*=T7IX+y"——y+
4 64 4 64
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Problema 4
a) Scrivere I'equazione della circonferenza di centr&€(4;3) e tangente alla retta
Xx—-3y—-5=0.

b) Trovare la lunghezza della corda AB che la circonfenza stacca sulla retta passante per
M(0;1) e parallela alla bisettrice del 1° e 3° quadnte.

c) Scrivere I'equazione della parabola con asse paralb all'asse y, passante per il punto
P(1;2) e per punti d’'intersezione con I'asse x dal circonferenza considerata.

d) Determinare i punti d’intersezione delle due curve.

a) Ricerca della circonferenza

u|( x+by+c) |x—3y—5|
" Ja? +1? J1+9
x-3y-5_|4-9-6 _|-1d_ 10 o

quindi Jirs = 7o \/E \/_0 7o =410 misura del raggio
+

Quindi I'equazione della circonferenza di centr¢4{3) sara:

d ( centro-punto di tang.za) = d (punto-retta)

per il punto C(4;3)

(x-a)’ +(y- B)? =r? dacui

(x - 4)2 + (y - 3)2 = (\/E)z

x?*+16 — 6x + Y+ 9 — 6y = 10

X+ y?—8x—6y+15=0

b)y—yw=m(x—-x) retta per M(0;1), parallela alla bisettri€8ll° quadrante y=x con m=1
y—1=m(x-0) N y—-1=x

Intersezione della retta r) con la circonferenza:

y =x+1

x?+y?— 8x — 6y +15 = 0 sostituiamo nella seconda eldogiamo quest’ultima

X°+ (X + 1f—8x —6 (x +1) +15=0
X+ X2 +2x+1-8x—-6x—6+15=0
2x*—12x +10=0
xX>—6x +5=0
/'x1=1 punto A(1,2)
X12=+3+/9-5 =342 =
\x2—5 punto B(5,6)

lunghezza della corda AB 7(x, - x,)? +(y, - v,)? =+/(5-1)% + (6-2)* =+/32=412

c) y=aX+bx+c conx= —2£ asse // ad y passa per P(1,2) e per i puntiai8ezione della
a

circonferenza con l'asse x.
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Problemi fondamentali

!

/:-1 1] D WV |E|

‘asse harabala

Ricerca dei punti d’intersezione della circonfereopn I'asse x (y=0)
y=0
X%+ y?— 8x — 6y +15 = 0 sostituiamo ed elaboriamo l@sda

X —8x+15=0
v x= 3 dacui D(3,0)

X12=4++16-15=4+1=

Ty, =5 dacui E(5,0)

Impostiamo ora il sistema per la ricerca dei coedfiti della parabola:

ratb+c=2 elaboriatreola 1™ e la 2” ricavando una eg.ne equivalente
9a+3b+c=0 -1(-a—-b-c=-2
25a+5b+c=0 9a+3b=0
8a+2b/l =-2
\ 4da+b =-1 quindiil sistema diventa
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nti

a+b+c=2
dJa+b =-1
25a+5b+c=0

.
b=-1-4a
<a-1-4a+c=2
25a+5b+c=0

S

r

sostituiamo nella terza ed elaboriamo
quest'ultima

25a+5(-1-4a)+3+3a=0
25a—-5- 20a +3+3a=0
8a-2=0

8a=2 :>a=% da cui

b=—1—4a=—1%&j:£

b=-1-4a c=3+3a=3+ 1=3+§:1—5
f<c=3+3a 4 4 4
(25a+5b+c=0 da cui I'equazione della parabola e
15
= =x* -2x+=
y 4
. : . b A 1 - - . .
Calcoliamone il vertice sz— ,—4—) =(4 'Z) ottenibili con facili passaggi algebrici.
a 4da

d) ricerchiamo ora le intersezioni tra le due curve.dgnosciamo gia due punti “D” ed “E”, li
ritroveremo, inoltre avremo gli altri due mang:

_{%+¢-8x—6yﬂ5=o

1 15 - . .
y=7 x? -2x+=— sostituiamo nella prima ed elaboriamola

%+(1x2—2x+5§f—8x—6éx2—2x+1§)+u5=o
4 4 4 4

NG +ix4 + 4x? +2—25—x3 +1—5x2 —15x—8x—§x2 +12x—4—5+15=0
16 2 2

5x? +ix4 +2—25—x3 +1—5x2 —23x—§x2 +12x + 30_45=O
16 16 8 2
8 16 16 2

E%xz +ix4 -x® —11x+—225_12020

8 1€

1 43 105

+=x* =+ —x* - 1Ix+——
16 8 1€

=0

x*— 16X + 8¢ — 176x + 105 =0

Risolviamo con Ruffini, effettuando le prime du&idioni con i valori noti di 3 e 5:

|1 -16 +86 —176

105

Il emliazione diventa (x — 3)Ex 13X+ 47x — 35) = 0

3] 3 -39 141 165
|1 —13 +47 | - 35|
5| 5 40 | 35
|

1 -8 7| 1

ottenendo (x — 3)(x — 5)fx 8x+7)=0

concludendo le altre due intersezioni sono
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x3 = 1 ottenendo A(1,2) ritrovandolo

Xau=+4+£16—-7=4+3= -
X = 7 ottenendo G(7, 2)

per il calcolo delle ye y,; basta sostituire i valori delle x nell’equazioredla parabola e con facili
passaggi algebrici abbiamo i risultati trascritti.

Problema 5
In un riferimento cartesiano ortogonale xOy siano dte le due parabole
x*  2X
c)y' = =3¢ 2ax e c”) y”=a—4 2 cona> 0.

Si determini uno dei valori del parametro a in modoche 'area della regione finita di piano

delimitatada c’ e c” valgag :

Ricerchiamo le caratteristiche della 1" paralmdla intersezioni con gli assi e il vertice.

PuntoA’) per x=0 = y=0 Pul) pery=0 = x=2a
y=0
<
-x*+2ax=0
)
y=0
X(x—2a)=0
.
e
y=0
<
x = 0 ritrovando il punto (A")
X =2a
: b A . . . :
V' (-— ,——) = da cui con facili calcoli abbiamo:
2a 4a
_b__2a_ A _ b*-4ac_-4a>-0_
= = -—=- = =a
2a -2 4a 4a -4

Ricerchiamo le caratteristiche della 2" paratwdla: intersezioni con gli assi e il vertice.
C”) a4y11: X 2 — 2aX
PuntoA”) per x=0 = y=0 coincidente con (A’) PuBd) pery=0 = x=2a

y=0
~-x*+2ax =0
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y=0
JLx(x—2a)=0

y=0
x = 0 ritrovando il punto (A")
X =2a
" b A, _ . . . : _
V" ( —— ,——) = da cui con facili calcoli abbiamo:
2a 4a
_2 4
b a3 _2 a*_ A b°’-d4ac_ ¢ 4 a*_ 1
—_ == —-——e =29 _ = - == _=- ° = —_
2a 2 22 4a 4a 4 a® 4 a’
a' a'
A
¥ I || || La formula dell'area del settore
1asse parabola parabolico & :
' 2
| : A (sett pab)= = (bef)
at? VA , 3 .
As(y)= = (2a+*&)=—2&
v) 3 ( ) 3
2 1 4
As(y)= = (2a*—=)=—
()= 5 @ar—)=—

Ne consegue che:

As(tot) = As(y’) + As(y”) = g

- s ol S S s A e T ER EEm o SEm

X P_ ﬂ a3 + i = §
3 3a 3
' 48 +4-8a=0
a&-2a+1=0
(@-1)=0 ne consegue®=al dacui a=+1
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Problemi fondamentali

Problema 6

Scrivere I'equazione della parabola con asse coincidente con quello delle x, verticdA0) e
passante per A(0;2). Indicare con B l'ulteriore pumo d’intersezione diP con I'asse y.
Determinare sull’arco AV il punto P equidistante daV e dall’asse delle y.

Trovare il punto C che appartiene all’asse delle sapendo che I'area del triangolo ABC &

doppia dell'area del segmento parabolico ABV.

L’equazione della
parabola e del tipo

x=ay +by+c

conV (—A,—E) X
4a 2a

impostiamo il sistema
imponendo anche il
passaggio per il punto
A(0,2) :

(4a+2b+c=0

p
b=0
) _b?*-4ac _
4a
4da+c=0

4

\

da cui I'equazione della parabola cercata —y + 4
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Ricerchiamo ora l'intersezione con I'asse dellpynto B) :
x=0

YV—4=0 dacui y=+2 ottenendo il punt®R) dato B (0 —2).

Ricerchiamo ora il punto P con la condizid?@ = PV

Le coordinate generiche del punto P sope yall'equazione della parabola=x— y* + 4 in
Definitiva P (— y* + 4 ; ).

La distanza PQ coincide con I'ascissa p>ty4

Mentre la distanza PV € pari a :

PV =ye” +(x =% )" =4Ys” +[4-(-y, + ) =1y, +[a+y, —4) =\2y,” = y,2
Imponiamo quindi la condizioneQ = PVed avremo

- sz +4= yP\/E
_sz_ yP\/E+4:O
+yP2+ yP\/§_4=O
1P% — 272 non accet. fuori area parab.

- 21\/2+16:—\/§¢\/E:—\/§¢3\/§:<:
2
¥

Yp= 5 5
=2
Ricerca del punto C.

Punti noti A(0,2) ; B(0,-2) ; Cé&ye) = (X, 0)

Condizione A(ABC) = %AS( ABC) Area(SEtt,parab,)zg(b- f )=§(4- 4) :%2
Quindi:
As(ABC) As(ABC) =5,33

0O 2 1 0 2 Ag(Sett.Parab.)= 10,66
=1 0O -21 0 —2=1-3—2

2 3

X 0 1 x. O
1 16
E[ZXC = (—2Xc )] 23
io 4XC :1_6
2 3
XC:1_6. l :§ = 2,66

3 2 3
Esercizi svolti di geometria analitica 145

A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti in cui sono prese nti

piu curve e loro relazioni.
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Problema 7

Scrivere I'equazione della circonferenz& passante per l'origine e ivi tangente alla retta id
equazione x —y = 0 e avente centro H appartenerdéia retta di equazione 2x —y — 9 =0,
indicando con A l'ulteriore punto d’intersezione d C con I'asse x.

Scrivere I'equazione della parabolaP, con la concavita rivolta verso 'alto, passantegr O e A

e che sulla prima bisettrice stacca una corda Iung&x/i.
Calcolare I'area delle due regioni finite di pianocomprese fraC e P.

NXxX-y=0 x=y S)x2y+9=0 y=2x-9
X |y
0 |-9
9/2 0
t) y=-x

bisettrice II° e IV° quadrante, ortogonale allaadgt= x e quindi coincidente con il raggio, il
sistema tra questa e la retta s ci dara l'inteoseziH, centro della circonferenza cercata.

asse parabola
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nti

Ricerca centro H

y=-x y=-x
y:2X—9 _3X - _

=—X X =3
—-X=-2x+9=0 y=-3

Centro H (3; — 3)

Calcoliamo il valore del raggio r -\--/(x2 - xl)2 + (y2 - yl)2 essendo Ofxy1) avremo:

= J(3-0)? +(-3-0)* =/9+9=3/2
Ne consegue che I'equazione della circonferenza sar

(x+a)? +(y+ B)* =r? cona e coordinate del centro
(x ) (y+3)2 =Qe 2
X*+9—6x+y+9+6y—18=0

x> +Y¥—6x+6y =0

Vediamone l'intersezione con l'asse x

y=0
x> +y —6x+6y =0

sostituiamo ed elaboriamo la seconda

x> —6x =0

X(x—6)=0dacui x=0ex=6 concludengwnti d'intersezione sono:
0O(0,0) noto ed A(6,0)

- Altro modo per determinare i coefficienti della erconferenza :

essendo notiH (3; - 3) e /2 e sapendo che:
1) I'eq. della circonferenza passa per O(0,0) ed &ipgebé +y* + ax + by =0
2) E’tangente alla retta (r) y = x quindi bastergarmreA = 0 dal sistema

y =X
x> +y¥+ax+by =0  cioé

2¢+x(a+h)=0 A=t —-4ac=(a+b’)=0 dacui a=-b ottenendo
x> +y —bx+by =0

cerchiamo ora l'intersezione con l'asse x di equazy = 0 per determinare I'altro punto oltre

all’origine
y=0
xX*-~bx=0  cioé

sostituiamo ed elaboriamo la seconda
x>—bx =0
X(x—Db)=0dacui x=0ex=Db concludengunti d'intersezione sono:
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0O(0,0) noto ed A(b,0)

Quindi I'ascissa di A ci dice la lunghezza delladaoe sul suo asse b/2 é contenuto il centro H,

mentre I'ordinata e data dalla sostituzone nelt@ars) y = 22 -9=b-9; quindi

(30

In definitiva avremo I'equazione risolvente:

by’ 2 _
X2 +(y-b+9)°=9.2

2

x? +b7—bx+ y® +b* +81-2yb+18y-18-18=0
b2
X +y? —bx—2yb+18y+7+b2 -18-18+81=0

2
dalle condizioni iniziali sappiamo che ¢ =0 oﬂjinb? +b*-18-18+81=0 da cui

5% + 324 —-72b—-72=0
50°— 72b + 252 = 0

h=6
o +36+/1206-1260 36+ 6 _ /
5 5 \

Ripercorrendo a ritroso tutte le condizione faitt@veremo i valori gia ottenuti; € chiaro che dqoes
procedimento € piu lungo e leggermente piu oneroso.

b= %2 non accettabile

Ricerchiamo ora la parabola passante per O(0,8) A(6,0) con a > 0 e del tipo y =%ax bx + ¢
che staccasuy=-x la codld? .

Imponiamo il passaggio per i punti O(0,0) ed A(6,0)

O) c=0 eA) 36a+6b=0

Inoltre

y=—-X

y = axX + bx sistema che ci dara due soluzioni essend®

a+bx+x=0
a+x(b+1)=0 dacui

_—-(b+1)-(b+1) _-b-1-b-1_-2(b+1) _-(b+1)
)ﬁ_— = = =
2a 2a 2a a

~(b+2)=y(b+1)°

2a

X12 =
(b+1)+(b+1) _-b-1+b+1_
2a 2a
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Problemi fondamentali

notiamo inoltre che la corda ha formula d/&, - x,)* +(y, - y,)? =m ( misura)

o -{b+1

Quindi  (k—xX) = L

Mentre per y e y; bastera sostituire o nell'’equazione della parabeddori di %, € X, 0, metodo
piu rapido, nell'equazione dellay = — x.

Vediamone tutti e due i metodi:

_ a{—(b+1)T +b[—(b+1)}:a(b+1)2 ,~b’-b_b>+2+1-b’-b_b+1
yi a a a’ a a a

~(b+1) _b+1
a a

c.v.d.

y> =0 essendo,x 0 quindi

b+1 b+1
(Y2—y)=0——"=—-——
a a

Applichiamo la formula

0= ~ 1) + (v, ) = J{_(M)T [T o b

a

|
N

b—+1\/§=8\/§ cona>0
a

b+1 =8a

Quindi in definitiva il sistema risolvente per iafticienti della parabola é:
c=0 c=0

36a+6b=0 b=8a-1
b+1=8a 36a+6(8a—-1)=0
sostituita la seconda nella terza risolviamo quéstia :

36a+48a-6=0

84a=6
a:ﬁ:i da cui b:8a_18:i—1:ﬁ:__6:—§ e c=0
84 14 14 14 14 7

)
conV| ——;— |=| 3——
2a 4a 14
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3 9
~ - -~
—E:L:_o7—3 —A:—b 4aC_—£:—£oZ:—3:O,G4
2a i 7 4a 4a i 49 2 14
14 14

Ricerchiamo infine I'area della superficie comprasal segmento circolare ed il settore
parabolico:

in formule A(OVA) = %(OA- LV)

OAsr OAsLC
2 2

Area seg. Circolare(OA) = Area Settore (OHA) stAangolo (OHA) =

2 2 9) 18
Area Sett.Parab. =(x, ¢ =2 xe 2= | =22
2 (e =20 )=

Notiamo che OAH e isoscele e retto in H quindi @A;;—cr- 90=gr :g- 2 :3777\/5

OAer 3777\/5'3\/5 977.2
Area Sett(OHA) = =2 =2

2 2 2 2

_on

OAsLC 63 _

Astriangolo (OHA) = 9
S g ( ) 5 5

Ator= Aparas *+ (AseTTorRE— ATRIANGOLO) =

_18, (97 _.\_18 (97-18)_36+637-126_637-90
7 (2 7 2 14 14
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Problema 8 ( sessione 1982/1983 )
Una parabola passante per gli estremi di un diametr di una circonferenza di raggio r ha le
tangenti in tali punti perpendicolari tra loro e I’ asse del diametro come asse di simmetria .

Si scrivano, in un sistema di assi cartesiano , oppgunamente scelto, I'equazione della
parabola e della circonferenza e si calcolino le ae delle regioni finite di piano delimitate dalle
due curve.

Dalle varie considerazioni d’opportunita, ci si denconto che il sistema di riferimento piu
conveniente, anche in relazione al calcolo delke a quello avente per origine il centro della
circonferenza, per asse delle x la retta del dieoreper asse delle y quello dell’asse del diametro
cioe la retta perpendicolare al diametro sull’adslée x nel suo punto di mezzo.

L’'orientamento degli assi e indifferente, scegliamomne in figura, in cui la parabola ha la concavita
rivolta verso il basso, quanto detto ci permettemnsiderazioni d’opportune simmetrie, e
rototraslazioni.

In formule per la figura :

1) circonferenza %+ y*=r* con r>0 3)puntiA(~r;0)e B(r;0)
2) parabolay = &+ c cona<0 4)mygemp=-1
F
¥
A
< ;
~ ¢ .
~ | -
» |
F ~
& »
~
f, Y b
£ b
v *w
s *
I LY
3
. : x
N
b &t
A r B X
5 P
tl: _ 4 2
I A4 b
5 \\. L
AN o
b % i
LY -
LS ”
' e
\x I o
, L
1 x ’
4"#“}{\
"
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Quanto detto ci permette di dire che I'equazioriadgrconferenza éx+ y*=r* con r>0ela
parabola e del tipo

y=aX+c cona<D0.

Ricerchiamo la condizione di tangenza tra la pdeabda retta per A(—r; 0)

y=m(x+r)
y=adt+c
Sostituiamo ed eaboriamo la seconda determinandi@ii di m (coeff. angolare di tangenza)

m(x+r)=ak+c
mx+mr—ag—c=0
a¢ —mx+c—-mr=0 condditang=0 cioé b-4ac=0
m’—4a(c—mr)=0
m® — 4ac + 4amr =0

My = + 2ar+ 2ar ++/4a’r? + 4ac = +2ar + 2//a’r? + ac

Per quanto detto dovremo avere un solo valore guimdi
+ 2¢/a’r? + ac =0 elevando al quadrato si ha
a&r’=—ac dacui
2.2
-a’r
=-ar’
a

Infine dall'appartenenza di A(-r; 0 ) alla parabdtaviamo 0= 4&rc cioé

Cc=

c=—af ritrovando la stessa condizione, conseguenteamentmy = — 2ar

Con analoghe considerazioni in B(r ; 0 ) abbigmoaxX — af e l'intersezione con la retta
generica abbiamo:

y=m(x-r)
—af-af
Sostituiamo ed eaboriamo la seconda determinandioii di m (coeff. angolare di tangenza)

m(x—r)=ak—arf

mx — mr = ak — af

—aX+af+mx—mr=0

+aé—mx +mr—d&=0 condditangA=0 cio@ b—4ac=0
m® — 4a(mr — &) = 0

m® — 4amr + 4&r = 0

(m—2ar§=0 quindi my = 2ar

Ottenendom *mp=—1 cioé -—-2arfar=-1

—4gr’=-1
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nti

, 1 o= |1
4r? 2 Va4

1
=+ —
2r

Conseguentemente le parabole cercate avranno equazi

{ar2+c:O (eq. app. ad A)

A=t
12 2r
=—af
& :+i
2T Ty

Di conseguenza :

_ ( 1 2] r
Ci=—|——°r" |=+—
2r 2
In definitiva avremo:

P) y=axtos ——x2+k

ﬁ—(io rzj——i
2r 2

Py Y= ax® + 02:2i x* -

2r 2 r
Mentre le equazioni delle tangenti sono:
y1=myx +r)
y1=—2ar(x+r)
y1 = — 2arx — 2&r

1 1),
=—2-—|IX=-2——r
yi 2( 2rj ( 2rj

Yy1=X+r
y2=my(X +r)
yo, = 2ar(x—r)
Yo = 2arx — 2dr
1 1),
=2 -—— | X=2-——|r
Y2 ( 2rj ( 2rj
Yo=—=X+r
Punto d’intersezione delle tangenti:
y=X+r
y=—X+r
X+r=—x+r
2x=0 x=0 y=r C(0;r)
La parabola che ci interessa é :
) 1, Aj ( rj
=ax"+c=-—Xx"+—- con V-——;— =/ 0;=
yraxraT Tty 2a’ 4a 2
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Le regioni di piano delimitate dalle due curve sduoe e facilmente calcolabili, osservando che una
e pari ad un semicerchio diminuito del settore Ipalifao AVBO, e l'altra € uguale ad un
semicerchio aumentato del medesimo settore.

Applichiamo il teorema di Archimede

2 2 r 2
A - = —(ABeOV)==e2re—_=—r?
Sett.Parabolico (AVBO)~ 3( ) 3 2 3
Semicerchio 2 2

2
1" Area) Asem— A parab= ﬂ__grz :rz(l—T_gj

2 3 2 3

m: 2, L(m 2

2" Area) Asemt A = — _+r=r4 = +2
) Sem Parab— 2 3 (2 3j

Problema 9

Scritte 'equazioni della circonferenza avente cemd nell’origine e raggio r = 4 e della ellisse
avente un vertice in (0;5) e passante per (4/2_1), determinare i punti d’intersezione delle due
curve, considerate poi il rettangolo aventi tali pati come vertici, determinare sulla diagonale
situata nel 1° e 3° quadrante un punto P tale chdsulti: PA? + PB? = 14

essendo A e B i vertici dell’ellisse situati sull'sse x( disegno a pag. 153)

Determiniamo I'eq.ne della circonferenza:
dall'eq.ne generica (x—a)’ +(y - 8)’ =r? applicata al nostro esercizio con C(0,0) si ha:

X° + Yy =16
Passiamo ora all’ellisse, di eq.ne generica :
2 2
XY o
a® b

Imponiamo il passaggio per il vertice V(0,5) etinpo P(l,\/z_l) ottenendo il sistema:

.
2_5 =1
b? r
11 21 b=5
St =1 s
a~ b
L 4e =25
< b =25 b=5
<
1+ 214 = & L [25_,5
_ . 4 2
b=5
<
214 = 25& — 25
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Quindi per I'ellissi abbiamo:

2 2 2 2

X +y_:]_ 4L+y_

(5)2 52 25 25
2

=1 4%+ y* =25

Determiniamo ora i punti d’intersezione tra le dueve :

o 3x°=25-16
X? +y =16 3 =9
X12= *+/3
48+ = 25 B
(5 ne consegue
y'=16-x Y =16
2 _ y'=16-3
(HC+16-X =25 V=13
Elaboriamo la 2* eq.ne Y= +413
In definitiva i punti d’intersezione sono:
punto | ascissa ordinata

P | V3 | 13

Q | V3 | -413

R | -3 | 13

S | -3 | -3

La diagonale che ci interessa (1° e 3° quadrampigdréiene ai punti P ed S, quindi con

I'applicazione della eq.ne della retta passantedperpunti abbiamo:

Y~Hh - X7% con P¢/3,4/13) ed S¢+/3,-+/13); conseguentemente

Y2_y1_X2_X1
y-NI3 _ x-43
-yJ13-413 -3-43

y-+13 _ x-+/3
-2/13  -2/3

- 2\/§(y - \/E): —2\/f’>(x - \/5)
3y —+/3+13=4/13x—+/3+13
J13

y =X — ( eq.ne della diagonale)

V3

Grafichiamo:

Esercizi svolti di geometria analitica
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078

|25

| vertici dell’ellisse sono ( sull’asse x) %(,O) eB (—g ,0); il punto generico avra coordinate

P(x,y), quindi:
5)° 5)°
PAZ:[X_EJ +(y—-0f e Pé=[x+§j +(y — Of
Impostiamo I'eq.ne risolvente data: ~ PA? + PB’ = 14
2 2
(x—Ej +(y—0)2+(x+§j +(y - 0f = 14
2 2
5)° 5)° .
X——| +y +|x+=| +y" =14
[ 2j Y [ 2) ’
x2+27:3—5x+>?+x2+2—f+5x+f:14

2C + 2y + %) =14
8x*+ 8y’ + 50 = 56

Esercizi svolti di geometria analitica
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4x*+ 4%=3  mail punto appartiene alla diagonale gigex % quindi:

2 64X =9
42 + 4( */E’j =3

X_
V3 Xp2= = i:ig
13 V64 "8
4x2+4x23 =3
12¢ +52¥ =9

Quindi i punti cercati avranno la y pari a yt--g\/% concludendo le soluzioni sono:

n[33 18] o 3 33
8 8\3 8 8V3

Problema 10
Date lerette s)3x+4y =0 e t)4x+ 3y—10=

Determinare le espressioni delle bisettrici degliregoli da esse formati e indicare consbquella

avente il coefficiente angolare positivo.

Determinare I'equazione della circonferenza passaatper i punti d’intersezione di b con gli

assi coordinati e avente il centro C sulla retta rgy — x — 3 = 0.

Sia A il punto d’intersezione di tale circonferenzacon il semiasse negativo di x e B il punto

d’intersezione con il semiasse positivo di y.
Condurre dal punto P(- 6,1) le rette tangenti allairconferenza t; e t:

determinare i punti D ed E di tangenza e calcolarée aree dei triangoli ADB e ABE.

Dato poi il fascio di rette di equazione:
(k+1)x+y+2k—-4=0

determinare per quali valori di k le rette incontrano il segmento AB e scrivere le equazioni

delle rette del fascio che hanno distanza ugualeladal centro della circonferenza.

Y Trascriviamo i dati per poi

5 / riportarli sul grafico:
. S)3x+4y=0

b2 ™ T | 4 ' t) 4x +3y —1=0
B T _
s Q D - r S| X
O] 0
= . : ; b1 S| 1 4
H%_* "] iz
i Xl t X Yy
Bl [-8] T 3 ¥ A al
: T1 0 3 033
E u 1
5 | TE . T2 Z~ 0,2 O

R
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Punto K d’'intersezione

—ﬂ s) | 3x + 4y =0
3 {
) |4x +3y —-1=0

16
lm—y+3y—-1=0
3)’ y

Elaborando quest’'ultima ne consegue :
-16y+9y—-3=0
—7y=3

y=—§~0,42 da cui x:—ﬂy:—ﬂ-—ézﬂ quindi K(ﬂ,—Ej
7 3 3 7 7 7 7

Ricerca delle bisettrici come luogo geometrico digiante dalle rette date, quindi, considerato il
puntoQ(x;y) generico avremo

d(MQ) = d(NQ)
|ax, +by, +¢

va? +b?

e in formule da d

B3 +4y| |4x+3y -1
J9+16  J16+9

ne conseguono due casi, per il valore assoluto:
1°) 3x+4y=4x + 3y -1

a_ -1
b)) x-y-1=0= m=-—=—=1
1) y b -1
2°)  3x+4y=-(4x+3y-1)
3X+4y=—-4x-3x+1
by) TX+7y—1=0 = m=—%=_77=—1
Per graficare &, riportiamone alcuni valori
by | X | vy
ulo|-1
Z|1| 0
Analogamente per la retta
N 2y—-x-3=0
R | X y
3
Ri| O 5215
R|-3| O

Il centro della circonferenza giace sulla rettasaga I'intersezione dell’'asse del segmento UZlaon
retta stessa.

L’equazione dell’asse, essendo un luogo geomedrimempre ottenibile mediante la formula della
distanza di due punti e cioe: noti i punti U(0,)-e1Z(1,0)
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d(UC) = d(ZC)

e in formule da d =\/(x2 - X1)2 + (y2 - yl)2

(X = OF+ (y+1F = (1~ X} + (0 - yF
XPHP 42y + 1 =1 + X—2X + ¥

e semplificando otteniamo I'eq. dell'asse 2x+2y=0
asse a) x+y=0
A [xX |y
O |0 |0
M| 1|1
Cl-1|1

Coordinate generiche del centrdaG3), calcolabili ora con Iintersezione della rettdala

dell’asse:

{Zy—x -3=0
vV +X =0
3y /[ —=3=0

y=1

X=—y= x==1 quindi Cﬁa,,B)=C -1,1)
Ricerchiamo I'eg.ne della circonferenza.

Dati il centro C (-1, 1) e il punto U(O, — 1)rckiamone il valore del raggio:

r= 30 =) +(y, =) =(0+2) + (-1-1) =1+4=15

Di conseguenza l'eq.ne é:

(x—a)’ +(y-pB)’ =r? dacui
(x+1)* +(y-1)° =5
X°+2Xx+2+y—2y+1=5
X +y¥+2x-2y—-3=0

Vediamone le intersezioni con gli assi :
Punto(A)

X+ +2x—-2y—-3=0

y=0
X>+2x—3=0
X1:—3
Xip= ~14143=-1+2%
™ X =1

A=R,=(-3,0)

Esercizi svolti di geometria analitica
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Punto(B)

X+ +2x—-2y—-3=0
x=0

2 —
y"—-2y-3=0

yio=1+1+3=1+2=

/ \

B=(0,3)
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Ricerchiamo ora le eq.ni delle tangenti e le cawat# dei punti di tangenza:

I° Modo
Retta generica per il punto P(- 6,1), messa arsestn I'eq.ne della circonferenza, e
successivamente imporreAl= 0 ( cond. di tang.) per determinare il coefiteangolare.

La retta per P ha espressione:  y—1 =m ©X +e quindi

XX+yY+2x—-2y—-3=0
y=m(x+6) +1
Sostituiamo la 2” eq.ne nella 1* ed elaboriamestuléma:

X*+y +2x—-2y+3=0
%+ [m(x +6)+1)°+ 2x — Im(x +6) +1] —3=0
X2 + MP(x+6)° + 1 +2m(x+6) + 2x —2m(x +6) —2 -3 =0 sdifigando
X2+ mP(x? + 36 + 12X) + 2x—4 =0
X+mx*+36nf+12nfx+2x-4=0
X(@A+nf)+2x(1+6mM)+36nf—-4=0
%=o (1+6m)—(1+m)(36m—4)=0

36nt + 12m2 + 1 — (364 + 36— 4nf ) =0

36nf + 12m2 + 1 — 36+ 4 —36M+4nf =0

20nf=5

nP=go mex

Concludendo questa ricerca le eq.ni delle tandpamtno espressione:

W) y-1=(x+6) ) y-1=-2(x+6)
2y—2=X+6 2y—-2=-X-6
X—2y+8=0 X+2y+4=0

[I° Modo

Il punto P(- 6, 1) e il centro di un fascio di eepiroprio, cerchiamone le due rette che distano
proprio J5dal punto C(— 1, 1):
Eq.ne del fascio

y—1=m(x+6) da cui y-mx—6m-1=0
- lax, +by, +d : |
applichiamo la d \/ﬁ e nel nostro caso avra espressione:
a“+b
1+m-6m-1 2
=5 —-5m _5
m* +1 Jm? +1
2
1+ m-6m- 2
| ! :[\/E]z me =5 conn#—1
Vm? +1 m”+1
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N =

= m==

N

25nf=5nf + 5 ritrovando M=
20nf =5

Si puo infine notare che r) ha m—;= ed e parallela alla.t

Per le coordinate dei punti di tangenza procedemmeitendo a sistema la eq.ne della circonferenza
con le rette trovate:

Punto(D) Punto(E)

X +yY+2x—-2y—-3=0 X +yY+2x—-2y—-3=0

X=2y-8 X=-2y—-4

Sostituiamo la 2* eq.ne nella 1* Sostituiamo la 2* eq.ne nella 1*

ed elaboriamo quest’ultima: ed elaboriamo quest’ultima:

(2y—8f+y+2(2y—-8)—2y—-3=0 (-2y -4+ +2(-2y—4) -2y -3 =0

Ay +64-32y +§+4y—16-2y—-3=0 4y +16 + 16y + §—4y—8—-2y—-3=0

5y —30y+45=0 5y +10y+5=0

y'—6y+9=0 Vo +2y+1=0

(y-3¥=0 (y+1¥=0

y=3= x=6-8=-2 percuiD(-2,3) y=—1= x=2-4=-2 percui
E(-2,-1)

Calcolo delle aree:
Puntii A(-3,0) B(0,3) D(-2,3)E(-2,-1)

I° Modo

Triangolo ADB:

base=DB=2 h=AD=3 SA;%’:S

Triangolo ABE e rettangolo in A perché inscritto in mezza cifeo@nza:

base=AE h=AB
Applichiamo la

d= \/(Xz - X1)2 +(y2 - Y1)2
AB = /(-3-0)* +(0-3)* =/9+9=418=3/2
AE = /(-2+3)* +(-1-0)* =1+1=+2

_32.42 _
2

[1° Modo

Con la formula di Sarrus:

I puntisono:A(-3,0) B(0,3) D(-3), E(-2,-1)

As

3

Triangolo ADB:
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1

A=— ZE[(Xl y21+ y11X3 + 1X2 Y3) - (1y2 X3 + X11Y3 + y1X21)]
- - -+ + +

Da cui nel nostro caso:
-3 01 -3

A:% 0 31 0 =%[(—9+O+O)—(0—9+6)]:%(—9+9+6):3
-2 31 -2

Triangolo ABE:

Da cui nel nostro caso:
-3 01 -3 O

A:% 0 310 3:%|[(—9+O+O)—(O+3—6)]|:%|(—9+3)|:|—31:3
-2 -11-2 -
Ultima parte :

Ricerca dei valori di k cui il fascio (k +1)x + y2k — 4 = O interseca il segmento AB.
Il segmento AB appartiene alla retta per quei pua(-3, 0) B( 0, 3), determiniamola mediante la
formula

Y=Y — X=X
Yo=Y XX

nel nostro caso sara :

w

y-0_x+
3-0 0+3
3y=3x+9
X—y+3=0
Intersechiamola con il fascio dato, cosi da deteanei le intersezioni in funzione del parametro k. |
valori di x ed y pero saranno compresi rispettivatadra :
-3<x<0
O<y<3

Quindi :

(k+1)x+y+2k—-4=0

y=Xx+3

Sostituiamo la 2” eq.ne nella 1" ed elaboriamestuléma:

(k+1)x+x+3+2k—-4=0
kx +2x+2k—-1=0
X(k+2)+2k-1=0

X = 12 ne consegue per il valore di y
+

Esercizi svolti di geometria analitica 162
A cura di Gentile Valter Ed. 2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA | Esercizi svolti in cui sono prese nti
pit curve e loro relazioni.

Problemi fondamentali

1-2k :1—2k+6+3k_k+7

y=x+3= +3 =
K+2 2+Kk k+2
Ora abbiamo le due disequazioni:
3< 17 g
k+2
0< K7 3
k+2

Andranno risolte e poi uniti i grafici per deterraie le soluzioni comuni, si tenga presente che la
prima disequazione equivale al sistema:

12K 3 (@
k+2
1-2k

<0 b
k+2 (b)

Risolviamo il sistema fratto con il metodo delladib del segno:
Elaboriamo la (a)

1-2k
>-3 conkt-2
k+2 k-

1-2k +3>0
k+2

1-2k+3k+6
>0
k+2

k +
k+2

>0 la disequazione equivale al sistema:

k+7>0

k+2>0

Verificato per k< —7 e per k > -2 come dal grafico.

Elaboriamo la (b)

1-2k
<0 conkt-2
k+2 k¢

(1-2k>0

k+2>0

Ve

k
k

IA
N |-

2 - D #| |=

\
|

~
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Verificato per k < -2 e perk % come dal grafico.

Unendo i due intervalli otteniamo le soluzioni coda grafico:

1

Soluzioni: k<-7 k> >

Analogamente per la <0——<3

abbiamo:

k+7
k+2

k+7
<3 (P
k+2 ()

Elaboriamo (b’) ottenendo:

k+7_
k+2

3<0

k+7-3k-6
— <
k+2
1-2k
k +

0

Stesse soluzioni, le ritroviamo a conferma.

>0 (a') con k-2 caso uguale al precedente e gia discusso

<0 con k£ - 2 caso uguale al precedente e gia discusso

Cerchiamo infine le rette del fascio che distarmmalicentro della circonferenza.

E’ ancora un applicazione della formula
4= [3% +bY, + ¢

va? +b?

Dove I'eq. del fascio e (k+ 1)x +y+2k—4 =illcentroe C (-1,1) ed = 1.

Kk+D-kD+1+2k—4_l

Jk+1)? +1

|—k—1+1+2k—4{_1

VKZ+2k+1+1

Esercizi svolti di geometria analitica
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—k-1+1+2k -4
|:| +1+ 4|:| :(1)2

VkZ+2k+1+1

(k—4)>= 1(+2k+2)
k®+16—8k=k+2k+2

10k = 14
4_7
1075

Sostituendo questo valore trovato nel fascio, asrem

(k+1)x+y+2k—-4=0
7 14
—+1)x+y+— —-4=0
(5 X +y c

12 14-20
—X+y+ c =

) 12x+5y—6=0

0

L1

Lo

NIk O |X

Lal, e la retta limite del fascio infatti

kx +x+y+2k—-4=0
X+y—4+k(x+2)=0
|2)X+2:O

_1+
Infatti a riprova di quanto determinato d—=—2| =1

V1

Con guesto esercizio concludiamo la carrellataralblemi svolti di geometria analitica sperando di
aver fornito una ampia visione delle problematiehresoluzioni che si possono presentare.
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