
 

Richiami su sistemi dinamici definiti tramite ODE
mai

Qualche definizione utile

1 Si dice stato all'istante t di un sistemafisico un vettore

f netti nach Uniti E IR

dove t è il tenero e ai G sono in variabili di stato

che descrivono completamente il sistema al tempo t

Esempio 1 In un gas ideale le variabili di stato possono essere

identificate con volume temperatura e pressione

esempio2 Per un corpo rigido libero le variabili di stato sono

le 6 coordinate lagrangiane ossia le 3 coordinate del baricentro

e i 3 angoli di Eulero

2 Spariodellatasi l'evoluzione del sistema si rappresenta con

una traiettoria curva in 42 se t varia su un insieme

continuo di valori a

4 toto statene t.tt

ao
ulta statele

t può variare in generale anche su un insieme 0 di valori

ne occuperemoma non ce

I interni dinamici n dimensionali sono generalmente soluzioni
di ore del tipo o riconducibili

E E e e



Nella 1 il valore ELt dipende dal valore attuale di te cioè

EHI Tuttavia sono possibili situazioni più complicate come

Ie ftalati ds e

in cui il valoreattuale di I dipende dalla storia di
sull'intero intervallo it tramite un nucleo 7 assegnato

OLLIE E ovviamente sono possibili anche sistemi dinamici

piùcomplicati come quelli associati ad eq differenziali a derivati
parziali PDE In questo coso la soluzione è finzione
anche di variabili spaziali oltre che del tempo e lo sparo
dellefasi non è più finito dimensionale e per semplicità quando
ci occuperemo di PDE non faremo riferimento allo spazio dellefasi
per andarne il modelli

3 Esistenziali nei casi di nostro interesse la funzione
E Rm R è supposta Liptochiriana cosicche il problema

di Candy ha sempre numi e le

traiettorie nonnini nella regione di esistenza

sistemi di questotipo sono detti deterministici Tuttavia

sono pomelli evoluzioni verso regimi caotici per particolari sistemi
non lineari

4 Sistemi LINEARI e NONLINEARI se E è una matrice n n

il sistema è lineare e vale il principiodisovrappiane



cioè se 41 e Edt sono soluzioni e PER allora
anche death tratti e soluzione

Nei sistemi lineari la soluzione è sempre globale nel tempo

5 Soluzionistazionaria E sono le soluzioni dell'eroe E 1 O

Se Le EIR è una di Tali soluzioni detta equilibrio
3 G Eletti o e Lt Ee Itt

ed è l'unica soluzione del p d C

I EH
C te

6 Equini e instabili la distinzione è importante
perchesolo quelli stabili sono osservabili Sia ceco datoinizialenun

a Le è sfabile se Ne o 7 Se o t.c.lu u.ee

cseaeeoraIulHne aE Ht te con te opportuno

b te è in se non è stabile

C ne è asintoticamente stable se

3 si o te te lat line tutti Idea
f too

L'insieme dei vettori f E IR per cui Ie è asintoticamente

stabile è il suo bacino di attrazione Bee
N.B ogni ca asintotici stabile ha il sul bacino di attrazione



Esempio I 1 ut ne 1 sono i soli equilibri
si noti che è o se lui e 1 e ciao in caso contrario

Preso un d i U E Ci 1,1 oppure no 1 la corrispondente
soluzione tende asintoticamente a né 1 che quindi è
stabile e C Iii ultras BG

ANALISI 4 1 STABILE asini

IIII I
e

Hee I INSTABILE

A IX
Nel caso dell'esempio la stabilità asintotica di neil è
Condizionata si dice incondizionata solo nel caso in cui

Blue R è quanto si verifica nel caso è u dove

ne o è incondizionatamente asintoticamente stable

7 Principiodilineirazione costituisce uno strumentofondamentale

per lo studio dei casi nonlinear Sia Ie un equilibrio di

ii EH Allora o

Eta È't DFCEDG uj.io j
JCueJCa u.e

dove THEY è costante di dimensione non



Siamo di i 1 n gli autovalori di J E allora

a Recai co i le IEEE aIIe sez

4 II t.co Recite o Le è instars

N.B il teramano nel caso in cui 7 è t.ci
Reca e Re Ii co i è Infatti sono possibili
vari tipi di comportamenti e l'esame va fatto caso percaso

8 Sistemiconsurativi il sistema è E e si dia tale se

7 E R IR t.ci Hello soluzione del sistema si ha

Eletti costante C

In tal caso l'evoluzione delle soluzioni avviene su una varietà

D dimensionale di IR definita dalla 6

9 Conservarianedine sia B un generico sottoinsieme

di IR e consideriamo i punti di Bo come dati iniziali

Le soluzioni di I f E che assumono come dati iniziali
i punti di Bo danno luogo al trasformato di B al tempo E
definito come E ER I tilt Io con c Bo BG

Lafunzione viene Io puoi essere vinta come un

cambiamento di variabili in Rm del tipo

W no E Bo il c Bt

in cui t è visto come un parametro Allora



vol Be zolle
dove due duedue dure Studio

feralBt per il cambiamento di variabili µ

de I detti de

dove J III che supporremo invertibile Ht

altrimenti la mappa alt no non è invertible

cio che corrisponderebbe ad una violazione dell'unicità

Altre
feral Be Idetti da

Il simbolo di valore assoluto può essere tolto infatti
detti è funzione continua di t e JH.EE
matrice identica perche o Io 7 Quindi

det Jie 1 e fu la continuità detti 0 Ht

vi
Osserviamo anche che se le è l'inverno no E di

allora jet E J t Io t è la jacatriana di
no Si può allora provare la relazione vedi CAPI miei

appunti di fisicamatematica a pag 15 disponibili su

piattaforma Moodle corso di Ist Es Mat 2018 19



ÌJ tito TE FG
formula di

I Wct µ
EULERO

Pertanto

vale Jltitolfitte

Pertanto II Fao implica valtz ralB.tt

GI I Un sistema dinamico in 2 dimensioni del tipo

di Ecu con E e urine conserva il volume

mi
t.to tl

e quindi divf GI.mx Iz o

Esempio 2 L'esempio precedente si generalizzafacilmente

Se Fi fi ng con j i allora

J i
o

comunque siano fatte le funzioni fi



io Sintemidissipativi si dicono tali quelli per i quali

dire 0

In questo caso il volume iniziale B può contrarsi fino
a degenerare con volume nullo In un tempo infinitose esiste
L'insieme Boh ha dimensione sta m e si dice

attrattore del sistema dinamico

ii Un insieme si dice invariante per il sistema dinamiconn

se è trasformato in sé stesso dal flusso cioè

A A

Esempio le orbite chiuse di un sistema con soluzioni

periodiche

come ii con o we ci_va
era Io E e con F va cene

Iva Vive

11 Insieme attrattore un insieme invariante A è

un attrattore se esiste un insieme 13 di misura non nulla

tale che a C B e B È A
B è detto bacino di attrazione

Esempio il I u2 Gli insiemi le 1 e ne 1

sono invarianti ma solo il primo è un attrattore e

il suo bacino di attrazione è B C 1 es



I sistemi dinamici mostrano vari tipi di attrattori punti
fissi cicli limite attrattori strani

12 SISTEMILINEARÌ È A A matrice costante

nxnj.ee è l'unico equilibrio isolato se A è
in Ci si puo sempre ricondurre a questo coso se

il sistema ha la forma Ia A e È e A è invertitele

Ale È 0 A è l'unico equilibrio a

posto 4 Ye il sistema si riscrive io A fette AE
che ha o come ca isolato

Gli autovalori di A sono invarianti pertrasformazioni di
similitudine cioè sono identici per tutte le matrici del

tipo
a µ a µ con M inverti

Infatti se 1 è antiaraba di A allora A in s

ACM e da AMM

CAM IT'e lattice

C Aa M e a e

À à a à

e un M n è autoveltore di An



Caso semplice m L
a

ci sono solo 4 classi distinte di similitudine cioè a

meno di una trasformazione di simulati dire a può avere

solo una delle seguenti forme canoniche dette di JORDAN

I I
se 4 1 reali se io reale e moltep

algebrica moltogeometrica 2

al al
se lo reale ma la 2 if

Molteni geometrica ll è minore complessi coniugati
di quellaalgebrica 2

La matrice di similitudine It deforma le orbite
nello spazio delle fasi ma non altera l'aspetto qualitativo

perché gli autovalori non cambiano e sono proprio gli
controvalori che determinano il carattere dalle installa
dellesoluzioni del sistema lineare



N B Se detta eo almeno un aiutovalore è nullo
la matrice di Jordan può assumere solo una delle

seguenti forme

c L c
13 Classificazione degli equilibri isolati e fia A 2 2

una forma canonica di Jordan e

I tra I data o

l'ea caratteristica Allora I tra fa dove

A A 2 4 tra

e di Ià data ha tra Allora

data

Aco A LO

tra

Aso 170

A seconda del valore assunto dalla coppia a 7 si hanno

quattro casi



a alti e
t
cae

t

È
curve potenza

b lett ce G e'at È ne fotte

g tilt Getta cateto È pom.husolo

la rappresentazione parametrica

4 EHI roettcoslpt.io rae'tsinlpt.io
spinali

CLASSIFICAZIONE

ca Cb C d
NODO STELLA NODO IMPR FUOCO

data
NODOcapra c
stabile A o A LO 1 0

oppure STECCA
STABILE ÌÈ O
STAB jodoPRoPRiOiNsts.bilEJ

tra

A o A 70
j

SEl sE



DIPENDENZA DA PARAMETRI E richiami di teoria della biforcazione
o stabilità strutturale

mm

È f e a DER

Nei problemi applicativi la soluzione dipende da uno o più
parametri sobri

Eterni f E a eo è un luogo
geometrico I suoi rami si possono risolvere localmente
in base al Tea dellafunzioneimplicita DINI

Ovviamente la risolvibilità locale cresce in difficoltà al
crescere delle dimensioni

Catone si riduce ad una singola funzione
scabre Si osservano le seguenti situazioni

a 9 41



Il luogo flu a ha vari rami ognuno di

questi pm fissato definisce un punto di equilibrio
Al variare di il n di equilibri cambia in

un modo che dipende dallafama dei rami Anche

la tipologia di equilibrio cambia

Punti di diramazione sono i valori di a per i quali

cambia il numero dei p di equilibrio I valori di
ma

per i quali la tangente al grafico non è univocamentedefinita

si dicono puntidi infrazione

Con riferimento allafigura de da 4 e sono punti

di diramazione mentre d è un pc di biforcazione

Sia i punti di inversione che quelli di biforcazione sono

generalmente caratterizzati da una variazione stabile installa

passando da un ramo all'altro
mm

FIENILE 1 ci p u dove

µ E Rt Allora ne TI sono

equilibri Se uso il pin dilimonene
si ha

Df µ a Eu DfCm Tp 27 0

Pertanto ne Tu è asine mentre



Df µ fi 2 fuso e né fi è instabile

Se µ 0 nero è l'unico ca non posso usare il

pi di linearizzarvene l'eq.si riduce a n è

da cui ciao e neo è insta
ah

il è
Ì questo problema ha sohu.me

esplicita ulti
1 nota

Diagrammadiazione rappresentiamo il luogo

degli equilibri
ftp.n o y u2

il

È AL VARIARE D'µSTABILE

µ
il noumeno di

n equilibri non
INSTABILE a me _µ Cambia ma

F cambia la loro
INSTABILE

natura µ 0

è un puntodizione



Esempio 2 Ù Yu u f a µ file 24

Ci sono 2 equilibri nei 0 e He

ma
t it

a
À À

µµ o

t
L aun n

n j IO
fit

staff ho INSTABILE

Quindi per µ 0 Quindi parco
U.eeO INSTABILE

e STABILE
KEO stabile

µ INSTABILE

ABBIAMO UNO SCAMBIO DI STABILITÀ VARIANDO µ da negativo
mmm mmm

apritelo DIAGRAMMA DI BIFORCAZIONE
u

9 Stabili
la Stabili

ftp.o ÌL
µ

i

n µ i
p di
BIFORCAZIONE

ca installi



Il luogo geometrico multe I flap è

l'unione di due rette e µ o è un punto di biforcazione
la tangente non è definita trans cambiando

ramo del luogo geometrico si ha uno una transizione

STABILE STABILE oppure INSTABILE INSTABILE Se

invece si resta sullostesso ramo si ha una transizione
stabile INSTABILE

Si può dare una definizione più rigorosa di p di biforcazione
usando il t del Dini applicato alla possibilità di risolvere
localmente f n a o in forme locali del tipo
il ala se ne tela è una soluzione di f o

altra E La uh è

a punto di invasione se II E o effe o

4 a biforcazione se Ifa P IL E 0

Si noti che i punti di invasione sono regolari la Tang

però è verticale nel piano Ga mentre un p di

biforcazione è sempre singolare la tangente non è

definita

OSSERVAZIONE quando non è applicabile il pr di

linearirrazione sono disponibili altri metodi dei



quali il più famoso è quello basato sull'esistenza

di una funzione di fiapuno v

Teoremadipunov sia Ie un eq isolato di e

e Da un opportuno intorno aperto di Ie e supponiamo che

esista una funzione TI e scalare detta di L opp

energia generalizzata definita su e e tale che

e Te ci a c CIOE tue

b TT zitte Ita e De

c ÉTICAud so Ht o e tu c De tue

essendo no ng Allora Le è stabile Se è anche

da ultimo so allora la stabilità è asintotica

Emy nei sistemi Lagrangian di tipo conservativo è

facile identificare la f di L come l'energia potenziale del
sistema e ogni minimo locale isolato è un punto di

equilibrio stabile Una funzione di f può esistere anche
se il sistema è dio

La maggior difficoltà nell'utilizzo del te di L sta nella

passività concreta di individuare la funzione

Esempio consideriamo l'aa Ii il da xp È 0

con e B parametri



Questo si riduce ad un sist del I ordine e

Keila è te 2

Ùz nz ne pif
e quindi

f e na na due pa

equine È Caio È TÈ 0

IÌ esistono solo se Xpoco Gli eq sono isolati

Analisi lineare

Ispi
Jl Ì ah a a o

d A a 0 A a t
2

a

da
e

O

O

reali

X auto couple

coniugati con f reale
negativa

O



Leo f so e d autore reali e discordi insegno

instabile sella se dico
Quindi

ne O è stabile nodo se XE Coi44 fuoco se
4

Analizzando NÉ si ha

I L

Afl d 2a e o I X 2a O

È Eta to
quindi È

48
X

i
L

a

La matrice J è la siesta per Ù

K fuoco stabile

E C 0 modo stabile

O instabile modo perche la moltigeoninsalta 2



DIAGRAMMA di BIFORCAZIONE due diverse situazioni

Gli equilibri sono descritti da o_O e due pa 0

cioè

an PI a a Pnf 0

Nel piano 4,2 ci sono che rami

nodostatale

1 1 1 PIANO 42 0

ÀÈ i

È È à È È
4

equa ì
fuga µ

eqµgµµ

i Ì
g
ia f 4

aBi
i Taoists

LI Ìn

L'esempio precedente mostra un caso di biforcazione anta
Nel caso pro variando da valori positivi a valori negativi
c'è uno scambio di stabilità regolari l'equilibrio stabile



STABILE

41 0 si scambia con l'eq.vn con continuità

Questo tipo di biforcazione è detta supercritica

Nel casofoco variando da valori positivi a negativi non

c'è scambio di stabilità cioè non esistono punti di equilibrio
alternativi verso iquali la soluzione perturbata puo convergere
Questo tipo di biforcariane è detta sottocciTica

ESEMPIO biforcazione transcritica con inversione

È f E na _natale put te p a

L'analisi di questo caso mostra che il diagramma di biforcazione
ha la forma

a a

a
Biforcazionetranscritica

TÈ aTae Mail

gi
p di inversione
SC di stabilita

ESEMPIO forcella sottocritica e punti di invasione

I f e na a an t put ni pro



230
Il luogo geometrico dei p di equilibrio nel piano da ha

cinque rami né 0 e quelli che si ottengono risolvendo

a qui ni o cioè aI Az ETÀ
a It ovvero nettezza a II
In questo caso il diagramma di biforcazione ha la forma

inversione

Biforca sottocritica
i
à

K Ba
0e

invenzione

Questasituazionepuò dare luogo al fenomeno dell i

2 00 ca no

Leo G o

variano in senso
crescente lungo il ramo neo stabile



9 punti per o lungo neo sono instabili Per una

piccolaperturbazione la soluzione tende ad un nuovo punto
di equilibrio

a nuovop diequilibrioa
a
a
in
I

Ì

Ora diminuiamo fino al valore Bg se si aumenta x

l'equilibrio si spunta verso altri punti stabili con continuità

Il punto corrisponde a te E che è

instabile di inversione diminuendo ulteriormente verso valori

da BY il sistema cerca pereffetto di una qualsiasi perturbazione

un nuovo punto stabile L'unico ca stable possibile per Xc
B

è a 0 L'evoluzione osservata è un ciclo direi

mi
i ttsX 2

Eseguendo un ciclo lo stato di equilibrio

passa da te 4 O a te G o a te 4 0

e infine a te a 0



Se si fanno variare liberamente entrambi i parametri
250

in un problema del topo ii fece a p la situazione
è decisamente più complicata

Esempio I an 43 B Si osservano i seguenti diagrammi
di biforcazione

e E

µ 0.015 foco pe 0.015
i rami sono separati supercritica i rami sono

separati
verificareper cento proprio

Esempio ii ci du pas n

e

f
à

p 2 fa 0
p 3

supercritica
sottocritica

Per µ decrescente si ha una transizione catastrofica da

supercritica a sotto critica

NON SEMPRE LA PERDITA DI STABILITÀ COMPORTA LA TRANSIZIONE

VERSO UN NUOVO EQUILIBRIO STAZIONARIO



ciclllimitte è un particolare tipo di attrattore
costituito da un'orbita chiusa tale da attrarre o

respingere orbite non stazionarie e

ciclolimitabile a 2h tale che se eUp
allora e tt no Per µ t o asintoticamente

accolimiteinstabile o Http 7 no C fly e nn E o t c

Elena far
ciclolimitesemitab.la il ciclo è stable per orbite che

hanno origine in un interno di T ma all'esterno di T

instabile per quelleche hanno origine all'interno

Esempio è e le è
usiamo canalipolari

io e µ Io e ceh
ci sono due equilibri o e 1

io i oh 0 t ratio
Il sistema ha una soluzioneesplicita

qq.FI
l te J se e

è I

9 1 LEY e e ecco e 1 è o



9 0 IIII Si noti che le soluzioni stazionarie

L e E o prescindono da Ott che nominate
L'orbita CColti 1 viene disegnata al variare di t dal

punto eletti alti

Generalmente si osservano cicli limite in corrispondenza di

biforcazione da stati stazionari Questo fenomeno è possibile
solo se n 2 perché le eq.ie f a uni dimensionali

non possiedono soluzioni periodiche infatti se esistesse ti o

t c altri alt con te f a allora per il t di

Rolle te e t t.it tale che ci E o f ne 0

Posto è uff e'ca avrebbe anche la soluzione stazionaria
a ftp.T Ht Ci sarebbero allora due soluzioni corrisponde
al medesimo dato inhale Te la periodica Lt e la stazionano

nette cheper t E assumono

È µ
lo stesso valore

i

t t lett

La ricerca di cicli limiti nei casi concreti non è un problema

banale

Teordipoincaré Bendiione solo in 422 Supponiamo

che per l'era E fCn
78 CIR che non contiene punti stazionari e

nessuna orbita non stazionaria puo uscire da 8 limitato



per ipotesi Allora 8 conte
te t.f an.fi fzEGCD e tenga

costante in allora non contiene cicli limite

ovviamente facile applicare il T nel caso quindi in

senso negativo molto più problematico è l'uso pratico della
cioè per determinare l'esistenza di cicli limite

Per particolari tipi di eroi esistono temi più specifici che
forniscono corde sufficienti es ter di Levinson Smith

BIFORCAZIONE DI HOPE
man

sia I f e e Ie ca stabile

se ac ab e instabile se Xp

n n n

orto
A Xp

A Xb

UNA soluzione NON STAZIONARIA
BIFORE SUPERCRITICA

RESPINTA DALLI EQ INSTABILE il O
VERSO Equilibri quando 0 è attratta da
STAZIONARI

un ciclo limite
Il ciclo puo essereSTABILE O

SEMI STABILE



telnet sia La d E R 2 asintoticamente

statale per Xp e instabile per Supponiamo che

nel punto critico d lo jacobian di f a abbia

una coppia di autovalori puramente IMMAGINARI 1 cioè tali
che delicato o e In cacao o

ogni altro antovalore abbia parte reale negativa

Iare ED o

L
Allora per in un intorno di ab esiste un ciclo limite

con periodo iniziale 2
T
Im Head

Se ne Reg è localmente asintoticamente stabile allora
il ciclo limite è stabile

Il t di tl non distingue fra queste due diverse situazioni
che possono verificarsi entrambe

t E star.IE ÌÌÈcR
SUPERCRITICO il

iil T starstai dalle i installa
ardo casa casa

cicli limite stabili cicli limite
per Xb instabili per

Per poter distinguere i due casi occorrono tecniche non lineari
il metodo lineare non si può applicare perche almeno un autovalore
ha parte reale nulla



300
Esempio

iii due na na uf.int
ii an ne uzlui.int

ha io è un ca isolato Ha j non esistono altri ca isolati

pianeta
g e

i cui autovalori sono
lo

Abbiamo che de A o eco Re No 0 e

che È Reg 1 so In un intorno di d O

esiste un ciclo limite di periodo t 2T

Utilizzando la variabilecomplessa nei in possiamo riscrivere

il sistema nellaforma E Cati e 21212 e posto

poi 2 lei passare alla forma polare

È e la è per
è a TE

9 0

Oltre a quo q Tx è un ca isolato fu a o

L'analisi lineare mostra che q o è asini stabile se a 0

e instabile se a o gara è asintotici stable pigne signLa è
se o non possiamo usare il µ di lincrivazione Tuttavia

A o È e so go è avuti statale



Per d o gita rappresenta un orbitachiusa per ogni
fissato Ci sono infiniti cicli limite percorsi con velocità

costante in senso antiorario È 1 o i cui inviluppo
in IR è un paraboloide

sto

f

Esempio

iii due na neCatturi È celate
ii an turlupini è 1

Il cambio di segno nell'ultimo termine da luogo ad una

biforcazione di Hopf sotto critica

inviluppo e Fa ciceri
1 il É

il a
il ii 1 i tq.co instabile

i v i
t.it

o è instabile se o perché È è o g o è stabile1

pm dico e instabile per arco in virtù del pi di stabilità

lineare perché è nel
Per G Fa si hanno cicli limiti instabili


