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APPROFONDIMENTO 1 : | BOSONI

Particelle come le q, i fotoni, i mesoni hanno invece funzioni d’'onda simmetriche ;.
Esse non obbediscono al principio di esclusione di Pauli. Tali particelle sono dette
BOSONI.

La presenza di un bosone in un particolare stato quantistico aumenta la probabilita
che altri bosoni identici vengano trovati in tale stato ( i laser sono un esempio di
guesto fenomeno ).
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Probabilita di trovare due particelle nello stesso stato: n=m
Particelle distinguibili (caso classico):

©p = Ppn(2,1) = 9pn(1,2) = @, (Dp(2) = ¢, (2) (1)

dP
) =g 05 = 0u(D9a(0n (D (2)

Particelle indistinguibili (Bosoni):

1 2
PBE — ﬁ [(Pn(1)¢n(2) + ¢n(2)§0n(1)] — ﬁgan(l)(pn(z)

2
dPBE 2 dPB
ey o (pBE:(ﬁ) on(Dgn (2 x (D (2) = 2—7

Percio la probabilita di trovare due bosoni nello stesso stato in un
esperimento ¢ DUE VOLTE la probabilita di trovare nello stesso stato due
particelle classiche.
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APPROFONDIMENTO o N _
Determinazione della distribuzione piu probabile all’equilibrio per i bosoni.
Come per la statistiche precedenti assumiamo che all’equilibrio le particelle

siano disposte nella configurazione di probabilita massima ed imponiamo:
d(InP) = 0.

In(Fye ) = Z[(ni +0; =1 In(n, +g; 1) —n; Inn, —(g; —1) In(g; _1)]
~d(in(Pee))= X[~ In(n, +g, - +Inn] dn, =0

Poiché il sistema e chiuso ed isolato: Zd”i =dN=0 dU = Zdnigi =0

Usando i moltiplicatori di Lagrange: N n. — |n(ni + 0, —1) +a -I-ﬂé‘i =0

n| — e_a_ﬂgi
n; +0;

Che diviene: N = gi
I ea+ﬁ8i _1
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Approfondimento 2: Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange

E’ un metodo che si utilizza nel caso si vogliano calcolare il massimo/minimo di funzioni di piu variabili F(x;, x,,X3, .., X,)
guando le variabili non sono tra loro indipendenti, ma correlate da relazioni note. Supponiamo ad esempio che tali
relazioni siano esprimibili mediante la condizione ¢,(x;, X,,X3, .., X,)=0 (1) € O,(X;, X;,X3, .., X,) = 0 (2). Avremo quindi
soltanto n-2 variabili indipendenti. Cerchiamo i valori x;, X,,X3, .., X, per cui dF = 0 per piccoli cambiamenti nelle variabili.
Osservo che:

9F i IF RIS PV (3)
dF = 9%y dx1 9%, dX2+a dxg -+ 9%, dxn =0
Non implica che: a_F — 0 » perche le variazioni dx; non sono indipendenti. Esse sono correlate mediante le relazioni:

axl-

91 dxz de + - + d — 0; (4) d(pz = giz dxl‘r dXz Z(PZ dx:g + -4 a¢nd = (. (5)
1

d(pl = dx, dxl‘r

0x,

Moltiplichiamo ora le equazioni (4,5) per due quantita arbitrarie cce e aggiungiamole alla (3). Otteniamo:

n
dF 0, ¢, _ Dato che abbiamo ora n+2 variabili, con o e [ arbitrari, questo
a + a P ,8 dxi =0
X; X; 0x;
=1
implica che : (% + a aa(pl + ,8 x )= i=1,2,3, ..., n. Questo set di n equazioni ci permette di ottenere x;, X,,X3, .., X, in
l i

funzione di a e B. La sostituzione in (1) e (2) ci permette quindi di determinare a e b e quindi di calcolare x,, x,,X3, .., X,



APPROFONDIMENTO: Molteplicita della distribuzione

Considero il livello g come una scatola con g; + n, - 1 palline
colorate. gi-1 palline nere dividono la scatola in g; spazi in cui
possono essere inserite le palline bianche. | g; spazi sono 1 livelli
degeneri, le n; palline bianche sono le particelle.

ol0le] 10l 100l | J0je] 10)0lele] 10 Jele] 10,

Esempio: n, = 16 palline bianche contenute in g; = 9 livelli degeneri ottenuti inserendo
g; -1 = 8 palline nere.

Il numero di possibili permutazioni di n,+g:-1 oggetti distinguibili e (n;+g;-1)!
Per particelle indistinguibili devo dividere tale valore per n;! e (g;-1)!



APPROFONDIMENTO
_ (G +m 1)
M (g —1)!

Per il livello 1:

Nel totale:

> (g; +n; —1)!
Wge =
i Hl ni (g —1)!

Distribuzione di Bose Einstein
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APPROFONDIMENTO 3: Energia di Fermi g, potenziale chimico p e potenziale elettrochimico p,

L'energia di Fermi g € I'energia per la quale, alla temperatura F T=0
dello zero assoluto (T = 0) si ha il gradino della distribuzione, & 1l
il valore di separazione tra gli stati occupati e gli stati liberi.
F = 1 e< 8F 0 SF ;;
F=0¢e>¢g;
Per temperature non nulle, si utilizza il concetto di potenziale chimico p,
energia alla quale la probabilita di occupazione dello stato € pari a %:: F (8) _ 1
Fu) = % lemliel 4
Per T = 0 coincide con il livello di Fermi. 72 (KT\?
Per T#0 il potenziale chimico e funzione della temperatura: u(T) = ep[1 — 12 (e_)
F

In generale, in prima approssimazione si puo trascurare la differenza tra g; e L.
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- Sistemi aperti

Nel caso di sistema aperto la relazione termodinamica : TdS = dU + pdV

si estende alla: TdS = dU + pdV — ydN dove — ydN rappresenta il lavoro chimico compiuto per variare
il numero di particelle del sistema di dN, y = potenziale chimico.

| materiali solidi all’equilibrio termico sono caratterizzati da T e V costanti. In tal caso e utile
considerare la funzione di stato Helmoltz: F = U - TS . Infatti per T e V costanti la variazione
infinitesima dF € direttamente porporzionale a dN:

dF = dU — dTS = TdS = - SdT — pdV + p dN = p dN.

esempio: materiali diversi* a contatto tra loro all’equilibrio termico
Il sistema e chiuso ed & composto da due sottosistemi aperti che si scambiano particelle ( per
esempio che fluiscono da l'uno all’altro dN, = - dN, ):

dF = pydNy + pdN, = (= py )dN

. dF Ly . : I
All’equilibrio: N 0 — pu,=p, percio i due materiali a contatto hanno stesso potenziale chimico.
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Il potenziale elettrochimico

Consideriamo un sistema chiuso composto da piu’ materiali a contatto che tra loro scambiano particelle ( e.g. elettroni
di conduzione) in presenza di un gradiente di potenziale elettrico ( e.g. il potenziale di built-in nella giunzione pn ). La
relazione che esprime primo e secondo principio della termodinamica: TdS = dU + pdV per i sistemi chiusi per uno dei
materiali a contatto: TdS = dU + pdV —udN — ¢dq con:

L = potenziale chimico;

udN = lavoro compiuto per variare di dN il numero di particelle del sistema;
¢ = potenziale elettrostatico; dq = variazione infinitesima di carica elettrica,
(e.g. per conduzione di elettroni dq = -edN);

ddq = lavoro compiuto per variare di dq la carica del sistema;

| materiali solidi all’equilibrio termico sono caratterizzati da T e V costanti. Come abbiamo visto & utile considerare la

funzione di stato Helmoltz: F = U - TS . Infatti per T e V costanti la variazione infinitesima dF & direttamente
porporzionale a dN:

dF =dU —dTS — TdS = - SAT — pdV + (1 — ed) dN = p, dN. p, = potenziale elettrochimico.



Consideriamo per esempio una giunzione pn. |l sistema dei due
semiconduttori diversamente drogati si puo vedere come
composto da due sottosistemi che si

scambiano particelle in modo che esse fluiscano da l'uno all’altro: dN, = - dN; .
All’equilibrio e presente un potenziale elettrostatico di built-in ¢ che varia lungo x.
Poiché :

APPROFONDIMENTO:

dF = Melle + l’le2dN2 = (Mel — He2 )dN

oo dF
In condizioni di equilibrio: —= =0 — p,; =, e J .
2
P 6 \

quindi i due materiali a contatti all’equilibrio

e +

hanno lo stesso potenziale chimico L, —3 \ Ferm Tovel
n 5 3\< ng

(a)

Tipop N Tipon
i \ ; "X
Wy = = E_ — \;\__x;.ﬁ € - ¥
45‘\ ________ -i _________ 8|
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