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L1. — Soluzione degli esercizi su: Logica proposizionale.

|Esercizio L1.1]
Siano «,  formule della logica proposizionale. Posto
1= (aN(ma)) VS
e pri=(—(B—)AB
si dica, motivando la risposta, se

(7) ¢, € conseguenza logica di ¢, ;
(7i) o, € conseguenza logica di ¢, ;
(717) o, € , sono logicamente equivalenti.

Soluzione — Scriviamo la tabella che esprime i valori di verita di ¢, e @, in funzione
dei valori di veritadi c e 3:

a|floajanCe) | (@AC)VE|B-ala=(B =) (@=(B=a)AB
ojo] 1 0 0 1 1 0
0[1] 1 0 1 0 1 1
1[{0] 0 0 0 1 1 0
1/1]0 0 1 1 1 1

Poiché ogni valutazione di verita che rende vera ¢, rende vera anche ¢, ¢, €
conseguenza logica di ¢, ; poiché ogni valutazione di verita che rende vera o, rende vera
anche ¢,, @, € conseguenza logica di ¢, ; poiché ¢, € conseguenza logica di ¢, e ¢, €
conseguenza logica di ¢, ¢, € ¢, sono logicamente equivalenti.

Piu brevemente, ma meno meccanicamente: poiché a A (—«) € una contraddizione
(cioé e insoddisfacibile), ¢, e logicamente equivalente a 3; poiché a — (6 — «) € una
tautologia, ¢, € logicamente equivalente a (. Dunque ¢, € ¢, sono fra loro logicamente
equivalenti perché entrambe logicamente equivalentia 3.

|Esercizio L1.2]
Siano a, b, ¢, d, e, f variabili proposizionali, e sia
p=(a—=GAd)A(cVd)—=e)A((bAe)— [)) = (a— f)
Si dica, motivando la risposta,

(7) se ¢ € soddisfacibile;
(7i) se =y e soddisfacibile;
(7i7) se o € una tautologia;
(7v) se —p € una tautologia.
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Soluzione — La ¢ & un’implicazione, quindi & certamente vera se la sua premessa &
falsa; tale premessa & una congiunzione, quindi é falsa in ogni interpretazione che rende falso
uno dei tre termini congiunti. Possiamo rendere falso (¢« — (b A d) valutando a vero e b falso;
qualunque valore di verita la nostra valutazione assegni poi alle variabili ¢,d,e e f, la ¢
risultera vera. Dunque ¢ & soddisfacibile, da cui immediatamente possiamo dedurre che —¢
non € una tautologia.

Resta da stabilire se ¢ € una tautologia, ossia se = non e soddisfacibile. Poiché
p=((a—=GAD)A(cVd)—=e)A(bAe)— ) A-(a— )
possiamo usare per —¢ la notazione “per clausole”, nella quale essa si scrive come

{{~a, b}, {~a,d}, {—c e}, {~d, e}, {=b,—e, [}, {a}, {~f}}.
Applichiamo I’algoritmo di Davis-Putnam per stabilire se —¢ & soddisfacibile:
pivot a:
clausole non contenenti né a né —a: {—c, e}, {—d, e}, {-b, —e, f}, {-/};

Ris,({—a, b}, {a}) = {b}:
Ris,({—a,d}, {a}) = {d};

{~c e} {=d, e}, {-0,—e, [} {=/} {0}, {d}}

pivot b:

clausole non contenenti né b né —b: {—c, ¢}, {—d, e}, {~f}, {d};

Ris,({=b, e, f}, {b}) = {e, f};

e e} {~d, e}, {=f} {d}, {~e 3}

pivot d:

clausole non contenenti né d né —d: {—c, e}, {~f} {—e, [};

Ris;({~d, e}, {d}) = {e};

{~c ek =71 {e [} {e}}s

Poiché {e} C {—c, e}, la clausola {—c, e} puo essere soppressa (cfr. oss. 2.9.7 negli
appunti di logica), e siamo ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{=/} {-e 1} {ed};

pivot e:

clausole non contenenti né e né —e: {—f};

Ris.({—e, f}, {e}) ={/};

{7} {r}};

pivot f:

Ris;({-/} {/H =10:

{03

Siamo giunti a un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi compare la
clausola vuota): dunque - non e soddisfacibile, e ¢ & una tautologia.
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|[Esercizio L1.3]

Siano z, y, z e t variabili proposizionali, e sia

a=@—=>Ay—>E—=0)Ay—2);
B =x—t.
Si dica, motivando la risposta:

(2) se (3 & conseguenza logica di «;
(i7)  se a e B sono logicamente equivalenti.

Soluzione — Poiché « e congiunzione di enunciati I’ultimo dei quali & y — z e poiché
né y né z compaiono in (3, possiamo dire immediatamente che « e 8 non sono logicamente
equivalenti: infatti qualunque valutazione di verita per la quale siano falsi x e z e vero y
soddisfa 3 ma non soddisfa «.

Adesso verifichiamo se § € conseguenza logica di «, trasformando o A =3 in un
insieme di clausole e controllando con I’algoritmo di Davis-Putnam se I’insieme di clausole
cosi ottenuto e soddisfacibile (se non lo e, possiamo concludere che o E ().

Scriviamo « in forma normale congiuntiva:

a=FxVyY)AN(CEyV-zVEH)ARFYV2);
scriviamo la negazione di 3 in forma normale congiuntiva:

08 =x At
scriviamo a A =3 in forma normale congiuntiva:

aN=-B=CFzVyYAFyV-zVE)A(YyV2)Ax At
scriviamo I’insieme di clausole che vogliamo controllare se & soddisfacibile:

{{"33, y}’ {_'y! -z, t}’ {_'y! Z}, {.T}, {_'t}}
pivot x:
clausole non contenenti né z né —x: {~y, -z, t}, {~y, z}, {~t};
Ris, ({2, y} {=}) = {y};
{{_‘y; -z, t}! {_‘y; Z}! {_'t}! {y}}
pivot y:
clausole non contenenti né y né —y: {—t};

Ris,({-y, ~z,t}, {y}) = {-2 1},
Ris,({—w, 2}, {v}) = {=}:

{—t} {~z ¢} {=}}
pivot z:
clausole non contenenti né z né —z: {-t};

Ris. ({2, 3, {=) = {1}
{3 {3

pivot ¢:
Ris,({~t}, {t}) = I
{0}

Dunque I’insieme di clausole da cui siamo partiti non é soddisfacibile, e possiamo concludere
cheaF 3.
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|[Esercizio L1.4]

Nel maniero di Shelbyville c’é stato un omicidio. Accurate indagini hanno permesso di
appurare senza possiblita di errore che

©) se I’omicidio e avvenuto a mezzanotte, allora certamente e vero almeno uno dei
seguenti fatti: I’omicidio non e avvenuto in biblioteca, o il maggiordomo & innocente;

(¢¢)  se il maggiordomo € colpevole, I’arma del delitto & un coltello;

(¢7¢) se I’'arma del delitto € un coltello e I’omicidio e avvenuto in biblioteca, allora
I’omicidio e avvenuto a mezzanotte.

Scegliendo opportune variabili proposizionali (che vanno esplicitamente dichiarate), si
formalizzino i risultati delle indagini e si dimostri che: se I’omicidio & avvenuto in biblioteca,
allora il maggiordomo & innocente.

Soluzione — Poniamo
m = I’omicidio é avvenuto a mezzanotte;
b := I’omicidio e avvenuto in biblioteca;
i := il maggiordomo € innocente;
¢ = I’arma del delitto & un coltello.
Dobbiamo dimostrare che
{m — ((=b) Vi), (-i) —¢c, (cAb)—>m}ED—i
ossia che
(m — ((=b) Vi) A((mi) = ) A((c Ab) > m)Eb—i.
Cio equivale a dimostrare che la formula
p = (m — ((=0) Vi) A (=) = ¢) A (e Ab) = m) A=(b— i)
non e soddisfacibile.

Scriviamo ¢ in forma normale congiuntiva, la trasformiamo in un insieme di clausole K e
applichiamo I’algoritmo di Davis-Putnam:

o= (mV(=b)Vi)A(=(=i)Ve)A(=(c AD)Vm)ADbA—D) =
=(—-mV-bVi)A(GEVc)A(meV-bVm)AbA—i
K={{-m,=b, i}, {i,c} {-c,=b,m}, {b}, {-i}}

pivot b:
clausole non contenenti né b né —b: {i, c}, {—i};

Ris,({—m, —b, i}, {b}) = {-m, i};
Risb({_‘c! _'b! m}v {b}) = {_'C! m} ;

Wi et {=i}, {~m, i}, {~e, m}}



M. Barlotti — Soluzioni per gli “Esercizi di Logica” — v. 1.1 — Capitolo L1 — Pag. 5

pivot i:
clausole non contenenti né i né —i: {—c, m};

Ris;({i, c}, {=i}) = {c};
Ris;,({-m, i}, {=i}) = {-m};
ek {m}, {=c, m}}

pivot c:
clausole non contenenti né ¢ né —c: {—-m};
Ris.({c}, {=c, m}) = {m};
{{-m}, {m}}

pivot m:
clausole non contenenti né m né —m: nessuna;

Ris,,({—m}, {m}) =11;

{0}

Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la
clausola vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dal quale siamo partiti e
soddisfacibile; dunque b — i & conseguenza logica di {m — ((=b) Vi), (=i) — ¢, (c A b) — m},
come si voleva.

|Esercizio L1.5]
Siano p, q,r, x,y € z variabili proposizionali, e sia

pr:=EF=>r)Ar—=pAp—=yYA(@—=9AN(@VrVz);
2= (xVyVp)AN(gNArA2);
Y==Y.

Si dica, motivando la risposta, se ) € conseguenza logica di {¢,, ©,} .

Soluzione — Si ha che
{p1, 2} EY
se e soltanto se ¢, A ¢, A =) non e soddisfacibile. D’altro lato,
P1 N s N =
=@—=r)Ar—=prAp-Yr(@—-gAr(gvrvIrn(@vyVvp)A=(grrrz)rn-(z —y)=
=(E2VP)ACETVDIAEPVYYAEZVOA@QVTVZIAN@EVYVYDP)A GV TV =2)A @ A-Y).
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Quest’ultima formula € in FNC e si traduce nel seguente insieme di clausole:

K :={{r, -z} {p,—r}, {-p. v} {~z ¢} {a. 7 2} {z,y. 0}, {~q, -r, -2}, {z}, {-v}}

Utilizziamo I’algoritmo di Davis-Putnam per decidere se esso é soddisfacibile.

Osserviamo subito che la clausola {x, y, p} puo essere soppressa perché include la clausola
{z} (cfr. oss. 2.9.7 negli appunti di logica), cosicché considereremo anziché K il seguente
insieme di clausole:

{{7’, ﬂZ}’ {p! —\7’}, {_‘p; y}l {_‘x! Q}, {q’ r, Z}, {_‘Q! -, —\Z}, {SZJ}, {_‘y}}

Pivot x:
clausole non contenenti né = né —x: {r, =z}, {p, =}, {-», v} {q, r, 2}, {~q, -, =2}, {-v};
Ris,({~z, ¢}, {«}) = {d};
{r, 2} {p, =}, oy} {a v 2} {-g, —r -2} {-y) {dd}

Poiché {q¢} C {q,, 2}, la clausola {q, r, z} pud essere soppressa, e siamo ricondotti a
considerare I’insieme di clausole

{{T! _|Z}, {p! _|T’}, {_'pv y}v {_'QI -, _'Z}! {_‘y}; {q}}

Pivot ¢:
clausole non contenenti né ¢ né —q: {r, =z}, {p, -r}, {-p, v} {-v};
Ris(]({_‘qv -r, _|Z}, {q}) = {"’I’, _'Z}r

{{T! _'Z}! {pv _'r}! {_'p, y}l {_'y}v {_'Tv _'Z}}

Pivot y:
clausole non contenenti né y né —y: {r, =z}, {p, -r}, {-r, —z};
Ris,({-p, ¥}, {-y}) = {-n};
r, =z} {p, —r}, {7 2} {0k}

Pivot p:
clausole non contenenti né p né —p: {r, =z}, {-r, —z};

Ris,({p, =}, {=p}) = {-r};
r, —z} {or, 2z} {-r}}

Poiché {-r} C {-r,—2}, la clausola {-r,—z} pud essere soppressa, e siamo
ricondotti a considerare I’insieme di clausole

r —zh {3
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Pivot r:

Ris,({r, -z}, {-r}) = {2}
{~z}}

Pivot z:

-

Avendo ottenuto I’insieme vuoto di clausole, possiamo concludere che K é
soddisfacibile. Dunque v non é conseguenza logica di {,;, p-}.

Possiamo anche costruire (procedendo “a ritroso”) una valutazione di verita v che
soddisfa K (e quindi soddisfa ¢, e ¢, ma non soddisfa /). Basta porre

v(z) =0; v(y):=0; v(x)=1; v(r):=0; v(g)=1; v(p) =0.

|[Esercizio L1.6]

I matematici stanno studiando certi particolari numeri naturali, che vengono detti numeri
trunzi. Non preciseremo qui la definizione di “trunzo” per un numero naturale; ci bastera
sapere che e stato dimostrato che:

(@) se 3 e un numero trunzo, anche 4 e 6 sono numeri trunzi;

(¢¢)  se almeno uno fra il 5 e il 6 & un numero trunzo, allora 1 non &€ un numero
trunzo;

(¢2¢)  se non é trunzo né il 3 né il 5, allora 2 & un numero trunzo.

Definendo opportune variabili proposizionali per formalizzare i fatti esposti in (z), (i7) e (i),
si dica, motivando la risposta, se dalle (7), (i7) e (zi7) si puo dedurre come conseguenza logica
(oppure no) che

®) se 1 € un numero trunzo, anche 2 lo e.

Soluzione — Introduciamo le seguenti variabili proposizionali:

a := “3 & un numero trunzo”; b := “4 & un numero trunzo”;
¢ = "6 & un numero trunzo”; d = *5 & un numero trunzo”;
x = “1 e un numero trunzo”; y := “2 € un numero trunzo” .

Le (2), (i1), (7i7) e (°) si possono allora scrivere come
©) a — (b A ¢); ovvero, in forma normale congiuntiva: (—a vV b) A (—a V ¢);
(#7)) (¢ Vv d) — (—x);ovvero, in FNC: (—c¢ V —x) A (=d V —x) ;
(477)  (—a N —d) — y;ovvero, iNFNC: aVdVy;
°) x — y;ovvero, inFNC: -z Vy.
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Ci viene chiesto di stabilire se e vero che
{(—aVb)A(—aVe), (—cV-z)AN(dV-x), aVdVy}E-xVy
e ci0 avviene se e soltanto se non é soddisfacibile la formula (gia in FNC)
(maVO)A(maVe)A(—eV-x)AN(—dV-x)AN(aVdVy) ANz A-y.

Trasformando tale formula in un insieme di clausole, possiamo applicare I’algoritmo di
Davis-Putnam:

{{_|(1, b}! {"CL, C}, {"C, _"’17}! {_|d, _"T}! {CL, d, y}l {%}, {_'y}}

Pivot z:
clausole non contenenti né = né —x: {—a, b}, {—a,c}, {a,d,y}, {-y};

Ris,({—c, ~2}, {z}) = {~c};
Ris, ({~d, -z}, {z}) = {~d};

{{_'avb}! {"CL,C}, {a,d,y}, {_'y}! {_|C}, {_'d}}

Pivot c:
clausole non contenenti né ¢ né —c: {—a, b}, {a, d, v}, {-y}, {~d};
Ris.({—a, c} {~c}) = {~a};
{~a, 0}, {a.d,y} {~y}, {~d}, {-a}}

La clausola {—a, b} puo essere soppressa perche include I’altra clausola {—a} (cfr. oss.
2.9.7 negli appunti di logica). Siamo dunque ricondotti a considerare I’insieme di clausole

Ha. d,y}, {~v} {~d}, {~a}}

Pivot a:
clausole non contenenti né a né —a: {-y}, {~d};
Ris,({a, d,y}, {~a}) = {d, y};
) {~d}, {d.y}}

Pivot d:
clausole non contenenti né d né —d: {-y};
Risg({=d}, {d.y}) = {v};
{~v} {v}}

Pivot y:

Ris,({=y}, {v}) = [I;
003
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Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la
clausola vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dal quale siamo partiti €
soddisfacibile; dunque (°) e conseguenza logica delle (3), (i7) e (ii1).

|[Esercizio L1.7]
Siano «, ( formule della logica proposizionale. Posto

1= (aV ()AL
e pri=(a—=(B—-a)Ap

si dica, motivando la risposta, se

(%) o, € conseguenza logica di ¢, ;
(7i) o, € conseguenza logica di ¢, ;
(i17) o, € , sono logicamente equivalenti.

Soluzione — Scriviamo la tabella che esprime i valori di verita di ¢, e @, in funzione
dei valori di veritadi a e 3:

a|floajaVEe) | (@VEaAB|boala—=B—oa)| (@@ —a)AF
0jo] 1 1 0 1 1 0
0[1]1 1 1 0 1 1
1{0] 0 1 0 1 1 0
1/1]0 1 1 1 1 1

Poiché ogni valutazione di verita che rende vera ¢, rende vera anche ¢, ¢, €
conseguenza logica di ¢, ; poiché ogni valutazione di verita che rende vera o, rende vera
anche ¢,, @, € conseguenza logica di ¢, ; poiché ¢, € conseguenza logica di ¢, € ¢, €
conseguenza logica di ¢,, ¢, € ¢, sono logicamente equivalenti.

|Esercizio L1.8]
Siano a, b, ¢, d, e, f variabili proposizionali, e sia
p=(b—=(che)A(dVe)= [IN(cASf)—a)) = (b—a).
Si dica, motivando la risposta,

(7) se ¢ e soddisfacibile;
(7i) se — € soddisfacibile;
(7i7) se o € una tautologia;
(iv) se —p € una tautologia.
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Soluzione — La ¢ & un’implicazione, quindi & certamente vera se la sua premessa &
falsa; tale premessa & una congiunzione, quindi é falsa in ogni interpretazione che rende falso
uno tei termini congiunti. Possiamo rendere falso (b — (c A e) valutando b vero e ¢ falso;
qualunque valore di verita si assegni poi alle variabili a,d, e e f, la o risultera vera. Dunque
e soddisfacibile, da cui immediatamente possiamo dedurre che = non e una tautologia.

Resta da stabilire se ¢ € una tautologia, ossia se = non e soddisfacibile. Poiché
= (b= (cAe)A(dVe)— [INcAf)— a)) A=(b— a)
possiamo usare per — la notazione “per clausole”, nella quale essa si scrive come

{{_'bv C}! {_'bv 6}, {_'dv f}! {_|€, f}v {_'C! _'f! CL}, {b}, {_'a}} .

Applichiamo I’algoritmo di Davis-Putnam per stabilire se - é soddisfacibile:

pivot a:
clausole non contenenti né a né —a: {—b, c}, {-b, e}, {—d, f} {—e, f} {b};
Ris,({-c,~f, a}, {=a}) = {-c,~f};
{=b.c}, {~b,e}, {~d, f} {~e, [} {0}, {=c.~f}}

pivot b:
clausole non contenenti né b né —b: {—d, f}, {—e, f} {—c, ~f};

Ris,({=b, c}, {0}) = {c};
Ris, ({0, e}, {b}) = {e};

Hd, 3 {-e f} {-e,~f} {c} {e}}

pivot c:
clausole non contenenti né ¢ né —c: {—d, /}, {—e, f} {c};
Ris.({—c,~f} {c}) = {-/}:
{~d. f}, {e. [} {e} {~/}}

pivot e:
clausole non contenenti né e né —e: {—d, f}, {~f};
Ris.({—e, f}, {e}) ={/};
{~d. 1} =/} {/}}

La clausola {—d, f} pu0 essere soppressa perché include I’altra clausola {f} (cfr. oss.
2.9.7 negli appunti di logica). Siamo dunque ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{73 iy

pivot f:

Ris;({-/}{/D =[I;
{0}
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Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la
clausola vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dal quale siamo partiti €
soddisfacibile; dunque — non é soddisfacibile, e & una tautologia.

|[Esercizio L1.9]

Siano p,q,r, s,t e w variabili proposizionali. Si dica, motivando la risposta, se il seguente
insieme K di clausole e soddisfacibile; e nel caso che la risposta sia affermativa si trovi una
valutazione di verita che lo soddisfa:

K:={p, ~q}, {r,~s}, {~r,=s, ~t}, {t, ~w}, {w}, {g, =}, {r, s, t}, {~p}, {p, ¢, w}}

Soluzione — Osserviamo in primo luogo che la clausola {p, ¢, w} pud essere
soppressa perché in K é presente la clausola {w} in essa contenuta.

Adesso applichiamo I’algoritmo di Davis-Putnam all’insieme di clausole

Wp, ~q}, {r, —sh {or, —s, ot} {t ~wh {w} {g, ~r} {r, st} {-p}}

Pivot p:
clausole non contenenti né p né —p: {r, =s}, {-r, —s, ~t}, {t, ~w}, {w} {q, ~r}, {r, s, t};
Ris,({p. ~¢}, {-p}) = {~d};
r, —sh {0y —s, =t {G —~w}, {w}, {g, ) {r,s, 1} {~q}}

Pivot ¢:
clausole non contenenti né ¢ né —q: {r, —s}, {-r, —s, -t} {t, ~w}, {w}, {r, s, t};
Ris,({g, =r} {~q}) = {-r};
{{7’, _‘S}a {ﬁT’, _|Sl ﬁt}’ {t1 _|w}l {w}l {T’ S’ t}’ {ﬁ’f’}}
La clausola {—r, —s, -t} puo essere soppressa perché e presente la clausola {—r} in

essa contenuta (cfr. oss. 2.9.7 negli appunti di logica). Si considera dunque I’insieme di
clausole

{{7’, _'S}! {t’ _'w}! {w}, {T‘, S, t}’ {_'T}}
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Pivot r:
clausole non contenenti né r né —r: {¢, —w}, {w};

Ris,({r, s}, {-r}) = {~s};
RiSr({T, S, t}v {_'T}) = {Sv t} ;

Wt ~w} {w}, {~s}, {s,1}}

Pivot s:
clausole non contenenti né s né —s: {t, ~w}, {w};
Ris,({—s}, {s.1}) = {t}:
{t, ~w}, {w}, {t}}

La clausola {¢t, —w} pud essere soppressa perché e presente la clausola {t} in essa
contenuta. Siamo cosi ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{w} {3}

Pivot w:
clausole non contenenti né w né —w: {t};

Non ci sono risolventi da calcolare!

{3}

Pivot ¢:
-

Avendo ottenuto I’insieme vuoto di clausole, possiamo concludere che K é
soddisfacibile. Una valutazione v che soddisfa K si definisce sulle variabili procedendo “a
ritroso” dall’ultimo insieme di clausole via via fino al primo. Si pud porre

v(t) =1, v(w):=1, v(s) =0, v(p):=0, v(ig):=0 e v(r):=0.

|[Esercizio L1.10]

Siano A, B, C, D, E, F, G variabili proposizionali. Si dica, motivando la risposta, se il
seguente insieme di clausole e soddisfacibile; e nel caso che la risposta sia affermativa si trovi
un’interpretazione che lo soddisfa:

{{A, -B}, {C,-D}, {-C,-D,-E,-F}, {E -G}, {-F G}, {B,-C} {C, D, E F}
{-A F}, {D,-E}, {A B,G}}

Soluzione — Applichiamo I’algoritmo di Davis-Putnam.
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Pivot A:
clausole non contenenti né A né -A:
{C,-D}, {—-C,-D, -E, -F}, {E, =G}, {-F, G}, {B, -C}, {C,D,E, F}, {D, —E};

RiSA({A! _‘B}! {_'A1 F}) = {"B, F} ;
Risa({A,B,G}, {-A,F}) = {B,F,G};

{{C, -b}, {-C, -D, -E, -F}, {E, -G}, {-F, G}, {B,-C}, {C,D,E, F}, {D, -E}, {-B,F},
{B, F, G}}

Pivot B:
clausole non contenenti né B né -B: {C, -D}, {-C, -D, -E, -F}, {E, -G}, {-F,G},{C,D,E, F},{D, -E};

Riss({B, =C}, {~B, F}) = {~C,F};
Riss({B, F, G}, {-B,F}) = {F,G};

{{C, -b}, {-C, -D, -E, -F}, {E, -G}, {-F, G}, {C, D, E, F}, {D, -E}, {-C,F}, {F, G}}

Pivot C:
clausole non contenenti né C né —C: {E, -G}, {-F, G}, {D, —E}, {F, G};

Risc({C, -D}, {-C, -D, —E, -F}) = {-D, —E, -F};

Risc({C, _'D}v {_'C! F}) = {_‘D, F},

Risc({C,D,E, F}, {-C,-D, -E,-F}) = {D, -D, E, —E, F, =F} (si sopprime perché tautologia) ;
Risc({C,D,E,F}, {-C,F}) = {D,E,F};

{{E, -G}, {-F G}, {D,-E}, {F G}, {-D,-E,—-F}, {-D,F}, {D,E F}}

Pivot D:
clausole non contenenti né D né —D: {E, -G}, {-F, G}, {F, G};

RiSD({D, ﬂE}, {—\D, -E, —\F}) = {ﬂE, —\F} ;

Ris;({D, —-E}, {-D,F}) = {-E,F};

Ris;({D, E, F}, {-D, —E, =F}) = {E, —E, F, =F} (si sopprime perché tautologia) ;
Ris,({D, E,F}, {—-D,F}) = {E,F};

{E, -G}, {-F, G}, {F, G}, {-E, -F}, {-E,F}, {E, F}}

Pivot E:
clausole non contenenti né E né —E: {-F, G}, {F, G};

Risc({E, =G}, {—E, -F}) = {-G, -F};

RiSE({EI _'G}! {"E, F}) = {_'Gl F}:

Rise({E, F}, {—E, —=F}) = {F, —=F} (si sopprime perché tautologia) ;
RisE({Ev F}, {_\E, F}) = {F},

{{_|F, G}, {F’ G}, {_‘Fa _'G}1 {F, _'G}! {F}}
Le clausole {F, G} e {F, =G} si possono sopprimere perché ¢ presente la clausola {F}

in esse inclusa (cfr. oss. 2.9.7 negli appunti di logica). Siamo dunque ricondotti a considerare
I’insieme di clausole

{{-F. G}, {-F, =G}, {F}}
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Pivot F:

Ris:({-F, G}, {F}) = {G};
Rise({-F, -G}, {F}) = {-G};

{G}, {-G}}

Pivot G:
Risc({G}, {-G}) = [I;
{03

Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la clausola
vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dal quale siamo partiti € soddisfacibile.

|Esercizio L1.11]
Siano z, y, z e t variabili proposizionali, e sia
a=@@—=>)AN{t—(E—=y)AE—2);

=z —y.
Si dica, motivando la risposta:
(2) se (3 & conseguenza logica di «;
(i7)  se a e B sono logicamente equivalenti.

Soluzione — Poiché « é congiunzione di enunciati I’ultimo dei quali e t — z e poiché
né ¢t né z compaiono in (3, possiamo dire immediatamente che o € 4 non sono logicamente
equivalenti: infatti qualunque valutazione di verita per la quale siano falsi x e z e vero ¢
soddisfa 3 ma non soddisfa «.

Adesso verifichiamo se 3 & conseguenza logica di «, trasformando o A =3 in un
insieme di clausole e controllando con I’algoritmo di Davis-Putnam se I’insieme di clausole
cosi ottenuto e soddisfacibile (se non lo e, possiamo concludere che o E ().

Scriviamo « in forma normale congiuntiva:

a=(z VALY zVYy) AtV 2);
scriviamo la negazione di 3 in forma normale congiuntiva:
B =xN—y;
scriviamo a A = in forma normale congiuntiva:
aAN-B=Cz V)ALV z2VyY) ALV 2) Az Ay,
scriviamo I’insieme di clausole che vogliamo controllare se e soddisfacibile:

{{"[L‘, t}v {yv iz, _'t}v {Z! _'t}! {ZIZ‘}, {_'y}}

Applichiamo I"algoritmo di Davis e Putnam.
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pivot x:
clausole non contenenti né x né —x: {y, -z, —t}, {z, -t} {-v};
Ris,({-z,t}, {z}) = {t};
Hy, =z —t} {z —t} -k {83}

pivot y:
clausole non contenenti né y né —y: {z, —t}, {t};
Ris,({y, =z, —t}, {~y}) = {2, ~t};
=t} {t} {~z 3}
pivot z:
clausole non contenenti né z né —z: {t};

Ris. ({z, —t}, {—z,—t}) = {~t};
{t} {—t}}

pivot ¢:

Ris,({t}, {~t}) = I
{0}

Dunque I’insieme di clausole da cui siamo partiti non & soddisfacibile, e possiamo
concludere che o F .

|[Esercizio L1.12]

Nel maniero di Shelbyville c¢’é stato un omicidio. Accurate indagini hanno permesso di
appurare senza possiblita di errore che

() se I’omicidio & avvenuto in biblioteca, allora certamente € vero almeno uno dei
seguenti fatti: I’omicidio non é avvenuto a mezzanotte, o il maggiordomo é colpevole;

(¢7)  se il maggiordomo non é colpevole, I’arma del delitto € un coltello;

(¢i7) se I’arma del delitto e un coltello e I'omicidio & avvenuto a mezzanotte, allora
I’omicidio e avvenuto in biblioteca.

Scegliendo opportune variabili proposizionali (che vanno esplicitamente dichiarate), si
formalizzino i risultati delle indagini e si dimostri che: se I’omicidio & avvenuto a mezzanotte,
allora il maggiordomo ¢ colpevole.

Soluzione — Poniamo

b := I’omicidio e avvenuto in biblioteca;
m = I’omicidio & avvenuto a mezzanotte;
¢ = il maggiordomo é colpevole;

k := I’arma del delitto e un coltello.



‘ M. Barlotti — Soluzioni per gli “Esercizi di Logica” — v. 1.1 — Capitolo L1 — Pag. 16

Dobbiamo dimostrare che
{b —-(—-mve), ¢c—k, (kAm)—b}EmM— c.
Cio equivale a dimostrare che la formula
(b—(mVe) AN(-ec—=k)AN((KAmM) —b) AmA —c
non e soddisfacibile. La scriviamo in forma normale congiuntiva
(=bV-mVe)A(eVE)YA(=kV-mVb) AmA-c

e poi la trasformiamo in un insieme di clausole al quale applichiamo I’algoritmo di Davis e
Putnam:

{{_'bv c, _'m}! {C! k}! {b, -m, _'k}! {m}, {_'C}}

pivot m:
clausole non contenenti né m né —-m: {c, k}, {—c};

RiSm({_‘b, C, —\m}, {m}) = {_\b, C},
Ris,,({b, - m, =k}, {m}) = {b, -k};

{{C, ]{J}, {_|C}, {_|b, C}v {b! _'k}}

Pivot c:
clausole non contenenti né ¢ né —c: {b, =k} ;

Ris.({c, k}, {~c}) = {k};
Ris, ({0, c}, {=c}) = {-b};

{6, —k}, {k}, {-b}}

pivot b:
clausole non contenenti né b né —b: {k};
Ris,({b, =k}, {-0}) = {-k};
kY -k}

pivot k:

Ris.({k}, {-k}) = [I;
{03

Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la
clausola vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dal quale siamo partiti €
soddisfacibile; dunque m — ¢ e conseguenza logica di {o — ((-m) Vv ¢), (=¢) — k, (k Am) — b},
come si voleva dimostrare.
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|[Esercizio L1.13]
Siano «, 3 formule della logica proposizionale. Posto

= aV (BN ()
e » i =a(a— (68— a))

si dica, motivando la risposta, se
() v, & conseguenza logica di v, ;
(42) v, & conseguenza logica di 1 ;
(i12) 1, e 1, sono logicamente equivalenti.

Soluzione — Scriviamo la tabella che esprime i valori di verita di ), e v, in funzione
dei valori di veritadi o e 3

a|B| B | BAEE) |avBAEE) | -ala—=(B=a)|ai(a— (8= o)
0jo]1 0 0 1 1 0
0[1]o0 0 0 0 1 0
1o 1 0 1 1 1 1
110 0 1 1 1 1

Poiché ogni valutazione di verita che rende vera i, rende vera anche i, v, €
conseguenza logica di 1, ; poiché ogni valutazione di verita che rende vera v, rende vera
anche 1,, 1, & conseguenza logica di ), ; poiché v, & conseguenza logica di v, e v, €
conseguenza logica di 1, v, e 1, sono logicamente equivalenti.

|Esercizio L1.14]
Siano a, b, ¢, h e k variabili proposizionali. Si stabilisca, motivando la risposta, se
(@aVO)IANDL—=h)ANEA({((a —=c)AND)VH)ERAE.
Soluzione — Sappiamo che
(@aVO)ANDB—=h)AEAN({((a —=c)AD)VH)ERAE
se e soltanto se la formula
o =(@VbANDL—=hANEAN({((ad—c)ANb)Vh)A-(hAE)
non é soddisfacibile.

Scriviamo ¢ in FNC e trasformiamola in un insieme di clausole. Si ha
e=(@VO)ANEOVAIANEAN({((—aVc)Ab)VR)A(-hV k) =
=@VO)ANEbVAYANKAN(—aVeVh)A DBV h)A(—-hV k)
e questa scrittura da luogo al seguente insieme di clausole:

{{a, b}, {=b, h}, {k}, {=a, c, h}, {b, h}, {~h, ~k}}.



‘ M. Barlotti — Soluzioni per gli “Esercizi di Logica” — v. 1.1 — Capitolo L1 — Pag. 18 ‘

Applichiamo I’algoritmo di Davis e Putnam scegliendo come primo pivot &, che
compare in una clausola di lunghezza minima.

Pivot k:
clausole non contenenti né k né —k: {a, b}, {-b, h}, {—a, ¢, h}, {b, h};
Ris,({k}, {—h, ~k}) = {=h};
{{a, b}, {=b, h}, {~a,c,h}, {b,h}, {=h}}

Pivot h:
clausole non contenenti né i né —=h: {a, b};

Ris, ({—b, h}, {=h}) = {=b};
Rish({_'al c, h}v {_'h}) = {"(L, C}v
Ris, ({b, h}, {~h}) = {b};

{{a, b}, {=b}, {~a, c}, {b}}

La clausola {a, b} si puo sopprimere perché é presente la clausola {b} in essa inclusa (cfr. oss.
2.9.7 negli appunti di logica). Siamo dunque ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{0}, {~a,c}, {b}}

Pivot b:
clausole non contenenti né b né —b: {—a, c};
Ris, ({0}, {=0}) = [I;
{~a,c}, [I}

Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la
clausola vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dal quale siamo partiti €
soddisfacibile; dunque h Ak € conseguenza logicadi (avd)A (b — h)AkA(((a— c)Ab)VhR).

|[Esercizio L1.15]

Siano p,q,r,s,t e w variabili proposizionali. Si dica, motivando la risposta, se il seguente
insieme K di clausole e soddisfacibile; e nel caso che la risposta sia affermativa si trovi una
valutazione di verita che lo soddisfa:

K:== {{p! _'q}! {T‘, _'S}v {_'p! g, _'t}! {t, _'w}! {w}v {Sv _'p}l {p! q, t}, {_|7“}, {rv S, U)}}

Soluzione — Utilizziamo I’algoritmo di Davis-Putnam.

Poiché {w} C {r, s, w}, la clausola {r, s, w} puo essere soppressa (cfr. oss. 2.9.7
negli appunti di logica), e siamo ricondotti a considerare I’insieme di clausole

Wp, ~q}, {r, s}, {=p, ~q, ~t}, {t, ~w}, {w}, {s, =p}, {p, ¢, t}, {~r}}
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Pivot r:
clausole non contenenti né r né —r: {p, ¢}, {—p, —q, —t}, {t, ~w}, {w}, {s, 7p}, {p, ¢, t};
Ris,({r, s} {-r}) = {-s};
o —a}, {=p, ~q, =}, {t, ~w}, {w}, {s, ~p}, {p, ¢ 1}, {~s}}

Pivot s:
clausole non contenenti né s né —s: {p, ~¢}, {—-p, ~q, -t} {t, ~w}, {w}, {p, ¢, t};
Ris,({s, =p}, {=s}) = {-p};
v~} {=p, ~q, ~t} {t, ~w} {w}, {p, ¢, 1}, {-p}}

Pivot p:
clausole non contenenti né p né —p: {t, ~w}, {w};

Ris,({p, ~¢}, {-p}) = {—q};
Risp({pv q, t}’ {_‘p}) = {q1 t} ;
Ris,({p, ~¢}, {-p,~q, -t}) = {~q, -t} (sisopprime perché include la clausola {-¢} gia ottenuta) ;

Ris,({p, ¢, t}, {=p, ¢, ~t}) = {q, t, ~q, —t} (si sopprime perché tautologia) ;

Wt ~wh {w} {~q} {g.t3}

Pivot ¢:
clausole non contenenti né g né —q: {t, ~w}, {w};

Ris,({~q} {a.1}) = {t}:
{t, ~w}, {w}, {t}}

Pivot ¢:
clausole non contenenti né ¢ né —t: {w};

Non ci sono risolventi da calcolare!

Hw}}

Pivot w:

-

Avendo ottenuto I’insieme vuoto di clausole, possiamo concludere che K é
soddisfacibile. Una valutazione v che soddisfa K si definisce sulle variabili procedendo “a
ritroso” dall’ultimo insieme di clausole via via fino al primo. Si puo porre

vw) =1, v(t) =1, v(g) =0, v(p):=0, v(s)=0 e v(r)=0.

|Esercizio L1.16]

Siano p,q,r,s,t e w variabili proposizionali. Si dica, motivando la risposta, se il seguente
insieme K di clausole e soddisfacibile; e nel caso che la risposta sia affermativa si trovi una
valutazione di verita che lo soddisfa:

K:= {{pl _'q}v {q}v {t! _|U)}, {T‘, _|8}, {_'pv -r, _|S}, {w! _|T}, {p! r, 8}! {"t}, {QI t, w}}
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Soluzione — Utilizziamo I’algoritmo di Davis e Putnam.

Osserviamo subito che la clausola {q, ¢, w} pu0 essere soppressa perché include I’altra
clausola {q} (cfr. oss. 2.9.7 negli appunti di logica), cosicché considereremo anziché K il
seguente insieme di clausole:

{{pl _'q}v {q}v {t! _'w}! {T‘, _|8}, {_'pv -r, _|S}, {w! _|T}, {p! r, 3}! {_'t}}

Pivot ¢:
clausole non contenenti né g né —q: {t, ~w}, {r, =s}, {-p, =r, =s}, {w, =r}, {p, r, s}, {-t};

Ris,({p, =} {¢}) = {r};
{{t! _|U)}, {7’, _'8}! {_'p’ -, _'S}! {w, _'T}! {pl T, S}! {_'t}! {p}}

Poiché {p} C {p,r, s}, la clausola {p, r, s} puo essere soppressa, e siamo ricondotti a
considerare I’insieme di clausole

Wt ~w} {r, —s} {=p, -, —s}h {w, ~r} {-t} {p}}

Pivot p:
clausole non contenenti né p né —p: {t, —w}, {r, =s}, {w, -r}, {-t};

Ris,({-p, =, s} {p}) = {=r, =s};
Wt ~w}, {r, —s} {w, =r} {7t} {-r, ~s}}

Pivot ¢:
clausole non contenenti né ¢ né —t: {r, —s}, {w, —r}, {-r, —s};

Ris; ({t, ~w}, {~t}) = {~w};
r, s} {w, =r}, {-r,—s}, {~w}}

Pivot w:
clausole non contenenti né w né —w: {r, —s}, {-r, —s};

Ris,{w, -7}, {~w}) = {~r};
{{T! _‘8}! {_|T‘, _'S}’ {_'T}}

Poiché {—r} C {—r,—s}, la clausola {—r,—s} pud essere soppressa, e siamo
ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{{r, ~s}h {~r}}

Pivot r:

Ris,({r, ~s}, {=r}) = {-s};
{—s}}

.

Avendo ottenuto I’insieme vuoto di clausole, possiamo concludere che K é
soddisfacibile. Una valutazione v che soddisfa K si definisce sulle variabili procedendo “a
ritroso” dall’ultimo insieme di clausole via via fino al primo. Si pud porre

v(s) =0, v(r) =0, v(w)=0, vt) =0, v(p):=1 e v(g):=1.

Pivot s:
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|Esercizio L1.17]

Siano A, B, C, D, E, F, G variabili proposizionali. Si dica, motivando la risposta, se il
seguente insieme di clausole é soddisfacibile; e nel caso che la risposta sia affermativa si trovi
un’interpretazione che lo soddisfa:

{{A, -B}, {C,-D}, {-A -B,-F, -G}, {E, —-F}, {-E G}, {-A D}, {A B,F G},
{-C,F}, {B,-G}, {C,D,E}}
Soluzione — Applichiamo I"algoritmo di Davis-Putnam:

Pivot A:
clausole non contenenti né A né -A: {C, -D}, {E, —-F}, {-E, G}, {-C, F}, {B, -G}, {C,D, E};

Risa({A, =B}, {-A, -B, =F, =G}) = {-B, —F, =G};

RiSA({A’ _'B}! {_'A! D}) = {_‘B! D}n

Risa({A, B, F, G}, {—A, =B, -F, =-G}) = {B, F, G, =B, —F, =G} (si sopprime perché tautologia) ;
Risa({A, B, F, G}, {-A,D}) = {B, D, F, G};

{{c, -D}, {E, -F}, {-E, G}, {-C, F},{B, -G}, {C, D, E}, {-B, -F, -G},{-B, D},{B, D, F, G}}

Pivot B:
clausole non contenenti né B né —B: {C, -D}, {E, —-F}, {-E, G}, {-C,F}, {C,D, E};

Risg({B, =G}, {~B, -F, =G}) = {-F, -G};

RiSB({B, _|G}, {_'B! D}) = {Dv _'G};

Risg({B, D, F, G}, {—B, —-F, =G}) = {D, F, G, =F, =G} (si sopprime perché tautologia) ;
Risg({B, D, F, G}, {-B, D}) = {D, F, G};

{{C, -D}, {E, -F}, {-E, G}, {—-C, F}, {C, D, E}, {-F, -G}, {D, -G}, {D,F, G}}

Pivot C:
clausole non contenenti né C né —C: {E, —-F}, {-E, G}, {-F, -G}, {D, -G}, {D,F, G};

RiSC({C, _\D}, {_‘Cr F}) = {ﬂDl F}!
Risc({C, D, E}, {-C,F}) = {D, E, F};

{{E, -F}, {-E, G}, {-F, -G}, {D, -G}, {D,F, G}, {-D, F}, {D,E, F}}

Pivot D:
clausole non contenenti né D né —D: {E, —F}, {-E, G}, {-F, -G};

RiSD({D! _‘G}! {_‘D! F}) = {F! _‘G}v
RiSD({D, F, G}v {_‘Dv F}) = {Fv G}v
Risp({D, E, F}, {-D, F}) = {E, F};

{{E! _'F}! {_'E! G}! {_'F’ _'G}, {F! _'G}! {F! G}! {E! F}}

Pivot E:
clausole non contenenti né E né —E: {-F, -G}, {F, -G}, {F, G};

RiSE({El _|F}, {_'El G}) = {_'F, G}1
Rise({E, F}, {—E, G}) = {F, G} (si sopprime perché gia presente) ;

{{_'F! _'G}! {F’ _|G}, {F! G}! {_'F’ G}}
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Pivot F:

RiSF({_'Fi _'G}v {F, _‘G}) = {_\G},

Risg({—F, =G}, {F, G}) = {—G, G} (si sopprime perché tautologia) ;
Risg({—F, G}, {F, =G}) = {G, =G} (si sopprime perché tautologia) ;
RiSF({_‘F! G}, {Fv G}) = {G,},

{{~G} {G}}

Pivot G:
{03

Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la
clausola vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dato é soddisfacibile.

|Esercizio L1.18]
Siano a, b, ¢, d, e, f variabili proposizionali, e sia

p=(c=>dANN(eV)—=a)A{cAf)—1b)—(c—Db)
Si dica, motivando la risposta,

(7) se ¢ € soddisfacibile;
(7i) se =y e soddisfacibile;
(7i7) se o € una tautologia;
(7v) se —p € una tautologia.

Soluzione — La ¢ e un’implicazione, quindi & certamente vera se la sua premessa €
falsa; tale premessa € una congiunzione, quindi é falsa in ogni interpretazione che rende falso
uno tei termini congiunti. Possiamo rendere falso (¢ — (d A f) valutando ¢ vero e d falso;
qualunque valore di verita la nostra valutazione assegni poi alle variabili a,b,e ed f, la ¢
risultera vera. Dunque ¢ e soddisfacibile, da cui immediatamente possiamo dedurre che —p
non € una tautologia.

Resta da stabilire se ¢ € una tautologia, ossia se = non e soddisfacibile. Poiché
= ((c—=@AA(eV )= a)A(cAf)— b)) A-(c— D)
possiamo usare per — la notazione “per clausole”, nella quale essa si scrive come

{{_'C! d}v {_'C! f}l {_'6! CL}, {_'fv a}! {b! —-C, _'f}! {C}! {_'b}} .

Applichiamo I’algoritmo di Davis-Putnam per stabilire se —¢ & soddisfacibile:

pivot b:
clausole non contenenti né b né —b: {—c, d}, {—c, [}, {a, —e}, {a, =} {c};
Ris, ({6, —¢, =f} {=b}) = {~c, =/}
{~c.d}, {—c, [} {a, —e} {a,~f} {c} {—e, = f3}
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pivot c:
clausole non contenenti né ¢ né —c: {a, —e}, {a, =f};

Ris.({-c, d}, {c}) = {d};
RiSC({_‘C, f}v {C}) = {f}u
Risc({—c, ~f} {c}) ={~/};

Ha, —e}, {a,~f} {d}, {73 /3

pivot d:
clausole non contenenti né ¢ né —c: {a, —e}, {a, - f}, {f} {—f};

Non ci sono risolventi da calcolare!

Ha, —e}, {a, =/} {f} -/}

Poiché {—f} C {a,—~f}, laclausola {a, = f} puo essere soppressa (cfr. 0ss. 2.9.7 negli
appunti di logica), e siamo ricondotti a considerare I’insieme di clausole

Ha, —e}, {73 /1

pivot f:
clausole non contenenti né f né —f: {a, —e};

Ris;({/}, {-/H =1
{{CL, _'6}! I:l}
Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la

clausola vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dal quale siamo partiti €
soddisfacibile; dunque — non é soddisfacibile, e & una tautologia.

|[Esercizio L1.19]
Siano a, b, p, q, s e t variabili proposizionali, e sia

pr=@—=>QA@P—=bAN(s—=>ONT—-p A(gVsVi);
0y =(@VbVp A=(gNsAt);
Y i=a—b.

Si dica, motivando la risposta, se ) & conseguenza logica di {y1, .} .

Soluzione — Si ha che
{pn, 3 F Y

se e soltanto se ¢, A o, A =20 non e soddisfacibile.

D’altro lato,
©1 Ny N =
=(a—=>)Drp—=0Ar(s—=)At—=pA(gvsvi)r(avbvp)A-(grsrt)r—(a — D) =
=aVOAEPVOAGESVEHAEEVPIA(QY SVE)A(@V OV DP)A (=g V —sV—t)A(aA-b).
Quest’ultima formula é in FNC e si traduce nel seguente insieme di clausole:

{{_‘a’ Q}, {_‘p; b}! {_‘8! t}! {ﬂt! p}! {q! S, t}’ {CL, b’ p}’ {_‘Ql S, —\t}, {a'}’ {_‘b}}
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Poiché {a} C {a,b, p}, la clausola {a, b, p} puo essere soppressa (cfr. 0ss. 2.9.7 negli
appunti di logica), e siamo ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{{—\CL, q}v {_'p! b}v {_'51 t}, {_‘tv p}v {qv S, t}’ {_‘Q! —S, _'t}! {CL}, {_‘b}}

Utilizziamo I’algoritmo di Davis-Putnam per decidere se tale insieme di clausole e
soddisfacibile.

Pivot a:
clausole non contenenti né a né —a: {—p, b}, {—s,t}, {~t, p}, {¢, s, t}, {~q, —s, —t}, {-b}:

Ris,({-a, ¢}, {a}) = {q};
{{ﬁp! b}, {ﬁsv t}v {—|t, p}l {QI S, t}! {_‘Q! -8, ﬁt}! {_‘b}! {q}}

Pivot b:
clausole non contenenti né b né —b: {—s,t}, {-t, p}, {q, s, t}, {—q, —s, -t} {q¢};

Ris,({=p, 0}, {~b}) = {-1}:
st} -t ph {as s, th g, -, =t} {q}, {-r}}

Pivot p:
clausole non contenenti né p né —p: {—s, t}, {q, s, t}, {—q, —s, ~t}, {q};
Ris,({-t, p}, {-p}) = {~t};
{-s.t} {a. s, 1} {~q, -s, -t} {a}, {-t}}
Poiché {q} Cc {q,s,t} e {q} C {q,s,t}, leclausole {q,s,t} e {q,s,t} possono
essere soppresse, e siamo ricondotti a considerare I’insieme di clausole

stk {g}, {13}

Pivot ¢:
clausole non contenenti né ¢ né —q: {—s, t}, {-t};

Non ci sono risolventi da calcolare!

{{-s. t} {-t}}

Pivot ¢:

Ris,({-s, t}, {~t}) = {-s};
{~s}}

Pivot s:
{}.

Avendo ottenuto I’insieme vuoto di clausole, possiamo concludere che K e
soddisfacibile : .dunque 1 non & conseguenza logica di {y,, ©,}. Qualunque valutazione di
verita v che soddisfi K soddisfa sia ¢, che ¢, e non soddisfa ¢ ; possiamo trovarne una
ripercorrendo “a ritroso” il percorso seguito nell’algoritmo di Davis-Putnam. Si trova che deve
essere

v(s) =0, v(t) =0, v =1, v(p) =0, v() =0 e v(a):=1.



‘ M. Barlotti — Soluzioni per gli “Esercizi di Logica” — v. 1.1 — Capitolo L1 — Pag. 25

|[Esercizio L1.20]

I glottologi stanno studiando certi caratteristiche fonetiche delle lettere, alcune delle quali
sono state classificate come lettere grufie. Non preciseremo qui la definizione di “grufia” per
una lettera; ci bastera sapere che:

©) se “f” e una lettera grufia, anche “¢” e “i” sono lettere grufie;

(¢7)  se almeno una fra la “A” e la “i” € una lettera grufia, allora “d” non € una
lettera grufia;

(¢2¢) senon e grufianéla“f” néla*“h”, allora“e” e una lettera grufia.
Definendo opportune variabili proposizionali per formalizzare i fatti esposti in (z), (i7) e (i),
si dica, motivando la risposta, se dalle (7), (i7) e (zi7) si puo dedurre come conseguenza logica

(oppure no) che
°) se “d” e una lettera grufia, anche “e” lo é.

Soluzione — Introduciamo le seguenti variabili proposizionali:

p = “f éuna lettera grufia”; p, = “g € una lettera grufia”;
ps == “i @ una lettera grufia”; p, == “h € una lettera grufia”;
ps == “d € una lettera grufia” ; ps = “e € una lettera grufia” .

Le (2), (i7), (i22) e (°) si possono allora scrivere come
(7) p — (p, A ps) ; OVVero, in forma normale congiuntiva: ((=p,) v 2.) A ((=p) V ps) ;
(17)  (psV p1) — (mps); ovvero, in FNC: ((—ps) V (=p5)) A ((5p0) V (515)) ;
(#i7)  ((—=p) A (—ps)) — pe; Ovvero, iNnFENC: p, V p, V ps;
® ps — pe; OVVEro, in FNC:  (—ps) V ps .
Ci viene chiesto di stabilire se & vero che
{{(=p) vp) A (=) Vi), ((ps) v (5s)) A(5pa) v (p5)), PV pa vV e} F (2ps) V g
ossia se non e soddisfacibile la formula (gia in FNC)

((=p1) v p2) A(mp1) Vv ps) A(=ps) Vv (ps)) A ((Fpa) v (505)) A (D1 V PV ps) A ps A .

Trasformando tale formula in un insieme di clausole, possiamo applicare I’algoritmo di
Davis-Putnam:

{{—p.. 0.}, {—p. s} {=ps, 0} {=pi, =05}, {ppips}, {ps} {—pe}}-

Pivot p;:
clausole non contenenti né p; né —p;: {—p,, p.}, {~p1, 2:}, {P1, P1, Ps}, {Ps};

Rispa({_‘p:;, =p:} {p:}) = {~p:};
Ris,, ({—ps, =p:}, {p:}) = {-n.}s

{—»p. .}, {-p. s}, {pipips}s {-ps}s {—ps} {—pi}}
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Pivot p,:
clausole non contenenti né p, né —p,: {-p,, p.}, {p1, P1, P}, {-Ps}, {—-P.};
Ris), ({=p1. p:}, {=p:}) = {-p.};
{-p.p}, A{pupup}, {-ps} {—p}, {-p}}

Poiché {—p,} C {-p:, p.}, laclausola {—p,, p.} puo essere soppressa (cfr. 0ss. 2.9.7
negli appunti di logica), e siamo ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{p. pi o} -} -} (o3}

Pivot p;:
clausole non contenenti né p, né —p;: {-ps}, {-p.};
Ris, ({1, P o} {70 3) = {p1, 2}
{{—ps}, {—p} {ps, ps}}

Pivot p;:
clausole non contenenti né ps Né —p;: {—p.};
Ris), ({=ps} {1, 2s}) = {n:}:
{-n} {pd}

Pivot p,:
Ris,,({—».}. {p.}) = [I;
{03

Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la
clausola vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dal quale siamo partiti e
soddisfacibile; dunque (°) € conseguenza logica delle (), (i7) e (ii1).

[Esercizio L1.21]
Siano «, @ formule della logica proposizionale. Posto
Y= aV(BA(H)
e Yy :=a N (B — (a— p))

si dica, motivando la risposta, se

(7) ¢, e conseguenza logica di ¢, ;
(47) 1, € conseguenza logica di v, ;
(712) 1, e 1, sono logicamente equivalenti.
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Soluzione — Scriviamo la tabella che esprime i valori di verita di v, e v, in funzione
dei valori di verita di ac e 3

a| BB BAEH) |avBEAED) |a=0|8=(a—=0)|an(B—=(a—p)
ojo]1 0 0 1 1 0
0[1]0 0 0 1 1 0
1jo]1 0 1 0 1 1
1[1]0 0 1 1 1 1

Poiché ogni valutazione di verita che rende vera 1, rende vera anche i, v, €
conseguenza logica di v, ; poiché ogni valutazione di verita che rende vera 1, rende vera
anche 1, 1, € conseguenza logica di ), ; poiché ), & conseguenza logica di v, e v, €
conseguenza logica di vy, v, e v, sono logicamente equivalenti.

|Esercizio L1.22]
Siano a, b, ¢, x e y variabili proposizionali. Si stabilisca, motivando la risposta, se
(a—=b)AN@V)AyA({(an(x—c) VD) EDbAY.
Soluzione — Sappiamo che
(a—=bAN@Vv)AyA((aN(x—Cc)VDEDAY
se e soltanto se la formula
p=(a—=bAN@@V)AyA({(aA(x—c) V) A-(bAY)
non e soddisfacibile.

Scriviamo ¢ in FNC, trasformiamola in un insieme di clausole e verifichiamo con
I’algoritmo di Davis-Putnam se tale insieme di clausole é soddisfacibile. Si ha

o=CaVoAavVze)AyA((aA(—zVe)VD)AEDbY —y) =
=(aVvV)A@Va)AyA(aVb)A(—xVeVb)A(—bV —y)
e questa scrittura da luogo al seguente insieme di clausole:
{{~a, b} {a, 2}, {y}, {a, b}, {b, ¢, ~a}, {=b, —~y}}.
Pivot y:
clausole non contenenti né y né —y: {—a, b}, {a, 2}, {a, b}, {b, ¢, ~x};
Ris,({y}, {0, ~y}) = {~b};
{{~a, b}, {a, 2}, {a, b}, {b, ¢, ~x}, {-b}}
Pivot b:
clausole non contenenti né b né —b: {a, z};

Risy({—a, b}, {~-b}) = {—a};
Risy({a, b}, {-0}) = {a};
Risy ({0, ¢, ~x}}, {-b}) = {c, z};

Ha, 2}, {~a}, {a}, {c, ~z}}
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Poiché {a} C {a,x}, laclausola {a,z} pu0 essere soppressa (cfr. 0ss. 2.9.7 negli
appunti di logica), e siamo ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{{~a}, {a}, {c,~z}}

Pivot a:
clausole non contenenti né a né —a: {c, —x};
Ris,({-a}, {a}) = [I;
e, —=}, [0}

Abbiamo ottenuto un insieme di clausole non soddisfacibile (perché vi appare la
clausola vuota): pertanto nemmeno I’insieme di clausole dal quale siamo partiti €
soddisfacibile; dunque la formula bAy € conseguenza logica della formula
(a—=bAN@Vvx)ANyA({(aN(x—c)VD).

|Esercizio L1.23]

Siano a,b,c,d,p e g variabili proposizionali. Si dica, motivando la risposta, se il seguente
insieme K di clausole & soddisfacibile; e nel caso che la risposta sia affermativa si trovi una
valutazione di verita che lo soddisfa:

K:= {{CL, _'b}! {b}! {(I, C, d}! {pl _‘Q}, {C, _|d}, {_'CL, e _'d}! {Q! —|C}, {_'p}’ {b! D, q}}

Soluzione — Utilizziamo I’algoritmo di Davis-Putnam.

Pivot b:
clausole non contenenti né b né —b: {a, ¢, d}, {p, ~q}, {c, ~d}, {—a, —¢, =d}, {q, ~c}, {-p};
Ris,({a, =0}, {b}) = {a};
Ris,({a, b}, {b, p, ¢}) = {a, p, q} (si sopprime perché include la clausola precedente) ;
{{a, ¢, d}, {p. —a}, {c, ~d}, {~a, —c, =d}, {q, =c}, {-p}, {a}}

Poiché {a} C {a,c,d}, laclausola {a,c,d} puo essere soppressa (cfr. 0ss. 2.9.7
negli appunti di logica), e siamo ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{{p! _‘Q}, {C! _'d}! {_'CL, -c, _'d}’ {q’ —|C}, {—'p}, {(I}}

Pivot a:
clausole non contenenti né a né —a: {p, —q}, {¢, ~d}, {q, ~c}, {—p};
Ris,({-b, ¢, =d}, {a}) = {~c, ~d};

{{pv _'q}! {Cv _'d}v {qv _'C}v {_'p}! {_|C, _'d}}

Pivot p:
clausole non contenenti né p né —p: {c, =d}, {q, —c}, {—¢c, ~d};
Ris,({p, ~¢}, {-p}) = {~q}:
e, ~d} {g,~c}, {-e, ~d}, {~q}}
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Pivot ¢:
clausole non contenenti né g né —q: {c, =d}, {—c, =d};
Ris,({g, ~c}, {~q}) = {~c};
e, ~d}, {~c,~d}, {~c}}

Poiché {-c} C {—c¢,~d}, laclausola {—c,—d} pud essere soppressa, € siamo
ricondotti a considerare I’insieme di clausole

{{e, ~d}, {—c}}
Pivot c:
Ris.({c, ~d}, {~c}) = {~d};
{{~d}}

Pivot d:
{3

Avendo ottenuto I’insieme vuoto di clausole, possiamo concludere che K é
soddisfacibile. Una valutazione v che soddisfa K si definisce sulle variabili procedendo “a
ritroso” dall’ultimo insieme di clausole via via fino al primo. Si puo porre

v(d) =0, v(c) =0, v(q):=0, v(p) =0, v(@=1 e vb):=1.



