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2. — Soluzione degli esercizi su: dimostrazioni per induzione.

Esercizio 2.1
Si dimostri che per ogni numero naturale » si ha

n
14+ 227‘, — ontl
i=0
Soluzione — Procediamo per induzione su n. Se n := 0, I’'uguaglianza da dimostrare
diventa
1 + 20 — 20+1

ossia

1+41=2

quindi é vera. Supponiamo allora che (ipotesi di induzione) I’uguaglianza sia vera per n, e
dimostriamola per n + 1. Vogliamo quindi provare che

n+l )
1+ Z 20 = 2,
=0
Si ha in effetti
n+l n
1+ Z 2=1+ 227’ + 2"*1 = (applicando I'ipotesi di induzione) = 2"+ 27+l = 2. Qntl — 9gn+2
=0 =0

come si voleva.

Esercizio 2.2
Si dimostri che per ogni numero naturale n
13%" —168n — 1 e divisibile per 28 224 .
Soluzione — Procediamo per induzione su n.
Sen:=0, 13*Y—-168-0—1=1—1=0 é certamente divisibile per 28 224 .
Supposto allora che 132" — 168n — 1 sia divisibile per 28 224, dimostriamo che anche

1320+ — 168(n 4+ 1) — 1
loe.
In effetti,

13200 — 168(n + 1) — 1 = 1372 — 168n — 168 — 1 = 13> - 132 — 168n — 168 — 1 =
= 132" . 169 — 169 - 168n + 168 - 168n — 169 = 169(13?" — 168n — 1) + 168°n
e questo numero & divisibile per 28 224 ( = 168?) tenendo conto dell’ipotesi di induzione.
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Esercizio 2.3

Sia X:={x € N/x > 6}. Si dimostri che
3" < n!
per ognin € X.

Soluzione — Procediamo per induzione su n applicando il teorema 2.3.1 con n, := 7.
Verifichiamo in primo luogo che
3T <.
In effetti, 3" = 2187 < 5040 = 7!.

Adesso supponiamo l'asserto vero per n e dimostriamolo per n + 1. Dobbiamo cioé provare
che

gl (n+ 1)!
supponendo chesia 3" <n! e 6 <n.Siha
3t =3.3"<3-(n!)

moltiplicando per 3 ambo i membri dell'ipotesi di induzione (come e lecito fare, perché
3 > 0). Daltro lato, moltiplicando per n! ambo i membri della disuguaglianza 3 < n + 1
(come e lecito fare, perché n! > 0) si trova che

3-(n)y<(n+1)-(n!)=(Mm+1)!
e dungue
3 < (n+1)!
come si voleva.

Esercizio 2.4
Si dimostri che per ogni numero naturale n si ha

9. (235) — gl 1
1=0

Soluzione — Procediamo per induzione su n. Se n := 0, I’'uguaglianza da dimostrare
diventa 2-3"=3""'—1 ossia 2=3-—1 quindié vera.

Supponiamo allora che (ipotesi di induzione) I’uguaglianza sia vera per n, e
dimostriamola per n + 1. Vogliamo quindi provare che

n+l
2. (Zsf) =31,
=0

Si ha in effetti

n+l no
2. (Z 31) =2- <237’) + 2. 3" = (applicando I’ipotesi di induzione) =
=0 =0

:3n+1_1+2_3n+1:3.3n+1_1:3n+2_1
come si voleva.
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Esercizio 2.5
Si dimostri che per ogni numero naturale n
11" —120n — 1 e divisibile per 14 400.
Soluzione — Procediamo per induzione su n.
Sen:=0, 112Y—-120-0—-1=1—1= 0 é certamente divisibile per 14 400.
Supposto allora che 112" — 120n — 1 sia divisibile per 14 400, dimostriamo che anche

1120+ — 120(n 4+ 1) — 1
loe.
In effetti,
1120+) —120(n 4+ 1) — 1 = 112"+2 — 120n — 120 — 1 = 112" - 112 — 120n — 120 — 1 =
=112".121 — 121 - 120n + 120 - 120n — 121 = 121(11?" — 120n — 1) + 120°n
e questo numero & divisibile per 14 400 ( = 120?) tenendo conto dell’ipotesi di induzione.

Esercizio 2.6
Si dimostri che per ogni n € N\{0} si ha

i 1 _ 1
K — n '
=1
Soluzione — Procediamo per induzione su n. Per n = 1 si deve verificare che
1 1
12 1
cioe 1 <1 ecioéimmediato. Supponiamo allora che I’asserto sia vero per n e proviamolo
per n + 1. L’ipotesi di induzione €

< 2-

n

ZL < 9_ L
k2 = n

k=1

e dobbiamo provare che
n+1

1
Zkz—_n—kl'

Ricordando I’ipotesi di induzione possiamo scrivere che

n+1 n

1 1
Z T=Y Ty <2t e

k=1

Per provare I’asserto bastera allora mostrare che

1 1 1
w T (n+1)? < 2- n+1
ossia che
<l _ 1 _ 1
(n—&-l)2 — n n+l = n(n+l1)

ma quest’ultima disuguaglianza & ovvia perché (n + 1)> > n(n + 1) per ogni n € N.
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Esercizio 2.7

k(k+1)

Per ogni numero naturale k, sia  a, = —=

Si dica, motivando la risposta, se & vero che per ogni n € N si ha

Zak _ n(n—i—lé(n-i—?) .

Soluzione — L’uguaglianza proposta si dimostra facilmente per induzione su n.

E vera per n := 0, perché Zak =g = L — o = D0+10+2)
Supponiamo allora (ipotesi di induzione) che sia iak = W e
k=0
dimostriamo che ”ilak = lptDea2ntd) |
k=0
In effetti,

n+1
Zak _ Zak'i'an-o—l _ n(n—&—lé(n—i—?) + (n+1)2(n+2) _ n(n—&—lg(n—&-Q) + 3(n+lg(n+2) _

_ n(n+1)(n+2) + 3(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)
- 6 [§

come si voleva dimostrare.

Esercizio 2.8
Si dimostri che per ogni numero naturale n > 2 é

n
ko __ n+2
2y =2

Soluzione — Indichiamo con P(n) I’uguaglianza proposta, che si deve dimostrare vera
per ogni numero naturale n > 2. Conviene procedere per induzione su n .

Per n = 2 si deve verificare che

2
Zik: 224;2

ossia che

In effetti,
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Adesso supponiamo che P(n) sia vera, e dimostriamo che € vera anche P(n + 1). Si ha

k k 1
o = 9r + g
k=1 k=1
ma per I’ipotesi di induzione é
n
ko _ n+2
ZT =2-5

dunque

n+1

+

n
k. _ k n+l __ n+2 n+l __ n+2 n+l\ __
Q_L—Zg_k+ ont1 —2_ on + on+1 —2_( on 2n+1)—
k=1

>
Il

1

2n+4-—n—1 __ n+3 __ (n+1)42
2- S =2- 5 =2 - 5

ossia la P(n + 1) come si doveva dimostrare.

Esercizio 2.9

Si dimostri che per ogni numero naturale n si ha

4 . (251) — 5n+1 _ 1 .
1=0

Soluzione — Procediamo per induzione su n. Se n := 0, I’'uguaglianza da dimostrare
diventa
4.5 =51 -1
ossia
4=5-1

quindi € vera. Supponiamo allora che (ipotesi di induzione) I’uguaglianza sia vera per n, €
dimostriamola per n + 1. Vogliamo quindi provare che

n+1 )
4 . (Z51> — 51L+2 _ 1 i
i=0
Si ha in effetti

n+1 n
4- (Z 5i) =4. <Z5i) + 4 - 5" = (applicando I'ipotesi di induzione) =
i=0 i=0

— 5n+1 _ 1 _|_4 5n+1 — 5 . 571,+1 _ 1 — 5n+2 _ 1

come si voleva.
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[Esercizio 2.10]
Si dimostri che per ogni numero naturale n
4% —15n —1 e divisibile per 225.
Soluzione — Procediamo per induzione su n.
Sen:=0, 4*"—-15.-0—1=1-—1=0 e certamente divisibile per 225.
Supposto allora che 42" — 15n — 1 sia divisibile per 225, dimostriamo che anche
4204 _15(n4+1) — 1

loe.
In effetti,
204 _15(n4+1) —1=4>""2 —15n —15—-1=4%"-4> — 15n— 16 =
=42 .16 — 16 - 15n 4 15 - 15n — 16 = 16(42" — 15n — 1) + 15%n
e questo numero & divisibile per 225 ( = 152) tenendo conto dell’ipotesi di induzione.

|Esercizio 2.11]

Sia X :={x € N/z > 8}. Si dimostri che
4" < n!

perognin € X.
Soluzione — Procediamo per induzione su n applicando il teorema 2.3.1 con n, := 9.
Verifichiamo in primo luogo che
4% < 9!,
In effetti, 4° = 262144 < 362880 = 9!.

Adesso supponiamo l'asserto vero per n e dimostriamolo per n + 1. Dobbiamo cioe provare
che
4 < (n+1)!
supponendo che sia 4" <n! e 8 <n.Siha
4 =44 < 4 (n)

moltiplicando per 4 ambo i membri dell'ipotesi di induzione (come e lecito fare, perché
4 > 0). D'altro lato, moltiplicando per n! ambo i membri della disuguaglianza 4 < n + 1
(come & lecito fare, perché n! > 0) si trova che

4-(n)y<(n+1)-(n!)=(Mn+1)!
e dunque
4 < (n+1)!
come si voleva.
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|[Esercizio 2.12]

Si dimostri che per ogni numero naturale n > 2 é
ZSk 5n+1 5

Soluzione — Indichiamo con P(n) I’uguaglianza proposta, che si deve dimostrare vera
per ogni numero naturale n > 2. Conviene procedere per induzione su n .

Per n = 2 si deve verificare che

2 2+1 —5
P
ossia che
Bl 45 = 25
In effetti,
5!+ 5° =5+ 25 =30 = 222
Adesso supponiamo che P(n) sia vera, e dimostriamo che e vera anche P(n + 1), cioé

che
§5k 5n+2 5
Si ha
n+1
ZSk ZSk + 5n+1
k=1
ma per I’ipotesi di induzione é
%5]{ 571+1 5

dunque

n+1 n
E k nel 5n+1_5 il 5n+1_5+4.5n+1 .
S5 = 3Bk 4 5t = S5 g o SUHEAST
k=1
5_571+1_5 - 5n,+2_5
4 - 4
ossia la P(n + 1) come si doveva dimostrare.

|Esercizio 2.13]
Si dimostri che per ogni numero naturale n si ha

6- (2771) =71,
=0
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Soluzione — Procediamo per induzione su n. Se n := 0, I’'uguaglianza da dimostrare
diventa
6 . 70 — 70+1 _ 1
ossia
6=7-1

quindi € vera. Supponiamo allora che (ipotesi di induzione) I’uguaglianza sia vera per n, €
dimostriamola per n + 1. Vogliamo quindi provare che

n+1 )
6 . (Z?z) — 71L+2 _ 1 i
i=0
Si ha in effetti

n+1 n
6 - (Z 7i) =6- <Z7i) + 6 - 7" = (applicando I'ipotesi di induzione) =
i=0 i=0

— 7n+1 _ 1 _|_ 6 . 7n+1 — 7 . 771,+1 _ 1 — 7n+2 _ 1
come si voleva.

|Esercizio 2.14]
Si dimostri che per ogni numero naturale n
3" —8n —1 edivisibile per 64.
Soluzione — Procediamo per induzione su n.
Sen:=0, 3*-8.-0—1=1-—1=0 e certamente divisibile per 64.
Supposto allora che 32® — 8n — 1 sia divisibile per 64, dimostriamo che anche
320+ _8(n+1) -1

loe.
In effetti, 3%"*D —8(n4+1)—1=3"2 -8 -8-1=3"-32-8n—-8—1=
=37 43".8-8n—-8—-1=3"-8n—1)+3".8-8=
= (3" —-8n—1)+8(32" - 1)
L’espresssione dentro la prima parentesi € divisibile per 64 in base all’ipotesi di induzione;
dobbiamo dunque dimostrare che 8(3%" — 1) & anch’esso divisibile per 64, cioé che 32" — 1 &
divisibile per 8. Ma si ha
32n _ 1 — (32)71 _ 1
ed e ben noto che questa espressione € divisibile per 3? — 1, cioé per 8.



M. Barlotti — Soluzioni per gli “Esercizi di Algebra” — v. 0.2 — Capitolo 2 — Pag. 9

|[Esercizio 2.15]

Si dimostri che per ogni numero naturale n > 2 é
Z6k 6n+1 6

Soluzione — Indichiamo con P(n) I’uguaglianza proposta, che si deve dimostrare vera
per ogni numero naturale n > 2. Conviene procedere per induzione su n .

Per n = 2 si deve verificare che

2
62+1 6
Z —
ossia che
6!+ 62 = 56
In effetti,

6! +6° =6+ 36 = 42 = =0

Adesso supponiamo che P(n) sia vera, e dimostriamo che e vera anche P(n + 1), cioé

che
n+1

Z6]€ 6n+2 6 '

Si ha
n+1

Z6k ZGk 6n+1

ma per I’ipotesi di induzione é
nile 6”“ 6
dunque

§6k = 376+ 671 = £=6 | g = 656

=1 k=1 5

6:6""'—6 _ 6"—6
5 5

ossia la P(n + 1) come si doveva dimostrare.
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|[Esercizio 2.16]

Si dimostri che per ogni numero naturale n > 2 €
ZSk 871+1 8

Soluzione — Indichiamo con P(n) I’uguaglianza proposta, che si deve dimostrare vera
per ogni numero naturale n > 2. Conviene procedere per induzione su n .

Per n = 2 si deve verificare che

2
82+1 8
Z —
ossia che
g 482 = 88
In effetti,

848 =8+64=72=2125

Adesso supponiamo che P(n) sia vera, e dimostriamo che € vera anche P(n + 1), cioé
che

n+1

Z8k 8n+2 8 .
Si ha

n+1
Z8k Z8k + 8n+1
k=1
ma per I’ipotesi di induzione é
n+1

ZSk— 8n+1 8

dunque
n+1

ko k n+l __ 8tl_8 n+l {§ntl_847.87+1 .
28 28 +8 =S 8 = =
8'8n+1—8 . 8n+2_8
7 -7

ossia la P(n + 1) come si doveva dimostrare.




