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3.  Soluzione degli esercizi su: . successioni definite per ricorrenza

Esercizio 3.1

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ # + ³ $ + ³ $+  "!+! " 8" 8 8"

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  $B  "! œ !#

che si risolve con la formula

B ³ œ     $„ *%†"!
# #

$„(È
e quindi ammette le due soluzioni  e . Il generico termine della successione! "œ & œ  #
sarà della forma

+ œ 2 † &  5 †  #8
8 8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     œ2  5 œ #
&2  #5 œ $

cosicché . Dunque2 œ 5 œ "

+ œ &   #8
8 8( ) .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ $+  "!+ œ $ † $  "! † # œ #* + ³ $+  "!+ œ ""(# " ! $ # "     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ &   # œ "#&  ) œ ""($
$ ( ) .$

Esercizio 3.2

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ # + ³ & + ³ "!+  #&+! " 8" 8 8"

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  "!B  #& œ !#
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che si può scrivere come a bB  & œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione . Il generico termine della successione sarà della! œ &
forma

+ œ 2  85 † &8
8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ #
& 2  5 œ &

cosicché  e . Dunque2 œ # 5 œ  "
+ œ #  8 † &8

8( ) .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³  #&+  "!+ œ  &!  &! œ ! + ³  #&+  "!+ œ  "#&# ! " $ " #     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,
+ œ #  $ & œ  & œ  "#&$

$ $( ) .

Esercizio 3.3

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ # + ³ & + ³  *+  '+! " 8" 8" 8

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  'B  * œ !#

che si può scrivere come a bB  $ œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione .! œ $

Il generico termine della successione sarà della forma
+ œ 2  85 † $8

8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ #
$ 2  5 œ &

cosicché  e . Dunque2 œ # 5 œ  "
$

+ œ #  † $8
8( ) .  8

$

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³  *+  '+ œ  ")  $! œ "# + ³  *+  '+ œ  %&  (# œ #(# ! " $ " #     e     .
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Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ #  $ œ $ œ #($
$ $( ) .  $

$

Esercizio 3.4

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ ' + ³ "* + ³ "!+  $+! " 8" 8" 8

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  $B  "! œ !#

che si risolve con la formula

B ³ œ     $„ *%†"!
# #

$„(È
e quindi ammette le due soluzioni  e . Il generico termine della successione! "œ # œ  &
sarà della forma

+ œ 2 † #  5 †  &8
8 8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     œ2  5 œ '
#2  &5 œ "*

cosicché  e . Dunque2 œ ( 5 œ  "

+ œ ( † #   &8
8 8( ) .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ "!+  $+ œ "! † '  $ † "* œ $ + ³ "!+  $+ œ ")"# ! " $ " #     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ ( † #   & œ &'   "#& œ ")"$
$ ( ) ( ) .$

Esercizio 3.5

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ # + ³  % + ³ ) +  #+! " 8" 8 8"a b
Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.
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 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  )B  "' œ !#

che si può scrivere come a bB  % œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione . Il generico termine della successione sarà della! œ %
forma

+ œ 2  85 † %8
8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ #
% 2  5 œ  %

cosicché  e . Dunque2 œ # 5 œ  $
+ œ #  $8 † %8

8( ) .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ ) +  #+ œ ) †  ) œ  '% + ³ ) +  #+ œ  %%)# " ! $ # "a b a b a b     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ #  $ † $ % œ  ( † '% œ  %%)$
$( ) .

Esercizio 3.6

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ " + ³ % + ³  *+  '+! " 8" 8" 8

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  'B  * œ !#

che si può scrivere come a bB  $ œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione . Il generico termine della successione sarà della! œ  $
forma

+ œ 2  85  $8
8( )a b

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ "
 $ 2  5 œ %

cosicché  e . Dunque2 œ " 5 œ    (
$

+ œ "  8  $8
8( ) .  (

$ a b
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Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³  *+  '+ œ  *  #% œ  $$ + ³  *+  '+ œ  $'  "*) œ "'## ! " $ " #     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ "  $  $ œ  ' †  $ œ "'#$
$ $( ) .  (

$ a b a b

Esercizio 3.7

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ $ + ³ % + ³ )+  "'+! " 8" 8 8"

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  )B  "' œ !#

che si può scrivere come a bB  % œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione . Il generico termine della successione sarà della! œ %
forma

+ œ 2  85 † %8
8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ $
% 2  5 œ %

cosicché  e . Dunque2 œ $ 5 œ  #
+ œ $  #8 † %8

8( ) .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ ) +  #+ œ ) †  # œ  "' + ³ ) +  #+ œ  "*## " ! $ # "a b a b a b     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ $  # † $ % œ  $ † '% œ  "*#$
$( ) .

Esercizio 3.8

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ " + ³ ! + ³ +  +! " 8" 8" 8

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.
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 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  B  " œ !#

che si risolve con la formula

B ³ œ      "„ "%†"
# #

"„ &È È

e quindi ammette le due soluzioni  e . Il generico! : " :œ œ  " œ œ       " & " &
# #

È È
termine della successione sarà della forma

+ œ 2 †  "  5 † 8
8 8a b: :( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ a b2  5 œ "
2  "  5  œ !: :

cosicché  e . Dunque2 œ œ 5 œ œ: :

    
        È ÈÈ È

& &

& & & &
"! "!

"

+ œ †  †8

8 8            & & " & & & " &
"! # "! #

È È È ÈŠ ‹ Š ‹ .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ +  + œ "  ! œ " + ³ +  + œ !  " œ  "# ! " $ " #     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ †  † œ  œ  "$

$ $                  & & " & & & " & &$ & &$ &
"! # "! # "! "!

È È È È È ÈŠ ‹ Š ‹ .

Esercizio 3.9

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ ' + ³ %# + ³ (+  *+! " 8" 8 8"

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  (B  * œ !#

che si risolve con la formula

B ³ œ      („ %*%†*
# #

(„ "$È È

e quindi ammette le due soluzioni  e . Il generico termine della! "œ œ      ( "$ ( "$
# #

È È
successione sarà della forma

+ œ 2 †  5 †8

8 8Š ‹ Š ‹      ( "$ ( "$
# #

È È
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dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     2  5 œ '

2 †  5 † œ %#      ( "$ ( "$
# #

È È

cosicché  e . Dunque2 œ $  #" 5 œ $  #"      È È"$ "$
# #

+ œ $  #" †  $  #"8

8 8Š ‹ Š ‹ Š ‹Š ‹            È È È È"$ ( "$ "$ ( "$
"$ # "$ # .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ (+  *+ œ ( † %#  * † ' œ #%! + ³ (+  *+ œ " $!## " ! $ # "     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ $  #" †  $  #" œ$

$ $Š ‹ Š ‹ Š ‹Š ‹            È È È È"$ ( "$ "$ ( "$
"$ # "$ #

œ '&"  "$  '&"  "$ œ " $!#Š ‹ Š ‹È È    # $*( # $*(
"$ "$  .

Esercizio 3.10

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ % + ³ "& + ³ "!+  #&+! " 8" 8 8"

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  "!B  #& œ !#

che si può scrivere come

a bB  & œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione . Il generico termine della successione sarà della! œ &
forma

+ œ 2  85 † &8
8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ %
& 2  5 œ "&

cosicché  e . Dunque2 œ % 5 œ  "

+ œ %  8 † &8
8( ) .
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Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³  #&+  "!+  "!!  "&! &! + ³  #&+  "!+  $(&  &!! "#&# ! " $ " #œ œ œ œ    e    .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ %  $ & œ & œ "#&$
$ $( ) .

Esercizio 3.11

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ % + ³ ' + ³ '+  *+! " 8" 8 8"

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  'B  * œ !#

che si può scrivere come a bB  $ œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione . Il generico termine della successione sarà della! œ $
forma

+ œ 2  85 † $8
8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ %
$ 2  5 œ '

cosicché  e . Dunque2 œ % 5 œ  #
+ œ %  #8 † $8

8( ) .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³  *+  '+ œ  $'  $' œ ! + ³  *+  '+ œ  &%# ! " $ " #     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ %  ' † $ œ  # † $ œ  &%$
$ $( ) .a b

Esercizio 3.12

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ ! + ³ $ + ³ "!+  ##+! " 8" 8 8"

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.
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 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  "!B  ## œ !#

che si risolve con la formula

B ³ & „ #&  ## œ & „ $È È  

e quindi ammette le due soluzioni   e  . Il generico termine della! "œ &  $ œ &  $È È
successione sarà della forma

+ œ 2 † &  $  5 † &  $8

8 8Š ‹ Š ‹È È  

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

        Š ‹ Š ‹È È2  5 œ !

2 † &  $  5 † &  $ œ $

cosicché  e . Dunque2 œ 5 œ       È È$ $
# #

+ œ † &  $  &  $8

8 8      È È$ $
# #Š ‹ Š ‹È È  .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ "!+  ##+ "! † $  ## † ! $! + ³ "!+  ##+ "! † $!  ## † $ #$%# " ! $ # "œ œ œ œ     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ † &  $  &  $ œ$

$ $      È È$ $
# #Š ‹ Š ‹È È  

œ † "(!  () $  † "(!  () $ œ ""(  ""( œ #$%      È È$ $
# #Š ‹ Š ‹È È  .

Esercizio 3.13

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ;+ ³ '!

 ;+ ³ "&"

 .+ ³ &+  $+8" 8 8"

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  &B  $ œ !#

che si risolve con la formula

B ³ œ      &„ #&%†$
# #

&„ "$È È
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e quindi ammette le due soluzioni  e . Il generico termine della! "œ œ      & "$ & "$
# #

È È
successione sarà della forma

+ œ 2 †  5 †8

8 8Š ‹ Š ‹      & "$ & "$
# #

È È

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     2  5 œ '

2 †  5 † œ "&      & "$ & "$
# #

È È
cosicché . Dunque2 œ 5 œ $

+ œ $ †  $ †8

8 8Š ‹ Š ‹      & "$ & "$
# #

È È .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ &+  $+ œ & † "&  $ † ' œ &( + ³ &+  $+ œ & † &(  $ † "& œ #%!# " ! $ # "     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ $ †  $ † œ$

$ $Š ‹ Š ‹      & "$ & "$
# #

È È

œ "#!  $$ "$  "#!  $$ "$ œ #%!Š ‹ Š ‹È È  .

Esercizio 3.14

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ " + ³ "# + ³ ) +  #+! " 8" 8 8"a b
Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  )B  "' œ !#

che si può scrivere come a bB  % œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione . Il generico termine della successione sarà della! œ %
forma

+ œ 2  85 † %8
8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ "
% 2  5 œ "#

cosicché  e . Dunque2 œ " 5 œ #
+ œ "  #8 † %8

8( ) .
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Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ ) +  #+ œ ) † "! œ )! + ³ ) +  #+ œ %%)# " ! $ # "a b a b a b     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ "  # † $ % œ ( † '% œ %%)$
$( ) .

Esercizio 3.15

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ # + ³  * + ³  *+  '+! " 8" 8" 8

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  'B  * œ !#

che si può scrivere come

a bB  $ œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione . Il generico termine della successione sarà della! œ  $
forma

+ œ 2  85  $8
8( )a b

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ #
 $ 2  5 œ  *

cosicché  e . Dunque2 œ # 5 œ "

+ œ #  8  $8
8( ) .a b

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³  *+  '+ œ  ")  &% œ $' + ³  *+  '+ œ )"  #"' œ  "$&# ! " $ " #     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ #  $  $ œ & †  $ œ  "$&$
$ $( ) .a b a b
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Esercizio 3.16

Sia ( ) la successione definita ricorsivamente da+8

 ; ; .+ ³ " + ³ ! + ³ )+  "'+! " 8" 8 8"

Si esprima in forma compatta il generico termine  della successione, e si verifichi per + 8 ³ $8

la correttezza dell’espressione trovata.

 Soluzione  Si deve considerare l’equazione di secondo grado

B  )B  "' œ !#

che si può scrivere come

a bB  % œ !#

e quindi ammette l’unica soluzione . Il generico termine della successione sarà della! œ %
forma

+ œ 2  85 † %8
8( )

dove  e  si ricavano dalle relazioni2 5

     ( )œ2 œ "
% 2  5 œ !

cosicché  e . Dunque2 œ " 5 œ  "

+ œ "  8 † %8
8( ) .

Verifichiamo infine per  la correttezza dell’espressione trovata. Per come è definita la8 ³ $
successione,

+ ³ ) +  #+ œ ) †  # œ  "' + ³ ) +  #+ œ  "#)# " ! $ # "a b a b a b     e     .

Per l’espressione che abbiamo trovato,

+ œ "  $ % œ  # † '% œ  "#)$
$( ) .


