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6.  Soluzione degli esercizi su: . massimo comun divisore e minimo comune multiplo

Esercizio 6.1

Sia
A ,   ,    .³ Ö"" %( $** #%$ """×

Rispetto alla relazione di ordine “divide” definita in , si dica

  se A ha estremo inferiore in , e in tal caso qual è l’estremo inferiore di A in ; 

  se A ha estremo superiore in , e in tal caso qual è l’estremo superiore di A in . 

 Soluzione  Poiché  divide sia  che  (come è facile verificare "" %( $** #%$ """
direttamente),  è il minimo di A e dunque anche l’estremo inferiore di A in ."" 

Poiché  non divide ,  non divide  e nessuno di questi due%( $** #%$ """ #%$ """ %( $**
numeri divide , A non ha massimo; l’estremo superiore di A in  è il minimo comune"" 
multiplo fra  e , per calcolare il quale bisogna prima trovare MCD( , %( $** #%$ """ %( $** #%$
"""). A questo scopo applichiamo l’algoritmo di Euclide:

 ;#%$ """ œ %( $** † &  ' ""'

 ;%( $** œ ' ""' † (  % &)(

 ;' ""' œ % &)( † "  " &#*

 .% &)( œ " &#* † $

Dunque MCD( , )  e quindi l’estremo superiore di A in  è%( $** #%$ """ œ " &#* 

    %( $**†#%$ """ %( $**
" &#* " &#*œ † #%$ """ œ $" † #%$ """ œ ( &$' %%" .

Esercizio 6.2

Si trovi il massimo comun divisore tra      e   ." ")' (#) *'$ && '$( &!#

 Soluzione  Utilizziamo l’algoritmo di Euclide. Si ha

  ;" ")' (#) *'$ œ && '$( &!# † #"  ") $%" %#"

  ;&& '$( &!# œ ") $%" %#" † $  '"$ #$*

  ;") $%" %#" œ '"$ #$* † #*  &&( %*!

  ;'"$ #$* œ &&( %*! † "  && (%*

  .&&( %*! œ && (%* † "!  !

Il massimo comun divisore tra    e    è dunque 5 74 ." ")' (#) *'$ && '$( &!# & *
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Esercizio 6.3

Si trovino il massimo comun divisore tra      e   ." ")$ #&% ')" && **# *&%

Soluzione  Utilizziamo l’algoritmo di Euclide. Si ha

  ;" ")$ #&% ')" œ && **# *&% † #"  ( %!# '%(

  ;&& **# *&% œ ( %!# '%( † (  % "(% %#&

  ;( %!# '%( œ % "(% %#& † "  $ ##) ###

  ;% "(% %#& œ $ ##) ### † "  *%' #!$

  ;$ ##) ### œ *%' #!$ † $  $)* '"$

  ;*%' #!$ œ $)* '"$ † #  "'' *((

  ;$)* '"$ œ "'' *(( † #  && '&*

  ."'' *(( œ && '&* † $  !

Il massimo comun divisore tra    e    è dunque ." ")$ #&% ')" && **# *&% && '&*

Esercizio 6.4

Si trovi il minimo comune multiplo tra    e   .)&$ (&" )(! %($

Soluzione  Troviamo prima il massimo comun divisore, attraverso l’algoritmo di
Euclide. Si ha

 ;)(! %($ œ )&$ (&" † "  "' (##

 ;)&$ (&" œ "' (## † &"  *#*

 ."' (## œ *#* † ")  !

Dunque il massimo comun divisore fra  e  è ; il minimo comune multiplo è)&$ (&" )(! %($ *#*

  )&$ (&"
*#* † )(! %($ œ *"* † )(! %($ œ (** *'% ')( .

Esercizio 6.5

Sia
A ,   ,    .³ Ö"$ && #"" #)$ "(*×

Rispetto alla relazione di ordine “divide” definita in , si dica

  se A ha estremo inferiore in , e in tal caso qual è l’estremo inferiore di A in ; 

  se A ha estremo superiore in , e in tal caso qual è l’estremo superiore di A in . 
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 Soluzione  Poiché  divide sia  che  (come è facile verificare "$ && #"" #)$ "(*
direttamente),  è il minimo di A e dunque anche l’estremo inferiore di A in ."$ 

Poiché      non divide   ,      non divide      e nessuno di&& #"" #)$ "(* #)$ "(* && #""
questi due numeri divide , A non ha massimo; l’estremo superiore di A in  è il minimo"$ 
comune multiplo fra      e   ,   per calcolare il quale bisogna prima trovare&& #"" #)$ "(*
MCD( , ). A questo scopo applichiamo l’algoritmo di Euclide:&& #"" #)$ "(*

 7 24 ;#)$ "(* œ && #"" † &  "

 7 24 5 343 ;&& #"" œ " † ( 

 7 24 5 343 781 ;" œ † "  "

 5 343 781 .œ " † $

Dunque MCD( , )  e quindi l’estremo superiore di A in  è&& #"" #)$ "(* œ " &#* 

    && #""†#)$ "(* && #""
" &#* " &#*œ † #)$ "(* œ $" † #)$ "(* œ ) (() &%* .

Esercizio 6.6

Si trovi il minimo comune multiplo tra  e .)&$ (&" )'" "!$

   Troviamo prima il massimo comun divisore, attraverso l’algoritmo diSoluzione 
Euclide. Si ha

 ;)'" "!$ œ )&$ (&" † "  ( $&#
 ;)&$ (&" œ ( $&# † ""'  *"*
 .( $&# œ *"* † )  !

Dunque il massimo comun divisore fra  e  è ; il minimo comune multiplo è)&$ (&" )'" "!$ *"*

  )&$ (&"
*"* † )'" "!$ œ *#* † )'" "!$ œ (** *'% ')( .

Esercizio 6.7

Si trovi il massimo comun divisore tra      e   ." ")' *)% %!( && '%* %()

 Soluzione  Utilizziamo l’algoritmo di Euclide. Si ha

  ;" ")' *)% %!( œ && '%* %() † #"  ") $%& $'*

  ;&& '%* %() œ ") $%& $'* † $  '"$ $("

  ;") $%& $'* œ '"$ $(" † #*  &&( '"!

  ;'"$ $(" œ &&( '"! † "  && ('"

  .&&( '"! œ && ('" † "!  !

Il massimo comun divisore tra    e    è dunque 5 7 ." ")' *)% %!( && '%* %() & '"
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Esercizio 6.8

Nell’insieme  dei numeri naturali, sia  |  la relazione “divide” e sia

B ³ & * %& (!! #!! " '#( *'&{ ,   ,   ,   ,   } .

Si trovi l’estremo superiore di  in  rispetto alla relazione  | .B 

 Soluzione  Poiché ,  e  dividono sia  che , siamo ricondotti a & * %& (!! #!! " '#( *'&
calcolare l’estremo superiore di { , } in  rispetto alla relazione  ! , cioè il(!! #!! " '#( *'& 
minimo comune multiplo tra  e .(!! #!! " '#( *'&

A tale scopo, calcoliamo in primo luogo il MCD  fra  e :" '#( *'& (!! #!!

  ;" '#( *'& œ (!! #!! † #  ##( &'&

  ;(!! #!! œ ##( &'& † $  "( &!&

  .##( &'& œ "( &!& † "$  !

Il massimo comun divisore fra   e   è dunque  ; il minimo" '#( *'& (!! #!! "( &!&
comune multiplo cercato è dunque

    " '#( *'& † (!! #!! " '#( *'&
"( &!& "( &!&œ † (!! #!! œ *$ † (!! #!! œ '& "") '!! .

Esercizio 6.9

Sia
A ,   ,    .³ Ö"( '* !$( $&% !*$×

Rispetto alla relazione di ordine “divide” definita in , si dica

  se A ha estremo inferiore in , e in tal caso qual è l’estremo inferiore di A in ; 

  se A ha estremo superiore in , e in tal caso qual è l’estremo superiore di A in . 

 Soluzione  Poiché  divide sia  che  (come è facile verificare "( '* !$( $&% !*$
direttamente),  è il minimo di A e dunque anche l’estremo inferiore di A in ."( 

Poiché      non divide   ,      non divide      e nessuno di'* !$( $&% !*$ $&% !*$ '* !$(
questi due numeri divide , A non ha massimo; l’estremo superiore di A in  è il minimo"( 
comune multiplo fra      e   ,   per calcolare il quale bisogna prima trovare'* !$( $&% !*$
MCD( , ). A questo scopo applichiamo l’algoritmo di Euclide:'* !$( $&% !*$

 ;$&% !*$ œ '* !$( † &  ) *!)

 ;'* !$( œ ) *!) † (  ' ')"

 ;) *!) œ ' ')" † "  # ##(

 .' ')" œ # ##( † $

Dunque MCD( , )  e quindi l’estremo superiore di A in  è'* !$( $&% !*$ œ # ##( 

    '* !$(†$&% !*$ '* !$(
# ##( # ##(œ † $&% !*$ œ $" † $&% !*$ œ "! *(' ))$ .
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Esercizio 6.10

Si trovi il minimo comune multiplo tra      e   .$ "#( * '"(

 Soluzione  Calcoliamo  con l’algoritmo di Euclide  il  massimo comun divisore  fra
*'"( $ "#( e .

 ;* '"( œ $ "#( † $  #$'

 ;$ "#( œ #$' † "$  &*

 .#$' œ &* † %

Il massimo comun divisore fra  e  è dunque ; il loro minimo comune multiplo è* '"( $ "#( &*
allora

    * '"(†$ "#( * '"(
&* &*œ † $ "#( œ "'$ † $ "#( œ &!* (!" .

Esercizio 6.11

Sia
A ,   ,    .³ Ö"* (% )!$ $)$ ''(×

Rispetto alla relazione di ordine “divide” definita in , si dica

  se A ha estremo inferiore in , e in tal caso qual è l’estremo inferiore di A in ; 

  se A ha estremo superiore in , e in tal caso qual è l’estremo superiore di A in . 

 Soluzione  Poiché  divide sia  che  (come è facile verificare "* (% )!$ $)$ ''(
direttamente),  è il minimo di A e dunque anche l’estremo inferiore di A in ."$ 

Poiché      non divide   ,      non divide      e nessuno di(% )!$ $)$ ''( $)$ ''( (% )!$
questi due numeri divide , A non ha massimo; l’estremo superiore di A in  è il minimo"$ 
comune multiplo fra      e   ,   per calcolare il quale bisogna prima trovare(% )!$ $)$ ''(
MCD( , ). A questo scopo applichiamo l’algoritmo di Euclide:(% )!$ $)$ ''(

 ;$)$ ''( œ (% )!$ † &  * '&#

 3 ;(% )!$ œ * '&# † (  ( # *

 ;* '&# œ ( #$* † "  # %"$

 .( #$* œ # %"$ † $

Dunque MCD( , )  e quindi l’estremo superiore di A in  è(% )!$ $)$ ''( œ # %"$ 

    (% )!$†$)$ ''( (% )!$
# %"$ # %"$œ † $)$ ''( œ $" † $)$ ''( œ "" )*$ '(( .
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Esercizio 6.12

Si trovi il massimo comun divisore tra      e   ." ")( "'" ')* && *&' ($)

 Soluzione  Utilizziamo l’algoritmo di Euclide. Si ha

  ;" ")( "'" ')* œ && *&' ($) † #"  "# !(! "*"

  ;&& *&' ($) œ "# !(! "*" † %  ( '(& *(%

  ;"# !(! "*" œ ( '(& *(% † "  % $*% #"(

  ;( '(& *(% œ % $*% #"( † "  $ #)" (&(

  ;% $*% #"( œ $ #)" (&( † "  " ""# %'!

  ;$ #)" (&( œ " ""# %'! † #  " !&' )$(

  ;" ""# %'! œ " !&' )$( † "  && '#$

  ." !&' )$( œ && '#$ † "*  !

Il massimo comun divisore tra    e    è dunque ." ")( "'" ')* && *&' ($) && '#$

Esercizio 6.13

Si trovi il minimo comune multiplo tra      e   .$ #$$ * *%$

 Soluzione  Calcoliamo  con l’algoritmo di Euclide  il  massimo comun divisore  fra
**%$ $ #$$ e .

 ; ; .* *%$ œ $ #$$ † $  #%% $ #$$ œ #%% † "$  '" #%% œ '" † %

Il massimo comun divisore fra  e  è dunque ; il loro minimo comune multiplo è* *%$ $ #$$ '"
allora

    * *%$†$ #$$ * *%$
'" '"œ † $ #$$ œ "'$ † $ #$$ œ &#' *(* .

Esercizio 6.14

Si esprima sotto forma di frazione ridotta ai minimi termini il risultato della seguente
operazione:

" "
% %!% "(" % *'" ''"     .

   Calcoliamo il minimo comune multiplo fra i denominatori, e a tale scopoSoluzione 
individuiamone il massimo comun divisore utilizzando l'algoritmo di Euclide.
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Poiché
  ;% *'" ''" œ " † % %!% "("  &&( %*!

  ;% %!% "(" œ ( † &&( %*!  &!" (%"

  ;&&( %*! œ " † &!" (%"  && (%*

  &!" (%" œ * † && (%*  !

si ha MCD( , ) , cosicché% %!% "(" % *'" ''" œ && (%*

% %!% "(" œ && (%* † (* % *'" ''" œ && (%* † )*,          

e

mcm( , ) .% %!% "(" % *'" ''" œ (* † )* † && (%* œ $*" *(" #"*

Dunque
" " )* (*

% %!% "(" % *'" ''" $*" *(" #"* $*" *(" #"*         œ œ

œ
"')

$*" *(" #"*  .

Per ridurre ai minimi termini questa frazione, dobbiamo trovare il massimo comun divisore fra
numeratore e denominatore. Utilizziamo ancora una volta l'algoritmo di Euclide: poiché

  ;$*" *(" #"* œ "') † # $$$ "'#  $

  "') œ &' † $  !

si ha MCD( , ) , cosicché il risultato della somma, ridotto ai minimi$*" *(" #"* "') œ $
termini, è

&'
"$! '&( !($  .

Esercizio 6.15

Si trovi il minimo comune multiplo tra      e   .$ "#( * %)(

 Soluzione  Calcoliamo  con l’algoritmo di Euclide  il  massimo comun divisore  fra
*%)( $ "#( e .

 ;* %)( œ $ "#( † $  "!'

 ;$ "#( œ "!' † #*  &$

 ."!' œ &$ † #

Il massimo comun divisore fra  e  è dunque ; il loro minimo comune multiplo è* %)( $ "#( &$
allora

    * %)(†$ "#( * %)(
&$ &$œ † $ "#( œ "(* † $ "#( œ &&* ($$ .
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Esercizio 6.16

Nell’insieme  dei numeri naturali, sia  |  la relazione “divide” e sia

B ³ & * %& ("% '!! " ''" %%&{ ,   ,   ,   ,   } .

Si trovi l’estremo superiore di  in  rispetto alla relazione  | .B 

 Soluzione  Poiché ,  e  dividono sia  che , siamo ricondotti a & * %& ("% '!! " ''" %%&
calcolare l’estremo superiore di { , } in  rispetto alla relazione  | , cioè il("% '!! " ''" %%& 
minimo comune multiplo tra  e .("% '!! " ''" %%&

A tale scopo, calcoliamo in primo luogo il MCD  fra  e :" ''" %%& ("% '!!

  32 24 ;" ''" %%& œ ("% '!! † #  # &

  32 24 ;("% '!! œ # & † $  "( )'&

  32 24 .# & œ "( )'& † "$  !

Il massimo comun divisore fra   e   è dunque  ; il minimo" ''" %%& ("% '!! "( )'&
comune multiplo cercato è dunque

    " ''" %%& †("% '!! " ''" %%&
"( )'& "( )'&œ † ("% '!! œ *$ † ("% '!! œ '' %&( )!! .

Esercizio 6.17

Si trovi il minimo comune multiplo tra      e   .# %*" ( ''"

 Soluzione  Calcoliamo  con l’algoritmo di Euclide  il  massimo comun divisore  fra
(''" # %*" e .

 ;( ''" œ # %*" † $  "))

 ;# %*" œ ")) † "$  %(

 .")) œ %( † %

Il massimo comun divisore fra  e  è dunque ; il loro minimo comune multiplo è( ''" # %*" %(
allora

    ( ''"†# %*" ( ''"
%( %(œ † # %*" œ "'$ † # %*" œ %!' !$$ .
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Esercizio 6.18

Si esprima sotto forma di frazione ridotta ai minimi termini il risultato della seguente
operazione:

" "
% '#( "'( & %!( '&$     .

   Calcoliamo il minimo comune multiplo fra i denominatori, e a tale scopoSoluzione 
individuiamone il massimo comun divisore utilizzando l'algoritmo di Euclide.

Poiché

  ;& %!( '&$ œ " † % '#( "'(  ()! %)'

  ;% '#( "'( œ & † ()! %)'  (#% ($(

  ;()! %)' œ " † (#% ($(  && (%*

  (#% ($( œ "$ † && (%*  !

si ha MCD( , ) , cosicché& %!( '&$ % '#( "'( œ && (%*

& %!( '&$ œ && (%* † *( % '#( "'( œ && (%* † )$,          

e

mcm( , ) .& %!( '&$ % '#( "'( œ )$ † *( † && (%* œ %%) )$& "**

Dunque
" " *( )$

% '#( "'( & %!( '&$ %%) )$& "** %%) )$& "**         œ œ

œ
")!

%%) )$& "**  .

Per ridurre ai minimi termini questa frazione, dobbiamo trovare il massimo comun divisore fra
numeratore e denominatore. Utilizziamo ancora una volta l'algoritmo di Euclide: poiché

  ;%%) )$& "** œ ")! † # %*$ &#)  "&*

  ;")! œ "&* † "  #"

  ;"&* œ #" † (  "#

  ;#" œ "# † "  *

  ;"# œ * † "  $

  * œ $ † $  !

si ha MCD( , ) , cosicché il risultato della somma, ridotto ai minimi%%) )$& "** ")! œ $
termini, è

'!
"%* '"" ($$  .
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Esercizio 6.19

Nella  del piccolo stato del Calisota, la principale industria locale ha prodotto insylicon valley
esclusiva nel 2015 diversi esemplari del nuovo potente elaboratore HAL957A, alcuni dei quali
sono stati esportati in Brutopia mentre altri hanno trovato collocazione nel mercato interno.

Complessivamente, per la produzione di tali esemplari sono stati impiegati  circuiti$'# "(*
integrati del tipo MB314 e circuiti integrati del tipo VP707.$** "** 

Quanti esemplari dell’elaboratore HAL957A sono stati prodotti in Calisota nel 2012?

 Soluzione  Sia  il numero di esemplari dell’elaboratore HAL957A prodotti in 8
Calisota nel 2015. Per ogni esemplare sono stati utilizzati  circuiti integrati del tipo  $'# "(*

8

MB314 e circuiti integrati del tipo VP707, e questi numeri devono essere numeri  $** "**
8  

interi: pertanto  divide sia  che , e quindi divide il loro massimo comun8 $'# "(* $** "**
divisore.

Calcoliamo il massimo comun divisore fra  e :$** "** $'# "(*

 ;$** "** œ " † $'# "(*  $( !#!

 9 ;$'# "(* œ † $( !#!  #) ***

 ;$( !#! œ " † #) ***  ) !#"

 ;#) *** œ $ † ) !#"  % *$'

 ;) !#" œ " † % *$'  $ !)&

 ;% *$' œ " † $ !)&  " )&"

 ;$ !)& œ " † " )&"  " #$%

 ;" )&" œ " † " #$%  '"(

 ." #$% œ # † '"(  !

Dunque  deve essere un divisore di . Osserviamo ora che  è un numero primo (perché,8 '"( '"(
come si verifica direttamente, non è divisibile né per  né per  né per  né per  né per  né# $ & ( ""
per  né per  né per  né per , mentre ). Pertanto  oppure"$ "( "* #$ #* † #* œ )%"  '"( 8 œ "
8 œ '"( 8  ". Ma nell’enunciato del problema si parla di “diversi” esemplari, quindi ;
inevitabilmente, perciò, .8 œ '"(


