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Premessa

Lo scopo principale di questi appunti ¢ quello di fornire una concisa intro-
duzione allo studio degli aspetti basilari della teoria della probabilita e dei
processi stocastici.

L’esposizione degli argomenti sara articolata come segue.

Il capitolo 1 costituira una parte preliminare in cui riprenderemo breve-
mente gli strumenti di analisi necessari alla comprensione dei capitoli succes-
Sivi.

e Definiremo i concetti di o-algebra e algebra boreliana.

e Ricorderemo cosa siano una misura su uno spazio misurabile, 'integrale
rispetto ad una misura e due importanti teoremi di misurabilita.

e Introdurremo infine gli spazi LP assieme ad alcune note disuguaglianze
su tali spazi (quelle di Jensen, Hélder e Minkowski).

Nel capitolo 2 si riprenderanno i concetti fondamentali del calcolo delle
probabilita, ridefinendoli con gli strumenti piu generali della teoria della
misura astratta.

e Prima di tutto definiremo gli spazi di probabilita e le variabili aleato-
rie utilizzando le o-algebre. Saranno ricordati 1’espressione ed il si-
gnificato di walore atteso, varianza e legge immagine. Si introdurra il
concetto di indipendenza di eventi, di variabili aleatorie e di leggi imma-
gine, illustrandone alcune caratteristiche e contestualmente definendo
la covarianza.

e Successivamente verra definita la densita di probabilita mostrando come
ricavare la legge immagine di somme di variabili aleatorie mediante
I'operazione di convoluzione. Parleremo di leggi e densita marginali di
un vettore aleatorio, riportando formule esplicite per il calcolo. Sara
introdotta la funzione caratteristica (o trasformata di Fourier) con le
principali proprieta che la contraddistinguono.

e Infine analizzeremo la legge normale di probabilita, mettendone in luce

le peculiarita e le piu importanti e utili proprieta.

Nel capitolo 3 analizzeremo i lineamenti della teoria dei processi stoca-
stici, sfruttando gli strumenti introdotti nella parte precedente del lavoro.



e Per cominciare, daremo la definizione di processo stocastico, introducen-
do allo scopo particolari famiglie di o-algebre dette filtrazioni e de-
scrivendo cosa siano lo spazio degli stati e quello delle traiettorie di un
processo. Faremo poi un semplice e familiare esempio di un fenomeno di
natura aleatoria (il lancio di una moneta) in cui tali strutture risultino
immediatamente riconoscibili.

e Mostreremo come si possano paragonare due processi stocastici diver-
si, in particolare cosa si intenda per modificazione ed equivalenza di
processi e quand’e che due processi sono ndistinguibili.

e Diremo cosa si intenda per continuita di un processo stocastico, enun-
ciando a riguardo un importante teorema (che non dimostreremo). Da
qui capiremo come si caratterizza una particolare categoria di processi,
i cosiddetti processi standard.

e Parleremo del fondamentale concetto di tempo d’arresto, per familiariz-
zare col quale discuteremo due facili esempi, ed esporremo a riguardo
una breve serie di risultati.

e Per concludere, affronteremo il problema della costruzione di un pro-
cesso stocastico, a partire per esempio dalle cosiddette distribuzioni di
dimensione finita, esponendo poi un fondamentale teorema dovuto a
Kolmogorov. Nella parte finale elencheremo brevemente i principali
aspetti che in generale intervengono nello studio dei processi stessi.

In tutto quanto segue eviteremo di soffermarci sugli aspetti tecnici della
teoria e tenteremo invece di dare un’idea intuitiva dei concetti pit importanti,
anche se in alcuni punti sara inevitabile ricorrere a qualche nozione di analisi
non elementare.



Capitolo 1

Prerequisiti

In questo capitolo ci proponiamo di introdurre tutti gli strumenti neces-
sari alla comprensione della teoria dei processi stocastici, focalizzandoci in
particolare sulle basi della teoria della misura astratta.

In quanto segue si presuppone una conoscenza elementare della teoria
della misura di Lebesgue e del concetto di integrale secondo Lebesgue, di cui
si fara uso sistematico. Un’esposizione dettagliata di tali argomenti si puo
comunque trovare in vari testi e corsi di analisi [2].

1.1 Spazi misurabili e funzioni misurabili

Definizione 1.1.1. Sia X un insieme qualsiasi. Una collezione M di sot-
toinsiemi di X € una o-algebra se:

1. X eM,
2. VA € M si ha che A°= X\A € M,
3. VA, e M, n € N, si ha che |, An € M.

Alcuni semplici esempi di o-algebre sono l'insieme delle parti di un qual-
siasi insieme X, o la famiglia formata dal solo X e dall’insieme vuoto (). Si
noti che ogni g-algebra contiene I'insieme vuoto e che, ponendo A,, = () Vn =
m+1,m+2,...,siha che le union: finite di insiemi di una o-algebra M sono
ancora contenute in M. Inoltre, anche le intersezioni numerabili di insiemi di
M sono ancora contenute in M in quanto:

M A = (U A;)C.

nelN nelN



La modalita (teorica e non costruttiva) con la quale da una qualunque
famiglia di sottoinsiemi di X si passa ad una famiglia articolata come una
o-algebra e illustrata nella proposizione seguente.

Proposizione 1.1.2. Sia F una qualsiasi collezione di sottoinsiems di un
insieme X. Allora esiste una o-algebra M* in X che e la pit piccola o-
algebra contenente F. M* si dice la o-algebra generata da F.

Dimostrazione. Sia €) la famiglia di o-algebre in X contenenti F; 2 ¢ non
vuota perché contiene almeno l'insieme delle parti di X. Consideriamo allora

M= (M.
MeQ
Si verifica facilmente che M* e ancora una o-algebra e contiene F. O]

Definizione 1.1.3. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Si dice algebra bore-
liana di X (rispetto a T), e si indica con B, la o-algebra generata da T cioé
la piu piccola o-algebra che contiene tutti gli aperti di X e i suoi elementi
sono dettr insiemi boreliani.

Un esempio tipico di o-algebra di questo tipo (fondamentale nelle ap-
plicazioni probabilistiche) & quella dei boreliani generati dagli aperti di R.
Esempi di insiemi che ne fanno parte sono le unioni numerabili di chiusi e le
intersezioni numerabili di aperti, ma ve ne rientrano anche di piu complicati
(né aperti neé chiusi, discreti, e altre forme ancora piu strane). Nonostante la
sua complessita la famiglia degli insiemi di Borel risulta enormemente meno
ricca dell’insieme delle parti di R, famiglia della quale e persino impossibile
comprendere la cardinalita.

Definizione 1.1.4. Sia M una o-algebra su X. La coppia (X, M) si dice
spazio misurabile e gli elementi di M sono detti insiemi misurabili.

Siano (X, Mx) e (Y, My) due spazi misurabili. Una funzione f : X — Y
si dice misurabile se

f_l(A) e Mx VAGMy,
cio¢ se f7!(A) ¢ misurabile in X per ogni insieme misurabile A in Y.

Siano ora (X,7x) e (Y,7y) spazi topologici. Si dice che f : X — Y ¢
boreliana (o misurabile secondo Borel) se

f_l(V) € BX VV e Ty -



Sinoti chese f : R — R e boreliana allora e chiaramente misurabile secondo
Lebesguel.

Per la trattazione che seguira ¢ inoltre opportuno ricordare che, dato uno
spazio misurabile X, una funzione s : X — R si dice semplice se € misurabile
e assume solo un numero finito di valori. Detti ¢y, ..., ¢, tali valori (distinti),
si puo scrivere:

s=Y alp, (1.1.1)
=1

dove E; = {z : s(z) = ¢;},i = 1,...,n. Risulta dunque che |J. | E;, = X e
ElﬂE]:Q)Sez#]

1.2 Integrale rispetto ad una misura astratta

Sia (X, M) uno spazio misurabile. Una misura (positiva) ¢ una funzione
p: M — [0, 00] numerabilmente additiva, cioe¢ tale che

W(Us) =S ut

per ogni collezione numerabile di elementi F; di M a due a due disgiunti. Se
& una misura su (X, M), la terna (X, M, u) si dice uno spazio di misura.
Esempi classici di spazi di misura sono i seguenti.

e X = RY, M = o-algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue e
4 = misura di Lebesgue.

e Siano X = RY, M = g-algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue
e f: RY — [0, +00] sommabile in RY, allora

M(E):/Ef(m)dx, EeM

definisce una misura.
e X insieme qualsiasi, M =P(X), zp € X e

1, sexpe &
5I0<E>_{0, sexg € B

La misura definita in questo modo si dice delta di Dirac.

nfatti ogni boreliano di R™ ¢ misurabile secondo Lebesgue (il contrario non & vero).



Ricordiamo ora, senza dimostrarle, alcune importanti proprieta di uno spazio
di misura.

Teorema 1.2.1. Sia (X, M, u) uno spazio di misura. Allora:
1. u(@) =0 se almeno un E € M ha misura finita;

2. w(Ey U---UE,) = pu(Ey) + -+ u(E,) se By, ..., E, sono misurabili
e a due a due disgiunti;

3. se ECF, allora u(E) < wu(F);
4. se B, e Mpern=1,2,... e E; C Ey, C ..., allora

lim p(EB,) = u( U En>;

nelN

5. se BE,e Mpern=1,2,... e B D Ey D ...,e u(Ey) < 400, allora

hmu <ﬂE>

nelN

Se (X, M, p) & uno spazio di misura ed f una funzione misurabile, pos-
siamo a questo punto definire [’integrale di f rispetto alla misura p come
segue:

e se s ¢ una funzione semplice misurabile su X della forma (1.1), si
definisce I'integrale su X di s rispetto alla misura p come:

n

/XSd# = Z cift(Ey);

=1

e se f ¢ una funzione misurabile non negativa, si definisce l'integrale di
f su X rispetto a pu come:

/fdu:sup{/sdu:sésemphce,ogsgf};
b's b's

e una funzione f si dice sommabile rispetto u se esiste finito l'integrale
Jx [fldp e si pone:

/fdu /f*du /f i

dove ft =max(f,0) e fT = max(—f,0)

Osserviamo inoltre che si definisce

/Efd,u:/xf]lEd,u

se B € M.



1.3 Alcune disuguaglianze notevoli

Teorema 1.3.1. (Disuguaglianza di Jensen) Sia p una misura positiva su
una o-algebra M sull’insieme . Sia ¢ : (a,b) — R convessa e sia f una
funzione a wvalori reali, sommabile su €2 rispetto a pu e tale che valga a <
f(z) <b Vo € Q. Allora, se () = 1, risulta che

o[ 1@an) < [ otre)dn (1.3.1)

Teorema 1.3.2. (Disuguaglianza di Holder) Sia E un sottoinsieme misura-
bile di RN e siano p,p’ > 1 tali che %—1—1% =1. Se |f[?, |g|"" sono sommabili
su E, allora fg ¢ sommabile su E e si ha:

[t@g@lds < ([ 1r@pa)’ /\g W ds)?.

Il segno di uguaglianza vale se e solo se esiste X\ > 0 tale che |g| = N f|P~!
quasi ovunque in E.

Teorema 1.3.3. (Disuguaglianza di Minkowski) Sia 1 < p < +o0. Se |f|P
e |gP sono sommabili su E allora anche |f + g|P é sommabile su E e risulta

che
([ +swra) < ([ r@pd)’ ([ o )’

Inoltre, il segno di uguaglianza vale se e solo se f e g sono linearmente
dipendentsi.

1.4 Spazi [

Sia p un numero tale che 0 < p < 400 e sia £ C RY misurabile. Definiamo:

Lp(E):{f:E—JR ‘ fémisurabilee/E|f(x)]pdx§oo}/rv

dove
f~gemis{ze B f(x) # g(x)} =
Se inoltre f € LP(F), si definisce

1/p
1l = / F@) de)

dove f e un qualsiasi rappresentante della classe di equivalenza. Si dimostra
facilmente, osservando quanto segue, che || - ||, ¢ una norma su LP(E).

9



e ||fll, > 0 (ovvio) e vale I'uguale se e solo se f = 0 (perché f = 0 va
inteso nel senso di f = 0 quasi ovunque?).

o I +gll, <IIfll, + llgll, per la disuguaglianza di Minkowski.
o llafll, = lelllf]ly (ovvio).

Possiamo inoltre definire lo spazio L*(FE) come
L>®(F) = {f :E—R ‘ f € misurabile e ess sup |f(z)| < —I—oo}

con la norma
| flloo = ess sup|f| = mf{M >0 |mis{fre E:|f(x)]>M} = 0}.

Si puo dimostrare che per ogni 1 < p < +00 lo spazio LP(E) (con la norma
I fll,) & uno spazio di Banach, cioé uno spazio normato completo. L? in
particolare ¢ anche uno spazio di Hilbert, col prodotto scalare definito da

<f,g>:/Efgd:13.

Osserviamo infine che, dati p,q t.c. 1 < p,q < oo, se mis(F) < oo allora
Li(E) C LP(E) (per provarlo basta prendere una generica funzione f €
LI(E) e applicare la disuguaglianza di Holder alle funzioni |f[P € L4/P)(E)
e 1 € LWP'(E) per dedurre che f € LP(E)).

1.5 Teoremi di misurabilita

Concludiamo questa introduzione enunciando due teoremi frequentemente
utilizzati nella teoria. Dato un insieme E e una classe di suoi sottoinsiemi C,
denoteremo con o(C) la o-algebra generata da C.

Teorema 1.5.1. Sia E un insieme e C una classe di parti di E stabile per
['intersezione finita. Sta pot H uno spazio vettoriale di funzioni limitate tale
che:

1. se f, € H e una successione crescente di elementi tali che |f,| < h € H
per ogni n € N, allora:
suan]an € H;

2(0ssia tranne al pill su un insieme di misura nulla.

10



2. 'H contiene la funzione identita;

3. 'H contiene le funzioni indicatrici degli elementi di C:

1.eH Ve e C.

Allora 'H contiene tutte le funzioni o(C)-misurabili e limitate.

Teorema 1.5.2. Sia ‘H uno spazio vettoriale di funzioni reali limitate e
definite su un insieme E tale che:

1. la funzione identita sta in H;

2. se f, CH € una successione convergente uniformemente, allora

lim f,=f¢€eH,

n—-4o00

3. se f, C H ¢ successione crescente di funzioni positive equilimitate®,
allora

lim f, € H.

n—-+4o0o

Allora 'H contiene tutte le funzioni o(L)-misurabili limitate, dove L ¢é un
sottospazio di ‘H stabile per la moltiplicazione.

3Una successione di funzioni f,, definite su un insieme E si dice equilimitata se 3 ¢ > 0
tale che |fn(z)| <cVneN,Vx e E.

11



Capitolo 2

Cenni di teoria della probabilita

In questo capitolo si riprendono i concetti base della teoria della probabilita.
Senza farne una trattazione troppo approfondita, si sono ridefiniti i pit im-
portanti strumenti in uso con la teoria dell’integrazione rispetto alle misure
astratte. A chiusura del capitolo si presentano la distribuzione normale di
v.a. unidimensionali e di vettori aleatori m-dimensionali.

2.1 Spazi di probabilita e variabili aleatorie

Definizione 2.1.1. Si dice spazio di probabilita una terna (2, F, P), dove:
e () ¢ un insieme;
o F ¢ una o-algebra di parti di €);
e P ¢ una misura positiva su F tale che P(§2) = 1.
Gli elementi di F sono detti eventi e P una (misura di) probabilita.

Definizione 2.1.2. Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita e (FE,A) uno
spazio misurabile, si dice variabile aleatoria (abbreviato v.a.) una funzione
X : Q — E misurabile, cioé¢ tale che X '(A) € F per ogni A € A. Nel
caso E =R e A = B(R) (boreliani di R) si dice variabile aleatoria reale
(abbreviato v.a.r.).

Consideriamo una v.a.r. X sullo spazio di probabilita (2, F, P). Se X ¢
integrabile chiameremo valore atteso di X il valore

E(X) = / X dP.

12



Se X ¢ m-dimensionale, cioe a valori in (R™, B(R™)), e le singole componenti
X, sono integrabili allora si pone

X(w)

v

Figura 2.1: Rappresentazione intuitiva di una variabile aleatoria reale.

2.2 Varianza e legge immagine

Se la v.a.r. X sta in L? possiamo definire la varianza di X come la quantita
Var(X) = E[(X — E(X))?] = B(X?) — E(X)*.

La varianza misura quanto la variabile aleatoria assume valori lontani dalla
sua media M = F(X). Pil precisamente, se X ¢ una v.a.r. in L? allora per
ogni a > 0

Pl |X(w) — M| > a} < V%EX)
questo risultato e noto come disuguaglianza di Chebychev.
Introduciamo ora il concetto di legge immagine considerando una v.a. X
a valori nello spazio misurabile (E,.A) e la funzione ) definita su A come
segue:

Q(A) = P(X*(A)) conAcA

Si puo facilmente verificare che cosi definita questa funzione ¢ a sua volta una
misura di probabilita. Si dice allora che @) ¢ la legge immagine di P tramite
X (o piu semplicemente la legge di X, una volta fissato lo spazio (2, F, P)).
Da ora in poi utilizzeremo le notazioni X ~ pu e X ~ Y per indicare
rispettivamente che X ha legge 1 e che X e Y hanno la stessa legge.

Proposizione 2.2.1. Sia f : (£, A) — (R™, B(R™)) una funzione misura-
bile, X : (0, F,P) — (E,A) una v.a. e sia Q la legge di X. Allora f é

Q-integrabile se e solo se f o X é P-integrabile e si ha

/E F() Q(d) = / f o X(w)dP(w).

13



(o -algebraon €))

(o -algebraon R)

P B
probability measure induced measure on R
[0, 1] by P, (A) = P(X{A))

called "distribution of X"

Figura 2.2: Misura di probabilita, v.a. reale e legge immagine (schema).

In particolare percio, se X ¢ una v.a.r. e u la sua legge, valgono le seguenti
relazioni:

B(Y) = [ auldo)
B(XI) = [ laf* u(da).

La quantitd F(|X|*) = [ |z|*dz, quando esiste finita, si chiama momento di
ordine o di p. Dunque si deduce immediatamente che una v.a.r. X sta in
L? se e solo se ha un momento assoluto di ordine p finito.

Per i momenti vale una versione generalizzata della disuguaglianza di Cheby-
chev, nella forma

E(X|?
Pix| >0y < 2D va 520

2.3 Indipendenza di variabili aleatorie

Informalmente, due eventi si dicono indipendenti se non si influenzano 1'uno
con l'altro, cioe se il verificarsi del primo non modifica le probabilita che si
verifichi il secondo.

Un esempio e il lancio di due dadi: il fatto che nel primo dado sia uscito
il 6 non influisce affatto sull’uscita del 5 nel secondo lancio.

Viceversa in un’estrazione senza reinserimento si hanno eventi dipendenti.
Consideriamo la probabilita che alla prima estrazione della tombola esca 90 e
alla seconda esca 89. Chiaramente il primo evento influenza il secondo, poiché
dopo la prima estrazione e stato tolto un numero dal sacco della tombola.

14



Diamo ora la definizione matematica di v.a. indipendenti, quindi asso-
ciate ad eventi indipendenti.

Definizione 2.3.1. Siano X; : (O, F, P) — (E;,&;) delle variabili aleatorie
peri=1,...,m. Esse si dicono indipendenti se per ogni m-upla di possibili
risultati A} € &1,..., Al € &, si ha che:

P[XieAl,.... X, €A ]=P[X;€ Al]---P[X,, € A ]

In realta questa definizione viene spesso utilizzata al contrario. Invece che
verificare I'uguaglianza per dimostrare che due o piu v.a. sono indipendenti,
si sfrutta la relazione per semplificare il calcolo della probabilita di un’evento
composto quando si suppone che gli eventi semplici che lo costituiscono siano
indipendenti.

Per esempio, nell’esperimento con i dadi di prima, supponiamo che il
lancio di un dado sia indipendente dal lancio dell’altro. Invece di calcolare la
probabilita dell’evento composto “esce un 6 ed un 5 nel lancio successivo di
due dadi”, possiamo suddividerlo in due sotto-eventi indipendenti e sfruttare
la relazione data dalla definizione:

P [“esce un 6 ed un 5 nel lancio successivo di due dadi”]
= P [“esce 6 nel primo dado”, “esce 5 nel secondo dado”]
= P [“esce 6 nel primo dado”] - P [“esce 5 nel secondo dado”]
1 1 1
=56~ 3%

Si puo vedere invece che un ragionamento analogo non vale se vogliamo risol-
vere il secondo problema, poiché in tal caso gli eventi non sono indipendenti:

P [“si estragga alla tombola il 90 e poi il 89”]
# P [“si estrae il 907, “si estrae il 89”]
= P[“si estrae il 90”] - P [“si estrae il 89”]

111
90 90 902
Analogamente a quanto fatto per le v.a. possiamo definire gli eventi
Ay, ..., A, indipendenti se sono indipendenti le variabile aleatorie indicatrici
L4,,...,14, . Quindi se e solo se vale la relazione
P [Aiu s >Ais] =P [All] P [Als]

15



per ogni scelta di indici 7y, ...,7s < m.

Infine, se abbiamo una famiglia di v.a. (X;);c; (anche infinita), esse si
dicono indipendenti se e solo se sono tutte indipendenti tra di loro. Cioe se
sono indipendenti le X; ,..., X, per ogni scelta di indici 41,... %, in I.

Se lavoriamo con variabili aleatorie indipendenti si possono utilizzare di-
verse importanti proprieta che semplificano spesso i calcoli. Intanto vediamo
un criterio necessario e sufficiente perché delle v.a. siano indipendenti.

Proposizione 2.3.2. Siano X;, peri=1,...,m, delle v.a. definite come in
precedenza. Poniamo poi X = (Xy,...,X,,) definita su E = Ey X --- X Ey,
ed anche £ =& X -+ X &, con la legge prodotto p = 1 @ -+ @ [y, .

Allora le v.a. Xq,...,X,, sono indipendenti se e solo se la legge di X su
(E,€&) ¢ la legge prodotto p.

Grazie a questa proposizione e possibile caratterizzare la legge di una v.a.
m-dimensionale a partire dalle distribuzioni delle sue componenti.

Dimostrazione (traccia). Indichiamo con v la legge di X e prendiamo 1'in-
sieme I ={ACE: A=A x...xA,, con A; €&}, chee un sottoinsieme
dell’insieme delle parti di £ (si dice talvolta una famiglia di parti di £).

Notiamo che considerando intersezioni finite di elementi di I otteniamo
ancora elementi di questo insieme (si dice allora che I & stabile per l'inter-
sezione finita), e che I genera per definizione la o-algebra £.

La definizione di indipendenza ci dice allora che le distribuzioni v e y =
1 ® - @ Uy, coincidono sull’insieme 1.

Basta a questo punto utilizzare il Criterio di Caratheodory' per genera-
lizzare il ragionamento e affermare che v e p coincidono su tutto £. O

Vorremmo ora trovare una quantita, un parametro, che ci permetta di
determinare la dipendenza delle variabili aleatorie. Per fare questo osservia-
mo che vale un’interessante proprieta per il valore atteso del prodotto di due
v.a. reali indipendenti.

Proposizione 2.3.3. Se X eY sono due v.a. reali indipendenti ed integra-
bili, allora anche XY ¢ integrabile e vale che:

E(XY) = E(X)E(Y).

!Teorema (Criterio di Caratheodory): Sia (E,E) uno spazio misurabile e iy, s due
misure finite su questo spazio. Sia I una famiglia di parti di £ stabile per intersezione
finita e che genera £. Allora se uy e ps coincidono su I, esse coincidono su tutto £.
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La quantita che ci interessa definire dovra valere zero se due v.a. sono
indipendenti. Possiamo allora sfruttare questa relazione tramite la seguente
definizione.

Definizione 2.3.4. Si dice covarianza tra due v.a. il numero reale
Cov(X,Y)=EXY)—- EX)E(Y).
Si dice che due v.a. X eY non sono correlate se Cov(X,Y) = 0.

E possibile poi generalizzare questa quantita anche nel caso di una v.a.
m-dimensionale costruendo un’opportuna matrice di covarianza che ci dara
informazioni sulla correlazione tra le varie componenti di X = (Xy,..., X,,).
Questa matrice I' € M(m x m) sara definita da:

Fij = Cov (Xu X])

Possiamo allora notare che, se le componenti sono tra loro a due a due non
correlate, I sara una matrice diagonale.
Se in particolare X e una v.a.r. di legge i si ha

= [ayutd) — [sin(ds) [ o).

In ogni caso osserviamo che, mentre due v.a. reali indipendenti non sono
correlate, il viceversa non e vero in generale.

2.4 Prodotto di convoluzione

Definiamo ora la densita di una variabile aleatoria.

Definizione 2.4.1. Data una legge di probabilita o su R™, si dice che questa
ammette una densita (rispetto alla misura di Lebesgue) se esiste una funzione
f(z) positiva e integrabile tale che:

mazéﬂmm

per ogni A € B(R™), insieme dei boreliani di R™ (che é un sottonsieme dei
misurabili secondo Lebesgue).

La densita € un concetto meno generale della legge, ma ci permette di
caratterizzare la somma di variabili aleatorie.
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Consideriamo due v.a. m-dimensionali indipendenti X e Y con le loro
rispettive leggi u e v. Allora la legge della v.a. X 4+ Y si dice prodotto di
convoluzione di e v e si indica con u* v.

Possiamo determinare la distrubuzione dei prodotti di convoluzione uti-
lizzando la seguente proposizione.

Proposizione 2.4.2. Siano p e v misure di probabilita su R™ con den-
sita f(x) e g(x) rispettivamente. Allora il prodotto di convoluzione y* v ha
densita:

hz) = fxg(x)= - fW)g(x —y)dy.

Dimostrazione. Prendiamo A € B(R™), allora, per la regola di integrazione
rispetto ad una legge immagine:

(en)) = [ (eenia
~ [ tale+ putdoiay)
= /lA(ery)f(w)g(y)dfcdy
=[] 1wt~ piy)as
ALJgrm

]

Quindi per ricavare la densita di una somma di v.a. basta calcolare il
normale prodotto di convoluzione tra le densita degli addendi.

2.5 Leggi e densita marginali

Finora abbiamo analizzato come si puo combinare le v.a. tra di loro e ab-
binarle inserendole in un vettore aleatorio (che diventa una nuova v.a. con
una propria legge di probabilita). Nel caso di v.a. indipendenti abbiamo
visto come ricavare questa legge dalle leggi delle componenti del vettore. Ve-
diamo ora come fare il passaggio inverso e recuperare le informazioni che
caratterizzano una v.a. che e componente di una variabile m-dimensionale.

Definizione 2.5.1. Sia p una legge di probabilita su R™. Consideriamo poi
la funzione di proiezione sulla i-esima coordinata

m: R™ — R.
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St dice i-esima legge marginale di p la composizione

mi(p) = pi.

Quindi se abbiamo una v.a. X = (Xi,...,X,,) di legge u, la legge
marginale i-esima pu; € proprio la legge di X;. Dalla precedente definizione
possiamo trovare una formula esplicita che permette di ricavare immediata-
mente le leggi marginali:

1s(A) = /]IA(a:i),u(dxl, o dny).

In particolare &, se p ammette una densita f, anche le y; ammettono delle
densita f;, date dalla formula?:

fz(I) = /f(yh e Yi 1, Ty Yiv 1, - - ;ym)dyl oo dyi1dyig - dY,.

Infine notiamo che se esiste la densita f(z) allora necessariamente esistono
anche le densita f;(x) per le componenti X; del vettore aleatorio.

Abbiamo quindi trovato delle formule per ricavare le densita e le leg-
gi marginali da quella generale. Fare il passaggio inverso non ¢ general-
mente possibile per via delle correlazioni che ci possono essere tra le varie
componenti del vettore aleatorio.

Naturalmente se le v.a. X; sono tra loro indipendenti questo si puo fare,
per quanto abbiamo visto.

2.6 Funzioni caratteristiche

Uno strumento utile allo studio delle leggi e delle distribuzioni di v.a. ¢ la
funzione caratteristica, meglio conosciuta come Trasformata di Fourier.

Definizione 2.6.1. Sia X una v.a. m-dimensionale con legge p. Allora si
chiama funzione caratteristica di p [’applicazione

i(y) = Ele'V™]

cony € R™ (con l’espressione y - X abbiamo indicato il prodotto scalare su
R™ dei vettori X ey).

2L’esistenza dell’integrale e la misurabilitd delle f; sono garantite in questo caso dal
Teorema di Fubini-Tonelli.
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Questa funzione esiste sempre e dalla definizione precedente si ricava
facilmente la sua espressione esplicita:

(o) = [ retan)

Inoltre, se 1 & integrabile allora ; ammette una densita f data dalla formula

1 iy
flx) = %/6 T hydy.
Di seguito analizzeremo le proprieta che contraddistinguono le funzioni
caratteristiche.

Regolarita - Si puo dimostrare che la funzione caratteristica e uniforme-
mente continua su tutto R™. In piu si ricava facilmente dalla scrittura
esplicita che

a0)=1 e |ay)l<1 Vvye R™

Riportiamo ora (senza dimostrarle) due interessanti proprieta riguardanti
la combinazione di variabili aleatorie. Siano quindi X e Y due v.a. con
distribuzioni p e v rispettivamente. Allora :

1. lalegge di X+Y e, come abbiamo detto, puxv e la funzione caratteristica
diventa semplicemente

—

pxv(y) = i(y)o(y);

2. se abbiamo che fi(y) = P(y) per ogni y € R™, allora possiamo dire che
le due leggi coincidono, ovvero p = v.

Derivazione - Adesso passiamo ad analizzare il comportamento delle derivate
delle funzioni caratteristiche, quando e possibile calcolarle.

Proposizione 2.6.2. Sia i una legge di probabilita con momento primo
finito. Allora [i € derivabile e vale

—(y) =1 | z;e"""ud.

Inoltre, se i ha anche momento di ordine due finito, allora i é derivabile

due volte e vale
01
Y0y

(y) =— / zzre’ Ve pdi.
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Possiamo facilmente intuire come si iteri il ragionamento per la derivazione
ad ordini piu elevati.

Osservazione 2.6.3. Dalla precedente proposizione possiamo vedere che la
matrice Hessiana di [i calcolata nell’origine ha espressione

021
0)=— T d

quindi e proprio la matrice di covarianza col segno opposto, quando la v.a.
X é centrata.

Proprieta di indipendenza - Per concludere passiamo ad enunciare due
importanti proposizioni riguardanti l'indipendenza di v.a. e le distribuzioni
marginali delle stesse.

Proposizione 2.6.4. Sia X = (Xy,...,X,,) un vettore aleatorio con legge
W e stano le sue componenti X, ..., X,, delle v.a. reali con le rispettive leggi
di probabilita py, ..., . Esse sono indipendenti se e solo se vale

ﬂ(yla . 7ym) = /11(3/1> e ﬂm<ym)

Proposizione 2.6.5. Sia u; la i-esima distribuzione marginale di p. Allora

ﬂl(yl) :ﬂ(O,...,O,yi,O,...,O).

2.7 Leggi normali

Tra le varie leggi di probabilita ce ne sono alcune particolarmente notevoli, sia
perché ricorrono numerose volte nelle applicazioni, sia perché hanno proprieta
che le rendono piu facili da maneggiare.

Tra queste la piu nota ¢ la legge normale, la cui densita € conosciuta
anche come funzione di Gauss. Questa distribuzione modellizza I’andamento
probabilistico dei fenomeni casuali, come gli errori commessi nelle misure
fisiche. Iniziamo col definire la legge normale nel caso unidimensionale.

Definizione 2.7.1. Si dice che una legge di probabilita p definita su R é
normale con media a € R e varianza o > 0 se ha per densita la funzione

f(@) = o e
€Tr) = & 20
\V2ro

In tal caso si scrive p ~ N(a,o0).
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Two dimensional Mormal Distribution

Pi=0,pe=0,0¢1=10,022=10,742=15,p=03

(re- H-!)Q_ 2 p?H - PRz Mz (mz- H-z)z]
’ 1 AT 4Tz Tz J

Figura 2.3: Grafico della legge normale in 2 dimensioni, disegnato con
I’ausilio del software R.

Usando la funzione caratteristica fi(y) = eiy“e’# si puo verificare che
la definizione € ben posta, cioe che una distribuzione di questo tipo ha
effettivamente media a e varianza o.

Adesso andiamo a osservare un’interessante proprieta della legge normale.
Siano X e Y due v.a. indipendenti con associate due leggi normali del tipo
p~ N(a,0) e v~ N(b,7) rispettivamente. Allora, per la proprieta (1) della
funzione caratteristica vista in precedenza, per la v.a. X + Y di legge ux v
vale:
iy-(a+b) 7%

xv(y) = i(y)o(y) = e e

Per la proprieta (2), u*v € una legge a distribuzione normale, ed in particolare

vale che
pxv e~ N(a+bo+T).

Dunque, se X e Y sono v.a.r. indipendenti e normali, anche X 4+ Y ¢ una
v.a.r. normale.

In analogia con quanto fatto in precedenza possiamo ora generalizzare il
concetto di legge normale al caso m-dimensionale.

Definizione 2.7.2. Una legge di probabilita v definita su R™ si dice normale
di media a € R™ e matrice di covarianza I' € M(m x m,R) definita positiva
se ha per densita

Fla) = —— ke H ) -a)
(@) (2m)mdetl’
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e si scrivera sempre i~ N(a,T).

Come prima, si puo provare che effettivamente 1 ha media a e matrice di
covarianza [
Si dimostra anche che:

p~ N(aTI), v~ NObA) = pxv~N(@+bID+A)

cioe che la somma di v.a. reali indipendenti e normali ¢ una v.a. normale.
Inoltre la sua media ¢ la somma delle medie e la matrice di covarianza ¢ data
dalla somma delle matrici di covarianza delle due variabili.

Nel caso pluridimensionale possiamo poi vedere come si comportano le
leggi marginali. Se yu; ¢ la distribuzione marginale i-esima di p, allora sara
fsly) = e e,
quindi anche la legge marginale ¢ normale e vale u; ~ N(a;, T';).
In particolare notiamo che se I' e diagonale si ha che

I['\L(y17 s aym) = I[:Ll(yl) e lam(ym)

e quindi per la proposizione (2.6.4) le leggi marginali sono indipendenti. Allo-
ra, per quanto noto sulla marice di covarianza, possiamo enunciare la seguente
proposizione.

Proposizione 2.7.3. Sia X = (Xi,---,X,,) una v.a. reale e normale.
Allora le v.a. marginali X1, ..., X,, sono indipendenti se e solo se la matrice
di covarianza é diagonale.

Per concludere, osserviamo che si puo costruire una legge normale a par-
tire da un vettore media e una matrice di covarianza opportuna. Infatti, se
[' ¢ una matrice simmetrica m x m semidefinita positiva, allora la funzione
caratteristica

ly) = civei vy

definisce una legge di probabilita p ~ N(a,T).

2.8 Il Lemma di Borel-Cantelli

In questa sezione riportiamo per completezza un risultato, il Lemma di Borel-
Cantelli, che non risulta strettamente di interesse per quanto seguira, ma che
vale la pena introdurre per la sua notevole importanza (in particolare esso si
rivela essenziale per dimostrare la legge forte dei grandi numeri).
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Sullo spazio di probabilita (€2, F, P) consideriamo una successione { A, },en

di eventi. Poniamo
o0

limsup A,, = ﬂ U A, = A

n=1k>n

Non e difficile vedere che I'insieme appena definito puo essere interpretato
nel modo seguente:

A={we|we A, per infiniti indici n}.

Proposizione 2.8.1. (Lemma di Borel-Cantelli) Con le notazioni appena
definite, valgono i due fatti sequenti.

(a) Se si ha che
Y P(4,) < 400
n=1
allora P(A) = 0.
(b) Se invece

3P = ox
n=1
e per di piu gli eventi A,, sono a due a due indipendenti, allora P(A) = 1.

In altre parole, se una successione di eventi ha probabilita sommabili,
quasi certamente se ne verifica al pitt un numero finito; se al contrario ha
probabilita non sommabili e gli eventi risultano indipendenti allora quasi cer-
tamente se ne verifica un numero infinito. In particolare, si deduce subito che
effettuando un’infinita di prove indipendenti qualsiasi evento con probabilita
positiva si verifica infinite volte.

A questa legge sono state associate svariate interpretazioni e applicazioni
apparentemente paradossali, un esempio per tutti il cosiddetto teorema della
scimmia instancabile (secondo il quale una scimmia che prema a caso su
una tastiera per un tempo infinitamente lungo riuscira quasi certamente a
comporre un qualsiasi testo prefissato) o altri ancora. Naturalmente simili
affermazioni non hanno significato da un punto di vista operativo; risulta
pero interessante il fatto che in senso matematico esse non risultino affatto
contraddittorie, riferendosi ad eventi irrealizzabili in pratica ma a cui di fatto
e possibile associare una probabilita, diciamo €, misurabile e strettamente
maggiore di zero.
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Capitolo 3

Processi stocastici

Nel presente capitolo daremo una sintetica introduzione al concetto di pro-
cesso stocastico, fondamentale in numerose applicazioni quando si voglia mo-
dellizzare 1’evoluzione di situazioni o fenomeni di natura non deterministica
(come esempi classici di questo tipo ricordiamo senz’altro il moto browniano
e 1 processi di diffusione in generale). Parleremo poi del concetto di tempo
d’arresto, mentre nella sezione conclusiva tenteremo di dare un’idea di come
si proceda formalmente alla costruzione dei processi stessi, analizzando alcuni
semplici esempi allo scopo di familiarizzare con i concetti introdotti.

3.1 Generalita

Definizione 3.1.1. Si dice processo stocastico un oggetto della forma
X = (@ F, (Fier, (Xoer, P @.11)
dove
(a) T (insieme dei tempi) ¢ un sottoinsieme di R™.
(b) F ¢é una o-algebra di parti di €.
(c) P ¢é una legge (misura) di probabilita sullo spazio misurabile (2, F).

(d) (Fi)ier € una filtrazione, ovvero una famiglia di sotto-c-algebre di F,
crescente in t.

(e) (Xi)er € una famiglia di variabili aleatorie su (2, F) a valori nello spazio
misurabile (E, B(E)), costituito da uno spazio topologico E (detto spazio
degli stati) con la o-algebra boreliana, e tale che X, risulta Fy-misurabile
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per ogni istante t. Quest’ultimo fatto si esprime anche dicendo che (X),
¢ adattato alla filtrazione (F);.

Nel caso in cui le F; non siano esplicitamente indicate, si sottintende [’ap-
plicazione di una filtrazione naturale F; = o(Xs, s < t).

I1 processo stocastico e detto a parametro discreto se T' e discreto, mentre
e detto a parametro continuo qualora T sia continuo.

Osservazione 3.1.2. Notiamo che mediante l’applicazione w — {t — Xy(w)}
si puo sempre supporre che Q C ET. Per questo motivo, Q viene anche detto
spazio delle traiettorie (costituisce in un certo senso l'insieme delle possibili
realizzazioni del processo).

1 1 1 1 1
0 2000 4000 E000 aoon 10000 12000

Figura 3.1: Un esempio basilare di processo stocastico: il moto browniano
unidimensionale, simulato in Matlab.

Nei casi che ci interesseranno, (E, B(E)) coincidera sempre con lo spazio
(R™, B(R™)) e T' con un intervallo o una semiretta di R, cosa che sottinten-
deremo d’ora in avanti. In generale pero (se ad esempio volessimo analizzare
processi a parametro discreto) tale insieme potrebbe anche essere IN o una
sua parte, come accade nell’esempio riportato di seguito.
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Esempio 3.1.3. Consideriamo una partita di 30 lanci di una moneta, nella
quale le regole del gioco stabiliscono che:

e quando esce testa, si guadagna un punto;
e quando esce croce, se ne perde uno.

Una buona scelta di un processo stocastico per studiare questo fenomeno
puo essere la sequente.

(a) T={1,2,...,30}.

(b) Posto C = {—1,1}, prendiamo Q = {—1,1}3". F sara Uinsieme delle
parti di €2.

(¢) Detta p la distribuzione uniforme su C, cioé p({1}) = u({-1}) =
sara la legge prodotto p ® ... ® u (30 volte) su (2.

, P

1
2

(d) Gli eventi w € Q (ovvero i possibili risultati di una partita) sono della
forma w = {wi,...,ws}. Sipone allora X,(w) =wi+...4+w, (v.a. che
rappresenta il punteggio ottenuto dopo n lanci).

(e) F € la o-algebra o(X1,...,X,), cioe quella generata dagli eventi della
forma Ay x ... x A, xC...xC, dove A; C C.

Da un punto di vista intuitivo, si puo interpretare la o-algebra F; come ['in-
sieme degli eventi di cui al tempo t si puo dire se sono verificati o meno.
Nel presente caso, la forma assunta dalla o-algebra F; esprime il fatto che
al tempo n si possono conoscere i risultati det primi n lanct, ma non quells
dei successivi.

St ha in sostanza un processo stocastico caratterizzato da una sequenza di
v.a. Xi,...,X30 e adattato alla filtrazione F, C ... C F3o, nel quale, per
costruzione, ciascuna variabile X,, diventa un valore certo non appena siano
noti i primi n risultati. In altri termini, con il livello di informazione rapp-
resentato da F, la variabile X,, risulta completamente determinata, dunque
Fn-misurabile, come vuole la definizione (3.1.1).

Vediamo adesso qualche ulteriore caratteristica dei processi stocastici, ad
esempio come si definisce rigorosamente il fatto che processi diversi possano
avere delle proprieta in qualche senso simili.

Definizione 3.1.4. Dati due processi stocastici X = (0, F, (Fi)er, (Xt )ier, P)
e X = (' F' (Fer, (X])er, P'), si dice che essi:

e sono equivalenti se per ogni sequenza di istanti temporali tq, ..., t, in
T leva. (Xy,...,Xy,) e(X],...,X] ) hanno la stessa legge;
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e sono una modificazione (o una versione) l'uno dell’altro se (2, F, P) =
(Y, F',P") eseVt €T siha X; = X| quasi certamente' (g.c.) rispetto
a P;

e sono indistinguibili se Q = Q', F = F', P = P’ e inoltre si ha che
P(X, = X] Vt) =1.

Osservazione 3.1.5. Dalle definizioni precedenti seque subito che se due
processt sono una modificazione ['uno dell’altro allora in particolare essi sono
equivalenti. In modo simile si osserva che due processi indistinguibili sono
anche una modificazione ['uno dell’altro, ma il viceversa é falso, come mostra
l’esempio sequente.

Esempio 3.1.6. Consideriamo due processi definiti dagli spazi di probabilita
dati da Q2 = =10,1], F = F' = B([0,1]), P = P’ = misura di Lebesgue e
dalle v.a. X¢(w) = L,y (t) e X{(w) =0 Vt € T,w € Q. Risulta immediato
verificare che il secondo costituisce una modificazione del primo, ma che i
due processi non sono indistinguibili.

Forniamo di seguito alcuni risultati pit tecnici sui processi stocastici che
risultano utili per il prosieguo della teoria. Per semplicita, denoteremo d’ora
in avanti un processo con il nome della variabile che lo caratterizza, diciamo
X, tenendone presente la definizione formale data in precedenza.

Definizione 3.1.7. Un processo stocastico X si dice continuo (risp. q.c.
continuo) se V w € Q (risp. per quasi ogni w € Q) Uapplicazione (t,w) —
Xi(w) risulta continua rispetto a t. Analogamente si dard la definizione di
processo continuo a destra e di processo q.c. continuo a destra.

Definizione 3.1.8. Diremo che un processo X é:

e misurabile se lapplicazione (t,w) — Xi(w) € misurabile dall’insieme

(T x Q,B(T) x F) in (E,B(E));

e progressivamente misurabile (o semplicemente progressivo) se Vu € T
Uapplicazione (t,w) — Xy(w) é misurabile da ([0,u] x Q, B([0,u]) x F,)
in (E,B(F)).

In particolare un processo progressivo risulta, evidentemente, misurabile.

Proposizione 3.1.9. Se X ¢ continuo a destra, allora in particolare ¢ anche
progressivamente misurabile.

LOvvero quasi ovunque rispetto alla misura di probabilita P.
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Dimostrazione. Fissato u € T', e preso k =0,...,2" — 1, poniamo

2n ’ 9on
Xu, se s =1u

x () —

{@ se s € [2u, Bty
S

Evidentemente, si ha che xMm - X, per ogni s < wu. Inoltre, X &

progressivo: se infatti I' € B(F) si ha

{s.@ls <u xOw) ery = [J (5 EEDU A ¢ ryuy(x, e T)

k<2n

che ¢ un elemento di B([0,u]) x F,. L’applicazione (s,w) — X (w) risulta
dunque B([0,u]) x F,-misurabile in quanto limite di funzioni B([0, u]) x F,-
misurabili, da cui la tesi. O

Il prossimo risultato riveste una notevole importanza teorica, ma ne omet-
tiamo la dimostrazione, la quale in ogni caso risulta strettamente tecnica e
non aggiunge granche dal punto di vista concettuale. (E comunque possibile
trovarla esposta per intero in [1]).

Teorema 3.1.10. (di continuita) Sia D un aperto di R™ e (X,)yep, una
famiglia di v.a. d-dimensionali su (2, F, P) tale che esistano o > 0, 3 > 0,

¢ > 0 per cui vale
E[1X, = X.|7] < cly — 2™+

Allora esiste una famiglia (f(y)y di v.a. a valori in R? tale che
Xy = Xy q.c. per ogni y

e tale che per ogni w € Q lUapplicazione y — Xy(w) e continua ed anzi
holderiana® di esponente v per ogni vy < % su ogni compatto di D.

Corollario 3.1.11. Sia X un processo a valori in R¢ tale che esistano o > 0,
6 >0, c>0 per cut vale

E[|X; — X,|°] < |t — s|*T.

Allora esiste una modificazione Y di X che e continua. Per di pit per ogni
v < % le traiettorie di'Y sono holderiane di esponente v su ogni intervallo
limitato.

2Ricordiamo che una funzione f di variabile reale si dice holderiana con esponente di
Holder « € [0,1] se V z,y vale |f(z) — f(y)| < Clz — y|* per qualche C' > 0.
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Per concludere il presente paragrafo, parliamo un po’ piu in dettaglio del
ruolo rivestito dalle filtrazioni.

Preso un generico processo stocastico come definito dalla (3.1.1), poniamo
Fit = [Neso Ft+e- Chiaramente si ha F+ 2 F;. Diremo che la filtrazione e
continua a destra se Fyr = F, Vit eT.

Definizione 3.1.12. Un processo stocastico si dice standard se:

(a) la filtrazione (F;); € continua a destra;

(b) per ogni t € T, si ha che F; contiene tutti gli eventi di F trascurabili
(ovvero di misura nulla rispetto a P).

Osserviamo come l'ipotesi che il processo sia standard riguardi unica-
mente la filtrazione del processo e non, ad esempio, le v.a. X;.

Lavorare con un processo standard risulta spesso essenziale per evitare
alcune difficolta tecniche, come quelle che insorgono nell’esempio che segue.

Esempio 3.1.13. Sia X un processo e (Y;): una famiglia di v.a. tali che
X, =Y, q.c. rispetto a P per ognit € T'. In generale, questo non implica che
Y = (QF, (F)e, Yi)i, P) sia anch’esso un processo stocastico. Infatti, un
evento trascurabile Ny su cui X; e Y; differiscono potrebbe non appartenere
ad F; e quindi Y; non essere Fi-misurabile. Tale inconveniente invece non
sussiste se chiediamo che X sia un processo standard.

Notiamo inoltre che considerare processi standard implica che ogni pro-
cesso . ¢. continuo viene ad avere una modificazione anch’essa continua.

Anche il fatto che la filtrazione (F;); sia continua a destra e un’ipotesi
tecnica che nello sviluppo della teoria si rivela inevitabile, e per questo motivo
molte volte la prima mossa da fare e cercare di provare che si puo supporre
che i processi a cui ci si interessa godano delle proprieta (a) e (b).

3.2 Tempi d’arresto

Introduciamo ora il fondamentale concetto di tempo d’arresto, mostrando
poi, mediante alcuni risultati, 'importanza che esso riveste nello studio dei
processi.

Definizione 3.2.1. Sia (F;)ier una filtrazione. Una v.a. 7:Q — TU{+00}
si dice un tempo d’arresto se, posto {1 <t} = {w € Q|r(w) < t}, si ha che
{r <t} e F,VvteT. Sipone inoltre

F.={AcF JAn{r <t} e F,,VteT}
dove si ¢ definito Foo = U,er Fr-
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Esempio 3.2.2. Per fissare le idee, riprendiamo il processo definito nell’e-
sempio 3.1.3. Imporre che {T < n} € F, non significa altro che richiedere
che 7(w) < n dipenda solo dalle prime n coordinate. In questo caso, per
esempio, ¢ un tempo d’arresto (o semplicemente t.a. per brevitd) la v.a.

T(w) = inf{n|w; + ... + w, > 13}
mentre non lo é la v.a.
o(w) =sup{n|w; + ... +w, > 13}

poiché, fissato n per sapere se o(w) < n bisogna conoscere anche le coordinate
di w di indice > n.

Di nuovo, risulta utile a livello intuitivo immaginarsi F, come la o-algebra
degli eventi di cui al tempo 7 si puo dire se sono o no verificati.

I tempi d’arresto sono uno strumento fondamentale in numerosi contesti:
basti pensare ai problemi di optimal stopping nella teoria dei controlli (dove
si presenta la questione di decidere in maniera ottimale se fermare o meno
un certo processo in base allo stato presente e agli eventi passati), alla teo-
ria delle Martingale in probabilita, ai tempi di collisione in un moto brow-
niano o ad altre situazioni ancora. Facciamo qualche semplice esempio di
come sfruttando le definizioni appena date si possano costruire delle regole
di fermata.

Esempio 3.2.3. Supponiamo di voler creare una strategia per un gioco d’az-
zardo, diciamo a puntata costante, in cut abbiamo a disposizione una certa
somma niziale, in particolare di voler decidere quando interrompere la nostra
partita.

o Fffettuare una ed una sola giocata corrisponde ad un tempo d’arresto
7 =1 e costituisce banalmente una regola di fermata.

e (Glocare finché o non si perde tutta la somma iniziale o si é effettuato un
numero massimo fissato di puntate e anch’essa una strategia di arresto
valida.

e Glocare finche non si € raggiunto il massimo guadagno possibile non e
una regola valida perche risulta impossibile, ad un certo istante, sapere
se tale criterio € verificato o no: per sapere se interrompere il gioco
dovremmo essere a conoscenza anche degli esiti di tutte le partite future.

Concludiamo il paragrafo con alcuni ulteriori risultati. Del secondo, for-
niamo la dimostrazione, mentre per quanto riguarda il terzo rimandiamo
sempre a [1].
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Proposizione 3.2.4. Consideriamo due t.a. o e 7. Si ha che:
(a) T é sempre Fy-misurabile;

(b) min(o,7) e max(o,7) sono t.a.;

(c) se o <1 allora Fy C F;.

Proposizione 3.2.5. Se X ¢& un processo misurabile e o : 0 — R* una v.a.
allora anche X, : w — Xy (w) € una v.a.. Inoltre, se T ¢ un t.a. e X ¢
progressivamente misurabile, allora X, risulta F,.-misurabile.

Dimostrazione. La prima asserzione ¢ immediata, perché X, si ottiene com-
ponendo le applicazioni misurabili w — (w, o(w)) e (w,t) — X;(w). Se poi X
¢ progressivo e ), = {7 < t}, allora X, ¢ misurabile da (Q;, F;) in (£, B(E))
come composizione delle due applicazioni misurabili

w— (w,7(w)) da (Q, F) in (Q x [0,t], F; x B([0,1]))

(w,t) — Xi(w) da (2 x [0,t], F; x B([0,¢]) in (E,B(E)).
Dunque, se I' € B(E), si ha che
{r<t}n{X, el ={weQ, X, (w) e} € F
e quindi {X, e I'} € F.. O
Se A € B(FE), definiamo il tempo di uscita da A come
Ta=inf{t €T | X; ¢ A}.

Proposizione 3.2.6. Se E ¢ uno spazio metrico e X un processo stocastico
continuo, allora:

(a) se A é aperto, T4 € un tempo d’arresto.

(b) se F' ¢ chiuso e la filtrazione (F;); € continua a destra, T € un tempo
d’arresto.
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3.3 Costruzione di processi stocastici

Diamo per finire alcuni brevi cenni ai risultati che riguardano la costruzione
di un processo stocastico.

Definizione 3.3.1. Sia X = (Q, F, (Fi)ier, (Xi)ier, P) un processo a valori
nello spazio topologico (E,B(E)), e sia m = (t1,...,t,) una n-upla di ele-
menti di T con t; < ... < t,. Allora su E™ si puo considerare la legge di
probabilita ., immagine di P tramite 'applicazione

Xﬂ- = (th, Ce ,th) : Q — En
Al variare di 7, le p, si chiamano distribuzioni di dimensione finita di P.

La conoscenza delle distribuzioni di dimensione finita caratterizza P nel
senso seguente.

Proposizione 3.3.2. Se due processi X = (Q, F, (Fi)er, (Xi)ter, P) e X' =
(Q,F, (F)ier, (Xi)ier, Q) hanno le stesse distribuzioni di dimensione finita,
allora P e Q coincidono sulla o-algebra o(X;,t € T).

Dimostrazione. Se X e X’ hanno le stesse distribuzioni di dimensione finita,
allora P e () coincidono sugli insiemi del tipo

X' Tyn...nXx; 1Ty

doveTlq,..., T, € B(E). Poiché questi insiemi costituiscono una classe stabile
per l'intersezione finita, per il criterio di Caratheodory P e @) coincidono
sulla o-algebra da essi generata, che e appunto o(X;,t € T'), il che conclude
la dimostrazione. O

Un problema che ricorre spesso ¢ l'inverso di quello appena introdotto:
assegnato uno spazio topologico E e l'insieme dei tempi 7', costruire un pro-
cesso stocastico (2, F, (Fy)er, (Xi)ier, P) avente E come spazio degli stati
e di assegnate distribuzioni di dimensione finita (fi,)rerr-

Osservazione 3.3.3. Anzitutto, é chiaro che le p, devono soddisfare la
condizione di consistenza definita come seque.

o Siam= (tl,...,tn), = (tla"'7ti—lati+17"'7tn)'

e Sia poi p; : E" — E"' Dapplicazione definita da (x4,...,1,) —
(T1y ey T, Ty e e vy Ty

o Allora l'immagine di ji, tramite p; € firr.
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Questo perché, come si vede immediatamente, si ha X = p; o X.

La condizione precedente ¢ anche sufficiente se lo spazio topologico E e
sufficientemente regolare, come mostra il teorema seguente.

Teorema 3.3.4. (Kolmogorov) Sia E uno spazio metrico o-compatto®, e sia
(fr)men un sistema di distribuzioni di dimensione finita su E che verifichi la
condizione di consistenza. Poniamo Q) = ET | e definiamo poi X(w) = w(t),
Fi=0(Xs,T>s<t), F=0(Xy,teT). Esiste allora su (2, F) una legge
di probabilita P tale che le (p)rerr sono le distribuzioni di dimensione finita

del processo (U, F, (Fi)er, (Xi)ter, P).

La P definita dal teorema 3.3.4 ¢ evidentemente unica per la proposizione
3.3.2.

Tirando le somme, nel presente capitolo abbiamo gia incontrato alcuni dei
problemi piu importanti che intervengono nello studio dei processi stocastici:

(a) la costruzione di processi che soddisfino particolari proprieta (riconducibili
alle distribuzioni a dimensione finita);

(b) la regolarita delle traiettorie;
(c) la determinazione della probabilita P del processo.

Osserviamo che P e invariante per il passaggio da un processo ad una
sua modificazione, a differenza della regolarita delle traiettorie, come mostra
anche ’esempio 3.1.6.

I capitoli della teoria dei processi stocastici successivi a questa intro-
duzione riguardano lo studio di classi particolari di processi, per esempio
quelli di diffusione. Per trattare tali argomenti risulta necessario procurarsi
delle tecniche (in particolar modo integrali stocastici) che insieme al teorema
di Kolmogorov permettano prima di costruire i processi e poi di provarne
I’esistenza di versioni regolari. La determinazione della probabilita P risul-
ta essere (tranne in casi particolari) il problema piu difficile, ma ¢ possi-
bile mostrare che in molte situazioni la probabilita di alcuni eventi si puo
ricondurre allo studio di problemi alle derivate parziali.

3Uno spazio topologico si dice o-compatto se si pud esprimere come unione di un’infinita
numerabile di sottoinsiemi compatti.
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Figura 3.2: Processi stocastici come il random walk intervengono anche in
situazioni molto complesse come ad esempio in questa simulazione di un
fenomeno di aggregazione a diffusione limitata di particelle.
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