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Moti Browniani
IntroduzioneCome intervengono i moti browniani in �nanza:La variazione del prezzo di un bene non può essere des
ritta deterministi
a-mente, ma subirà delle variazioni improvvise e imprevedibili 
he sono des
rittedai moti browniani 
he ora andremo a des
rivere.Supponiamo 
he al tempo t il prezzo di un bene sia S. Sia dt un pi

olointervallo su

essivo durante il quale S diventa S + dS. Il modello per il valoredi ritorno 
orrispondente a dS

S è 
omposto quindi da due parti:la prima predi
ibile sarà un ritorno deterministi
o privo di ris
hi,
he quindiper il prin
ipio di non arbitraggio equivale al ritorno di un investimento ban
arioe il suo 
ontributo a dS
S è µdt dove µ è la misura della media del tasso di 
res
itadel prezzo di un bene detto derivato.la se
onda parte identi�
a il 
ambiamento 
asuale del prezzo di un bene edè rappresentato da un 
ampione 
asuale ottenuto da una distribuzione normale
on media 0. Il suo 
ontributo a dS

S è σdW , dove σ è la volatilità del mer
atoe W è un moto browniano.Si ipotizza quindi 
he la variazione del prezzo di un bene segua un pro
essodi moto browniano, des
ritto tramite l'equazione di�erenziale sto
asti
a:
dS = µSdt + σSdWt

1



1 De�nizioni utiliDe�nition 1. Una σ-algebra di sottoiniemi di un insieme Ω è una famiglia
A ⊆ P (Ω) t.
.1. Ø ∈ A2. Se X ∈ A ⇒ Ω \ X ∈ A3. {Xn, n ∈ N} ⊂ A =⇒ ⋃

n∈N Xn ∈ ADe�nition 2. Uno spazio di probabilità è una terna (Ω,F , P ) dove Ω è uninsieme, F una σ-algebra su Ω e P : F−→ [0, 1] è una misura di probabilità su
Ω.De�nition 3. Un Pro
esso Sto
asti
o è un oggetto della forma

X = (Ω,F , (Ft)t∈T , (Xt)t∈T , P )dove:1. T è un insieme di tempi 
ontenuto in R+2. F è una σ−algebra3. P è una legge di probabilità su (Ω,F)4. (Ft)t∈T è una �ltrazione 
ioè una famiglia �nita di sotto -σ-algebre di F
res
ente in t, 
ioè
Fs ⊆ Ft se s ≤ t5. (Xt)t∈T è una famiglia di v.a. su (Ω,F)2 Famiglie GaussianeDe�nition 4. Una famiglia J di v.a. d-dimensionali de�nite su (Ω,F , P ) si di
euna famiglia gaussiana se, per ogni s
elta di X1, ..., Xm∈J e γ1, ..., γm ∈ Rd,la v.a. 〈γ1, X1〉 + ...+〈γm, Xm〉 è gaussiana.Proposition 5. J è una famiglia gaussiana se e solo se per ogni X1, ...Xm ∈ Jla v.a. dm-dimensionale X = (X1, ...Xm)è normale.De�nition 6. Diremo 
he un pro
esso è gaussiano se (Xt)t è una famigliagaussiana.
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3 De�nizioniDe�nition 7. Un pro
esso B = (Ω,F , (Ft)t≥0,(Bt)t≥0,P ) a valori reali è un
moto browniano se:1. B0 = 02. per ogni 0 ≤ s ≤ t la v.a. Bt − Bs è indipendente da Fs3. per ogni 0 ≤ s ≤ t la v.a. Bt − Bs ha legge N(0, t − s)��������������������-

Osservazione :a) Il punto (2) =⇒Bt − Bsè indipendente da Bu ∀u ≤ sb) Un moto browniano è un pro
esso gaussiano. Siano infatti
α1, . . . , αm ∈ R, 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tm:o

orre provare 
he α1Xt1 + ... + αmXtm è una v.a. normale. Questo è ovvioper m = 1.Supponiamolo vero per m − 1.Allora si può s
rivere
α1Xt1 + ...+αmXtm =

[

α1Xt1 + ... + (αm−1 + αm)Xtm−1

]

+αm(Xtm −Xtm−1
)
he è normale 
ome somma di v.a. normali indipendenti.Remark 8. Se B è un moto browniano allora si vede fa
ilmente 
he:1. E(BsBt) = min(s, t)Proof. sia s ≤ t

E(BtBs) = E [(Bt − Bs)Bs] + E(B2
s )ora, (Bt − Bs) e Bs sono indipendenti per la de�nizione di moto browniano

=⇒
E((Bt − Bs)Bs) = E(Bt − Bs)E(Bs) e inoltrepoi
hè Bt − Bs ∼ N(0, t − s) allora
E(Bt − Bs) = 0
V ar(Bs) = E(B2

s ) − E(Bs)
2 = s, allora, poi
he Bs ∼ N(0, s) e dunque

E(Bs) = 0 segue 
he
E(B2

s ) = s.Di 
onseguenza
E(BsBt) = min(s, t) = sCorollary 9. Se esistono α, β t.
. E(|Xt − Xs|β) ≤ c|t − s|1+α allora esisteuna modi�
azione 
ontinua di X 
he è an
ora un moto browniano.3



Osservazione:
• Un moto browniano ammette sempre una modi�
azione 
ontinua 
he èan
ora un moto browniano.Proof. (osservazione) Sia t > s, poi
hè Bt − Bs ∼ N (0, t − s) si ha
Bt − Bs = (t − s)

1
2 Z dove Z ∼N (0, 1). Dunque, per p ≥ 0,

E(|Bt − Bs|2p) = (t − s)pE(|Z|2p)Poi
hè si vede 
he E(|Z|2p) < +∞ per ogni p > 0, possiamo appli
are ilCorollario 8
on β = 2p, α = p − 1 e quindi, dato un qualunque moto browniano, neesiste una versione 
ontinua.Proposition 10. Sia B = (Ω,F , (Ft)t, (Bt)t, P ) un moto browniano 
ontinuo.Allora an
he:
Xt = Bt+s − Bs, −Bt, cBt/c2 ,

Zt =

{

tB1/t t > 0

0 t = 0sono moti browniani 
ontinui su (Ω,F , P ), il primo rispetto alla �ltrazione
(Ft+s)t, il se
ondo rispetto a (Ft)t ,il terzo rispetto a (

Ft/c2

)

t
e il quarto è un moto browniano naturale.4 Comportamento delle traiettorieSia X = (Ω,F , (Ft)t, (Bt)t, P ) un moto browniano 
ontinuo.De�nition 11. Se I ⊂R è un intervallo e f : I→ R una funzione 
ontinua, si
hiama modulo di 
ontinuità di f la funzione

w(δ) = supx,y∈I;|x−y|≤δ |f(x) − f(y)|.Theorem 12. (P. Lévy) Per ogni T > 0

P

{

lim
δ→0

sup
0≤s<t≤T ;t−s≤δ

|Xt − Xs|
(2δlog 1

δ )1/2
= 1

}

= 1
ioè, al di fuori di un insieme di probabilità nulla,∀ε > 0, ∃δ > 0 (dipendenteda ω ed ε) t.
. se |s − t|< δ allora
|Xt(ω) − Xs(ω)| ≤ (1 + ε)

(

2|t − s|log 1
|t−s|

)

1/2ed esistono t ed s 
on |t − s| pi

olo t.
.
|Xt − Xs| ≥ (1 + ε)

(

2|t − s|log 1
|t−s|

)
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De�nition. f : [a, b] → R si di
e γ-holderiana su [a,b℄ 
onγ ∈(0,1℄ se :
sup

t,s∈[a,b]; t6=s

|f(t) − f(s)|
|t − s|γ < ∞Remark 13. Dal Teorema di Lèvy si ri
ava una importante proprietà dei motibrowniani 
ioè 
he le traiettorie di un moto browniano non possono essere holde-riane di esponente 1

2Proof. se w è il modulo di 
ontinuità di Xt per t ∈ [0, T ], allora
limδ→0+

w(δ)

(2δlog 1
δ )1/2

= 1dove
w(δ) = supt,s∈I;|s−t|≤δ |Xt − Xs|.e dunque

sup
t,s∈[a,b]; t6=s

|Xt − Xs|
|t − s| 12

non potrà essere < ∞Quindi le traiettorie non possono essere holderiane di esponente 1
2 su[0, T ]∀T .Corollary 14. Al di fuori di un insieme di probabilità nulla nessuna traiettoriaè holderiana di esponente γ ≥ 1

2 in nessun intervallo di tempo I⊂ R+aventeparte interna non vuota.Proof. Osservo 
he per q, r ∈ Q+ , 0 ≤ q < r,

lim
δ→0

sup
q≤s<t≤r; t−s≤δ

|Xt − Xs|
(2δlog 1

δ )1/2
= 1 (∗)poi
hè (Xt+q − Xq)t è an
ora un moto browniano.Quindi se Nq,r è l'insieme tras
urabile in 
ui la (*) è veri�
ata, N =

⋃

q,r∈Q+ Nq,rè an
ora un insieme tras
urabile.Poi
hè un intervallo I ⊂ R+ avente parte interna non vuota ne
essariamente
ontiene un intervallo della forma [q, r] 
on q < r; q, r ∈ Q+, nessuna traiettoriaal di fuori di N può essere holderiana di esponente γ ≥ 1
2 in nessun intervallodi tempo I ⊂ R+ avente parte intera non vuota.De�nition 15. Data una funzione f : R → R, si di
e variazione di f in [a, b]la quantità

V a
b f = supπ

∑

|f(xi+1) − f(xi)|dove π varia tra tutte le partizioni a = x0 < x1 < . . . < xn+1 = bdell'intervallo [a, b] e f si di
e �a variazione �nita� se
V a

b f < +∞ ∀ a, b∈ R. 5



Proposition 16. Sia π= {t0, . . . , tm} 
on s = t0 < t1 < . . . < tm = t unapartizione dell'intervallo
[s, t] , |π| = max0≤k≤m−1 |tk+1 − tk|.Allora posto

Sπ =
m−1
∑

k=0

|Xtk+1
− Xtk

|2si ha
lim

|π|→0+
Sπ = t − sRemark 17. In parti
olare da questa Proposizione si ri
ava 
he le traiettorie diun moto browniano non sono a variazione �nita su al
un intervallo di tempo.Proof. Sπ =

∑m−1
k=0 |Xtk+1

− Xtk
|2 ≤ max0≤i≤m−1|Xti+1

− Xti |
∑m−1

k=0 |Xtk+1
−

Xtk
|.Poi
hè le traiettorie sono 
ontinue,

lim|π|→0+ max
0≤i≤m−1

|Xti+1
− Xti | = 0e dunque se le traiettorie fossero a variazione �nita su [s, t] per ω in uninsieme A di probabilità positiva, allora su A si avrebbe

lim|π|→0+

∑m−1
k=0 |Xtk+1

− Xtk
| < +∞e dunque lim|π|→0+Sπ(ω) = 0, in 
ontraddizione 
on la prima parte dell'enun
iatodella Proposizione.5 Comportamento asintoti
oDe�nition. Sia f : A → Runa funzione de�nita in un sottoinsieme A di unqualsiasi spazio topologi
o, x0 un punto di a

umulazione, I(x0) la famiglia diintorni di x0 in A.

• limx→x0
f(x) = infU∈I(x0) supx∈U∩A\{x0}f(x) = inf{ sup{f(x) : x ∈ U ∩

A \ {x0}} : U ∈ I(x0)}.

• limx→x0
f(x) = supU∈I(x0) infx∈U∩A\{x0}f(x) = sup{ inf{f(x) : x ∈ U ∩

A \ {x0}} : U ∈ I(x0)}.Theorem 18. (Legge del logaritmo iterato)
P

(

lim
t→0+

Xt

(2t log log 1
t )

1/2
= 1

)

= 1.__________________________________________
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Corollary 19. Come 
onseguenza si haa) limt→0+
Xt

(2t log log 1
t )1/2 = −1b) limt→+∞

Xt

(2t log log 1
t )1/2 = 1
) limt→+∞

Xt

(2t log log 1
t )1/2 = −1Proof. Si appli
a Teorema 2.11 ai moti browniani −X,(tX1/t)t,(−tX1/t)t.Come 
onseguenza delle b), c), osserviamo 
he esse impli
ano l'esistenza di duesu

essioni

(tn)n, (sn)n con limn→∞tn = limn→∞sn = +∞

Xtn ≥ ((2 − ε)tnlog log tn)1/2

Xsn ≤ ((2 − ε)tnlog log sn)1/2Poi
hè, per di più si può s
egliere
tn ≤ sn ≤ tn+1,
iò impli
a 
he il moto browniano 
ompie delle os
illazioni sempre più ampiepassando da valori molto grandi a valori negativi e molto grandi in valore asso-luto.Poi
hè le traiettorie sono 
ontinue, esso, in parti
olare, visita ogni numeroreale una in�nità di volte.Lemma 20. Se x > 0, T > 0

P

(

sup
0≤t≤T

Xt > x

)

≤ 2 P (XT > x).Proof. Siano t0 < t1 < . . . < tn = T , I = {t0, . . . , tn} e poniamo τ =
inf { j; Xt j > x} .Allora, poi
hè {XT > x} ⊂ {τ ≤ tn}e su {τ = tj}si ha Xt j ≥ x,
P (XT > x) = P (τ ≤ tn, XT > x) =

n
∑

j=0

P (τ = tj , XT > x) ≥
n

∑

j=0

P (τ = tj ; XT−Xtj ≥ 0)ma gli eventi {τ = tj}e {

XT − Xtj ≥ 0
} sono indipendenti per
hè il primoè Ftj − misurabile, mentre XT − Xtj è indipendente da Ftj ;inoltre P (XT − XtJ ≥ 0) = 1

2 , dato 
he XT − XtJ è gaussiana 
entrata;quindi
P (XT > x) ≥ 1

2

n
∑

j=0

P (τ = tj) =
1

2
P (sup

t∈I
Xt > x)7



Sia ora In una su

essione di sottinsiemi �niti di [0, T ] 
res
ente a [0, T ] ∩
Q. Per la disuguaglianza pre
edente

P

(

sup
t≤T ;t∈Q

Xt > x

)

= sup
n

P (sup
t∈In

Xt > x) ≤ 2P (XT > x).Poi
hè le traiettorie sono 
ontinue supt≤T ;t∈Q Xt = supt≤T XtLemma 21. Se x > 0

(x +
1

x
)−1e−

x2

2 ≤
ˆ +∞

x

e−
z2

2 dz ≤ 1

x
e−

x2

2Proof. Si ha
´ +∞

x
e−

z2

2 dz ≤ 1
x

´ +∞
x

ze−
z2

2 dz = 1
xe−

x2

2 e la disuguaglianza a destra èprovata. Inoltre :
d
dx

1
xe−

x2

2 = −(1 + 1
x2 )e−

x2

2e dunque
1
xe−

x2

2 =
´ +∞

x
(1 + 1

z2 )e−
z2

2 dz ≤ (1 + 1
x2 )
´ +∞

x
e−

z2

2 dzora dimostreremo il Teorema (Legge del logaritmo iterato)Proof. (Legge del logaritmo iterato)Dimostreremo 
he limt→0
Xt

(2t log log 1
t )1/2 ≤ 1 (***)Poniamo φ(t) = (2t log log 1

t )
1/2. Siano δ > 0 e (tn)n una su

essione de
res-
ente e 
onsideriamo l'evento

An = {Xt > (1 + δ)φ(t)per qualche t ∈ [tn+1, tn]}.Per l'arbitrarietà di δ basterà provare 
he P (limn→∞An) = 0.Per il Lemma di Borel-Cantelli basta dimostrare 
he la serie ∑∞
n=1 P (An) è
onvergente; quindi dobbiamo
er
are delle maggiorazioni di P (An). Poi
hè φ è 
res
ente

An ⊂
{

sup
0≤t≤tn

Xt > (1 + δ)φ(tn+1)

}e per i Lemmi pre
edenti
P ( sup

0≤t≤tn

Xt ≥
√

tnx) ≤ 2P

(

Xtn√
tn

≥ x

)

=
2√
2π

ˆ +∞

x

e−z2/2dz ≤
√

2

π

1

x
e−x2/2e quindi, ponendo x = xn = (1 + δ)φ(tn+1)√

tn
,

P (An) ≤
√

2
π

1
xn

e−x2
n/2S
egliamo ora tn = qn 
on 0 < q < 1, ma in modo 
he λ = q(1 + δ)2 > 1.Allora per α = log 1

q si ha
xn = (1 + δ)(2qlog[(n + 1)log 1

q ])1/2 = [2λlog(α(n + 1)]1/2.8



Quindi P (An) ≤ c
(n+1)λ , ∑+∞

n=1 P (An) < +∞ e P (limn→+∞An) = 0 per illemma di Borel-Cantelli.Proviamo ora la minorazione del limite superiore.Sia an
ora (tn)n una su

essione de
res
ente a 0 e sia Zn = Xtn − Xtn+1
,allora per ogni x > 1,ε > 0

P (Zn > x
√

tn − tn+1) = P
(

Xtn−Xtn+1√
tn−tn+1

> x
)

= 1√
2π

´ +∞
x e−z2/2dz ≥ x

x2+1
1√
2π

e−x2/2

≥ 1
2x

√
2π

e−x2/2per il Lemma.Poniamo ora tn = qn 
on 0 < q < 1 e
x = xn = (1 − ε) φ(tn)√

tn−tn+1
= 1−ε√

1−q

√

2log(nlog 1
q ) =

√

βlog(αn)dove β = 2 (1−ε)2

1−q . Se q è abbastanza pi

olo per
hè β < 2 allora
P (Zn > (1 − ε)φ(tn)) ≥ c

nβ/2
√

logne, poi
hè si tratta di eventi indipendenti, per il Lemma di Borel-Cantelli
P (Zn > (1 − ε)φ(tn) infinite volte) = 1.D'altra parte la (***) appli
ata al moto browniano −X impli
a
Xtn > −(1 + ε)φ(tn)Mettendo insieme queste relazioni si ha 
he, per in�niti indi
i,
Xtn = Ztn+Xtn+1

> (1−ε)φ(tn)−(1+ε)φ(tn+1) = φ(tn)
[

1 − ε − (1 + ε)φ(tn+1)
φ(tn)

]Per ogni δ > 0 si possono però s
egliere ε e q abbastanza pi

oli per
hè sia
1 − ε − (1 + ε)

√
q > 1 − δ e poi
hè

limn→+∞
φ(tn+1)
φ(tn) =

√
qsi ha �nalmente

Xtn > (1 − δ)φ(tn) in�nite volte.
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Da questo gra�
o si osserva il 
omportamento asintoti
o del moto browniano
Xt 
onfrontato 
on la funzione (2t log log 1

t )
1/2 .
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