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Moti Browniani

Introduzione

Come intervengono i moti browniani in finanza:

La variazione del prezzo di un bene non puo essere descritta deterministica-
mente, ma subird delle variazioni improvvise e imprevedibili che sono descritte
dai moti browniani che ora andremo a descrivere.

Supponiamo che al tempo t il prezzo di un bene sia S. Sia dt un piccolo
intervallo successivo durante il quale S diventa S + dS. Il modello per il valore
di ritorno corrispondente a % é composto quindi da due parti:

la prima predicibile sard un ritorno deterministico privo di rischi,che quindi
per il principio di non arbitraggio equivale al ritorno di un investimento bancario
e il suo contributo a % é pdt dove p é la misura della media del tasso di crescita
del prezzo di un bene detto derivato.

la seconda parte identifica il cambiamento casuale del prezzo di un bene ed
é rappresentato da un campione casuale ottenuto da una distribuzione normale
con media 0. Il suo contributo a % é odW, dove o ¢ la volatilitd del mercato
e W é un moto browniano.

Si ipotizza quindi che la variazione del prezzo di un bene segua un processo

di moto browniano, descritto tramite ’equazione differenziale stocastica:

dS = pSdt + oSdW,

5 10 15 20 25



1 Definizioni utili

Definition 1. Una o-algebra di sottoiniemi di un insieme {2 & una famiglia
A C P() t.c.

1. 0eA
2.8 XcA=>0\XcA

3. {Xpy,neN}CcA= U, yXn€A

neN

Definition 2. Uno spazio di probabilita & una terna (2, F, P) dove & un
insieme, F una o-algebra su 2 e P: F— [0, 1] & una misura di probabilita su
Q.

Definition 3. Un Processo Stocastico é un oggetto della forma
X = (Qafv (ft)tGTv (Xt)tGTaP)
dove:

1. T & un insieme di tempi contenuto in R™
2. F é una o—algebra
3. P é una legge di probabilita su (2, F)

4. (Fi)ter € una filtrazione cioé una famiglia finita di sotto -o-algebre di F
crescente in t, cioé
Fs CF se s <t

ot

. (X4)ter € una famiglia di v.a. su (2, F)

2 Famiglie Gaussiane

Definition 4. Una famiglia 7 di v.a. d-dimensionali definite su (2, F, P) si dice
una famiglia gaussiana se, per ogni scelta di X1, ..., Xpm€J € V1, ..., Ym € R?,
la v.a. (v, X1) + ...+ {ym, Xm) & gaussiana.

Proposition 5. J é una famiglia gaussiana se e solo se per ogni X1,.. X, € J
la v.a. dm-dimensionale X = (X1, ...X,n)é normale.

Definition 6. Diremo che un processo ¢ gaussiano se (X;), ¢ una famiglia
gaussiana.



3 Definizioni

Definition 7. Un processo B = (0, F, (Ft);>0,(Bt);>0,F) a valori reali & un
moto browniano se: - -

1. Bo=0
2. per ogni 0 < s <tlav.a. B, — Bs ¢ indipendente da F;

3. per ogni 0 < s <tlav.a. B;— B halegge N(0,t— s)

Osservazione :
a) Il punto (2) = B; — Bs¢ indipendente da B, Yu < s
b) Un moto browniano ¢ un processo gaussiano. Siano infatti
A1y, ERy 0 <t <ty < ... <t

occorre provare che a3 X;, + ... + @ X, € una v.a. normale. Questo é ovvio
per m = 1.

Supponiamolo vero per m — 1.

Allora si puo scrivere

Oélth =+ ... +Oéthm = [Oélth —+ ...+ (Oém,1 + O‘m>Xtm,J +04m(Xtm — Xtm71)

che é normale come somma di v.a. normali indipendenti.

Remark 8. Se B ¢ un moto browniano allora si vede facilmente che:
1. E(BsBt) = min(s,t)

Proof. sia s <t

E(BtBs> =F [(Bt - BS)BS] + E(BE)

ora, (B; — Bs) e B, sono indipendenti per la definizione di moto browniano
_—

E((B: — Bs)Bs) = E(B: — Bs)E(Bs) e inoltre

poiché By — Bs ~ N(0,t — s) allora

E(B;—B;)=0

Var(Bs) = E(B?) — E(Bs)? = s, allora, poiche B; ~ N(0,s) e dunque
E(Bs) = 0 segue che

E(B?) =s.

Di conseguenza

E(BsB;) = min(s,t) = s O

Corollary 9. Se esistono o, t.c. BE(|X; — X,|%) < c|t — s|*T* allora esiste
una modificazione continua di X che & ancora un moto browniano.



Osservazione:

e Un moto browniano ammette sempre una modificazione continua che &
ancora un moto browniano.

Proof. (osservazione) Sia t > s, poiché By — By ~ N(0,¢ — s) si ha
B, — By = (t — s)2Z dove Z ~N(0,1). Dunque, per p > 0,
E(|By — B[*") = (t — s)" E(|Z]*")

Poiché si vede che E(|Z]?P) < +oo per ogni p > 0, possiamo applicare il
Corollario 8

con B = 2p, a = p— 1 e quindi, dato un qualunque moto browniano, ne
esiste una versione continua. O

Proposition 10. Sia B = (Q, F, (Fi)t, (Bt)t, P) un moto browniano continuo.
Allora anche:

Xt = Bt+s — BS, *Bt, CBt/CZ,

tB
Zt: l/t t>0
0 t=0

sono moti browniani continui su (2, F, P), il primo rispetto alla filtrazione
(Fits),, il secondo rispetto a (Fy), ,
il terzo rispetto a (-7:t/52)t6 il quarto é un moto browniano naturale.

4 Comportamento delle traiettorie

Sia X = (Q, F, (F)t, (Bt)t, P) un moto browniano continuo.
Definition 11. Se I CR ¢é un intervallo e f : I— R una funzione continua, si
chiama modulo di continuita di f la funzione
’LU((S) = Supz,y61;|z—y|§(5 |f(SC) - f(y)|
Theorem 12. (P. Lévy) Per ogni T > 0
X — Xs
P < lim sup |t71| = =1
3—0 0<s<t<Ti—s<s (20l0og3)1/?

cioe, al di fuori di un insieme di probabilita nulla,Ve > 0, 30 > 0 (dipendente
daw ede) t.c se|s—t|<é allora

X (w) — Xo(w)| < (1 +¢) (2|t — sllog L ) 1/2

[t—s]
ed esistono t ed s con |t — s| piccolo t.c.

X0 = X,| = (14 (21t - sliogty ) /2




Definition. f : [a,b] — R si dice v-holderiana su [a,b] cony €(0,1] se :
[f () = f(s)]

sup — Y <X
t,s€la,b]; t#s |t - S|’Y

Remark 13. Dal Teorema di Lévy si ricava una importante proprieta dei moti
browniani cioé che le traiettorie di un moto browniano non possono essere holde-
riane di esponente %

Proof. se w ¢ il modulo di continuita di X; per ¢ € [0, T, allora O
w(0)
limg_, =
1Mo+ (25109%)1/2
dove

’LU((S) = Supt,sel;|sft|§§ |Xt - X&|

e dunque
|Xt - Xs| <
sup —————non potra essere < 0o
t,s€labl; t£s |t — $|2

Quindi le traiettorie non possono essere holderiane di esponente % sul0, TVvT.

Corollary 14. Al di fuori di un insieme di probabilita nulla nessuna traiettoria
¢ holderiana di esponente v > L in nessun intervallo di tempo IC R avente

2
parte interna non vuota.

Proof. Osservo che per ¢, r€ QT ,0< g <,

lim sup AXe = Xl
=0 g<sct<n t-s<s (20logg)L/?

(%)

poiché (X;44 — X4): € ancora un moto browniano.

Quindi se Ny, & 'insieme trascurabile in cuila (*) é verificata, N = {J, ,.cq+ Ng,r
é ancora un insieme trascurabile.

Poiché un intervallo I C RT avente parte interna non vuota necessariamente
contiene un intervallo della forma [g,7] con ¢ < r; ¢q,7 € QT, nessuna traiettoria
al di fuori di N puo essere holderiana di esponente vy > % in nessun intervallo
di tempo I C RT avente parte intera non vuota. O

Definition 15. Data una funzione f : R — R, si dice variazione di f in [a, b]
la quantita

Vi f = supr » | f(wis1) — (@)

dove 7 varia tra tutte le partizioni a = 29 < 1 < ... < Tp41 = b
dell’intervallo [a,b] e f si dice "a variazione finita” se
Vi f <400V a,beR.



Proposition 16. Sia 7= {tg,...,tm} con s =ty < t1 < ... < t,, = t una
partizione dell’intervallo

[s,t] , |7 = mazo<k<m-1 [trt1 — tr-

Allora posto

—

m—
— 2
Sﬂ' - |th-+1 - th|
k=0
si ha

lim S;,=t—s
‘7’r|—>0+

Remark 17. In particolare da questa Proposizione si ricava che le traiettorie di
un moto browniano non sono a variazione finita su alcun intervallo di tempo.

- Xy,

P7‘00f. Sr = Z“;*Ol |th-+1 - th|2 < maxoﬁiﬁm*”Xt 21:*01 |th+1 -
Xt |-

Poicheé le traiettorie sono continue,

i+1

~ X,

7

=0

l’””hr\ao+ max 1 |Xti+1

0<i<m—
e dunque se le traiettorie fossero a variazione finita su [s,t] per w in un
insieme A di probabilita positiva, allora su A si avrebbe
. -1
limyr) o+ 2okg [ Xty — X | < 400
e dunque lim ;| o+ Sz (w) = 0, in contraddizione con la prima parte dell’enunciato
della Proposizione. O

5 Comportamento asintotico

Definition. Sia f : A — Runa funzione definita in un sottoinsieme A di un
qualsiasi spazio topologico, xo un punto di accumulazione, I(x) la famiglia di
intorni di xg in A.

L4 Mxﬁxof(x) = Z.nfUEI(zo) SuszUﬂA\{zo}f('r) = an{ sup{f(:c) rxeln
A\{wo}}: U € I(wo)}-

i ll—mxﬁng('r) = SUPUeI(xo) Z.nmeUF‘IA\{zo}f('r) = sup{ an{f('r) rxeln
AN\{zo}}: U € I(xo)}.

Theorem 18. (Legge del logaritmo iterato)

_— X
P<lim —tl1>1.
t—0+ (2tloglogy)'/?



Corollary 19. Come consequenza si ha

; Xt _
a) h_m15—>0+ (2tloglog%)1/2 — —1
; Xy _
b) llmt_>+ooW =1
X ~1

; t —
C) lz_Tn%HJroo (2tloglog%)1/2 =

Proof. Si applica Teorema 2.11 ai moti browniani —X,(tX7¢)¢,(—tX1/¢)e. O

Come conseguenza delle b), c), osserviamo che esse implicano Vesistenza di due
successioni

(tn)n, (Sn)n con limy, ooty = limp— 008y, = 400
X, > (2 —e)tnloglog t,)'/?

X, < ((2 = e)tnloglog s,)*/?

Poiche, per di piu si puo scegliere

tn < 8p < thrla

cio implica che il moto browniano compie delle oscillazioni sempre pitt ampie
passando da valori molto grandi a valori negativi e molto grandi in valore asso-
luto.

Poicheé le traiettorie sono continue, esso, in particolare, visita ogni numero
reale una infinita di volte.

Lemma 20. Sexz >0,7 >0

P ( sup Xy > x) <2P(Xr > x).
0<t<T
Proof. Siano ty < t; < ... < t, = T, I = {to,...,t,} e poniamo 7 =
inf{j; X¢; >x}.
Allora, poiché { X1 > a2} C {r <t,}esu {r =¢;}si ha X;; > z,

P(Xr>a)=P(r <ty Xr>z)=» P(r=t;Xr>1)>Y P(r=t;; Xr—X;, >0)
Jj=0 j=0

ma gli eventi {7 =t;}e {X7 — X;, > 0} sono indipendenti perché il primo
¢ Fi, — misurabile, mentre X7 — X, ¢ indipendente da Fi,;

inoltre P(X7 — X;, > 0) = %, dato che X7 — X;, é gaussiana centrata;
quindi

1 — 1
P(X >SN P(r=t,)==P(sup X
(Xr>2) 253 Plr=t)=3 (sup X > z)



Sia ora I,, una successione di sottinsiemi finiti di [0, 7] crescente a [0,7] N

Q

Per la disuguaglianza precedente

P ( sup X; > z> =sup P(sup X; > z) < 2P(Xr > z).
t<T;teQ n tel,

Poiche le traiettorie sono continue supi<7itcq Xt = supi<t Xt O

Lemma 21. Sez >0

1., a2 too 2 1 .2
(x+-=)""e 2 < / e 2Tdz< e T
€ xT

x
Proof. Si ha
“+o0 _ 22 1 +oo _z2 1 _ a2 . . N
[T e mdz < L [T ze"7dz = ez e la disuguaglianza a destra ¢
provata. Inoltre :
22 _ a2
L1 = (14 e
e dunque
I2 z zZ
Ll = [0+ L) Tde <1+ %) [[Te Tdz O

ora dimostreremo il Teorema (Legge del logaritmo iterato)

Proof. (Legge del logaritmo iterato)

Dimostreremo che limtéo(mlog)f#)l/z <1 (¥F¥)
t

Poniamo ¢(t) = (2tloglog+)*/?. Siano § > 0 e (t,),, una successione decres-
cente e consideriamo ’evento

An, ={X: > (14 0)p(t)per qualche t € [tni1,tn]}-

Per Parbitrarieta di ¢ bastera provare che P(lim, .oA,) = 0.

Per il Lemma di Borel-Cantelli basta dimostrare che la serie Y | P(A,) ¢
convergente; quindi dobbiamo

cercare delle maggiorazioni di P(A,,). Poiché ¢ é crescente

A, C { sup X > (1+ 5)q§(tn+1)}

0<t<t,

e per i Lemmi precedenti

P( sup X3 Vi )<2P<Xt" - ) 2 /+<>° 2y, < \/51 a2
u Vipr) < >z | = — e z <4/ ——e
ogtggn t= Vin V2 Jg T

S(ni1)
Vin

e quindi, ponendo x = z,, = (1 +9)

P(A,) /2 eehre
Scegliamo ora t, = ¢" con 0 < ¢ < 1, ma in modo che A\ = ¢(1 + §)? > 1.
Allora per a = log% si ha

xn = (14 6)(2qlog[(n + 1)log%])1/2 = [2Mlog(a(n + 1)]'/2.



Quindi P(A,) < gfys » o023 P(An) < +00 e P(limn—400A,) = 0 per il
lemma di Borel-Cantelli.
Proviamo ora la minorazione del limite superiore.
Sia ancora (t,), una successione decrescente a 0 e sia Z,, = X;, — Xy,
allora per ogni z > 1,6 > 0
_ Xty —Xt, _ 1 ptoo 329 1 —z%/2
P(Zn>$\/fn—tn+1)—P(ﬁ>fL’)—\/—Q—ﬂ_fz ez/dzzz%i-l\/T_ﬂ.e z=/

—12/2

1
= T
per il Lemma.

Poniamo ora t, =¢" con0<g<1le

x=x,=(1—¢) \/tf(jgzﬂ = \}%, /QZog(nlog%) = +/fBlog(an)

dove 8 = 2%. Se q é abbastanza piccolo perché 3 < 2 allora
P(Zn > (1 - 5)¢(tn)) Zm
e, poiché si tratta di eventi indipendenti, per il Lemma di Borel-Cantelli
P(Z, > (1 —e)¢(tn) infinite volte) = 1.
D’altra parte la (***) applicata al moto browniano —X implica
Xi, > —(1+€)o(tn)
Mettendo insieme queste relazioni si ha che, per infiniti indici,
Xt = Zuy+ Xinsr > (1=)6(tn)— (142)0(tn1) = 6(tn) [1 = & = (1 4 &) 2Lsd) |
Per ogni § > 0 si possono perod scegliere € e ¢ abbastanza piccoli perché sia
1—e—(1+¢),/q>1—6 e poiche
: Pltni1) _
limn— 100 =375 = VA
si ha finalmente
X:, > (1 —0)é(t,) infinite volte. O
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