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Problema 1 (Media e varianza di distribuzione uniforme) - Si dimostri che una
variabile aleatoria X distribuita uniformemente nell'intervallo [a,b], i.e. X ~ Uy, ha
media my = (a + b)/2 e varianza 0% = (b — a)?/12.

Problema 2 (Trasformazione di una variabile aleatoria uniforme mediante “zo-
na morta”) - Si consideri una variabile aleatoria U ~ U|_q 4 € si applichi ad essa la
seguente non linearita statica D,(-) detta zona morta (deadzone):
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Assumendo € < «, determinare la PDF fy(:) di Y = D, (U) verificando che
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dove §(-) e 1(+) rappresentano l'impulso e, rispettivamente, il gradino unitario.

Problema 3 (Quadrato di una variabile aleatoria uniforme) - Sia Y = X? dove
X ~ U[_s4). Determinare la PDF fy(-) di Y verificando che:
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Problema 4 (Somma di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distri-
buite) - Siano X; e X, variabili aleatorie uniformemente distribuite in [—d,d], cioé



Xi ~ U_sz5 per i = 1,2, determinare la PDF fy(-) di Y = X + X, verificando che tale
PDF ha la seguente forma triangolare:
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Si iteri il procedimento al calcolo della PDF di Y, somma di n = 3 e n = 4 variabili
aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite X; ~ U|_s 4.

Problema 5 (Trasformazione da coordinate polari a coordinate cartesiane) -
La variabile aleatoria bidimensionale X = [R, O] descrive la posizione di un oggetto in
coordinate polari mentre Y = [R cos ©, R sin ©]" descrive la posizione del medesimo og-
getto in coordinate cartesiane. Assumendo che R e © sono indipedenti e marginalmente
Gaussiane con R ~ (mg,0%) e © ~ (me,03), determinare la PDF fy(-) di Y = [V3, Y]".

Problema 6 (PDF della somma di variabili aleatorie indipendenti) - Dimo-
strare che alla somma di variabili aleatorie indipendenti corrisponde la convoluzione delle
rispettive PDF. Si suggerisce di procedere nel seguente modo: data la v.a. [X7, X5)' con
X; e X, indipendenti, si consideri la v.a. [Y7,Y3) = [X; + X3, X5 e si valuti la PDF
congiunta fy, y,(+), da cui si determini successivamente la PDF marginale fy,(-) che &
proprio la desiderata PDF della somma Y; = X; + Xo.

Problema 7 (PDF relative al modello di osservazione Y = h(X)+ V) - Si consi-
deri il modello di osservazione Y = h(X) + V con X (variabile da stimare) e V' (rumore
di osservazione) indipendenti. Date le PDF fx(:) e fy(-), determinare la PDF congiunta
fxy (), la PDF marginale fy(-) e le PDF condizionate fx|y(:|y) e fy|x(:|x). Si sugge-
risce di procedere nel seguente modo: data la v.a. [X’,V']" con X e V indipendenti, si
consideri la v.a. [X',Y’] e si valuti la PDF congiunta fxy(-,-); da tale PDF congiunta
si determinino poi la PDF marginale fy(-) e le PDF condizionate fx|y(-|y) e fyx(:|z)
mediante definizione.

Problema 8 (Condizionamento di variabili aleatorie Gaussiane) - Data l'osser-
vazione Y = X + V, con errore di osservazione V ~ N(0,0%), di X ~ N(mx,0%), si



determini la PDF a posteriori di X condizionata all’osservazione Y = y, verificando che
la media e la varianza condizionate sono date da:
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Svolgere i calcoli con i valori numerici: mx = 10, 0% = 0% =1 ey =38.

Problema 9 (Ellissi di confidenza di variabile aleatoria Gaussiana bidimensio-
nale) - Data la variabile aleatoria

AN )

tracciarne ellisse di confidenza al 95%.

Problema 10 (Variabile aleatoria Gaussiana singolare) - Data la variabile alea-

e ([2][42)

determinare: (1) la regione di confidenza al 90% e (2) la probabilita che X appartenga al
rettangolo R = {z: -1 <z <2,-2 <2y < 1}.



Osservazione - In molti dei problemi proposti, si deve fare uso del seguente risultato.

Teorema - Data la via. X ~ fx(-), sia Y = g(X) con ¢g(-) invertibile di inversa
h(-) =g '(-). Allora la v.a. Y ha PDF
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Dimostrazione - Si consideri la CDF della v.a. Y = [V}, Y,,...,Y,]"
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da cui, come volevasi dimostrare,

fr(y) = fx(h(y))
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Si noti che in (0.0.1) si ¢ fatto uso della formula di cambiamento delle variabili in un
integrale multiplo
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