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Si consideri il problema di stima dello stato x; per il seguente sistema dinamico

T = fi <=’17t7wt)
(1.1)

v = My (xbvt)
con rumori di processo w; e di misura v, caratterizzati da PDF p,,(+) e, rispettivamente,
P, (+). Indicata con py,—1(-) la PDF dello stato z; condizionata alle osservazioni ' 2

{y1,...,y-1} e con py(-) la PDF di z, condizionata a y* 2 {y1,-- -, y—1,u}, tali PDF
possono essere propagate nel tempo, a partire da una PDF a-priori pyjo(-) dello stato z;

condizionata a nessuna osservazione y° 2 (), mediante la seguente ricorsione Bayesiana:
e (2, ) pt\t—l(x)
Jetem pies(e)ag

pra(z) = / v (1€) puys(€) de (1.3)

pee() (1.2)

Se y = hy (x,v) & invertibile rispetto a v, ovvero esiste la funzione inversa h; !(-, -) tale che
v = h; ! (y,x), allora la funzione di verosimiglianza ¢ data da:

0]

U (2,y) = po, (7' (y, 7)) {det o

(1.4)

Analogamente, se z = f; ({,w) ¢ invertibile rispetto a w, ovvero esiste la funzione inversa
fi1(, ) tale che w = f; ! (2,€), allora la PDF di transizione dello stato & data da:

e 016) = g (5 (2,)) der L5222 (15)

Nel caso di rumori additivi, i.e. fi(z,w) = fi(z) + w e h(z,v) = hy(x) + v, le due

espressioni in (1.4) e (1.5) si trasformano pit semplicemente in:
‘et (xvy) = DPu (y - ht(‘r))

Prap(lE) = pu, (= f1(§)) (1.7)
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Sono rari i casi in cui le equazioni di Bayes (1.2) e di Chapman-Kolmogorov (1.3) possono
essere risolte analiticamente. Fra questi vi é il caso lineare-Gaussiano, ovvero quando le
funzioni fi(-,-), (-, -) sono lineari e le PDF pqjo(-), Puw, (+), Pu, (-) sono normali (Gaussiane).
Vale infatti il seguente risultato.

Teorema 1 (Filtraggio Bayesiano ricorsivo - caso lineare-Gaussiano) - Se
valgono le seguenti ipotesi:

fe(z, w) Ay 4 by +w (1.8)
hi(z,v) = Cix+wv (1.9)
Po () = N(:0,R) (1.11)
pio(-) = N (- ;&10, Pijo) (1.12)
allora, per ogni t > 1, le PDF py(-) e pea)e(-) risultano Gaussiane, i.e.
pue(-) = N (-2, Pye) (1.13)
pt+1|t('> = N( th+1\t7pt+1|t) (1'14>

e le loro medie/covarianze sono aggiornate mediante il seguente algoritmo ricorsivo (noto
come filtro di Kalman):

Pt|t - f)t|t71 - Pt‘tflctT (Rt + CtPt|t,10?)71 CtPt|t71 (115)
Toe = Ty + PtItCtTR;l (?/t - Ct-i't\t—l) (1.16)
B = AtPt|tAtT + @y (1.17)
Tepre = ApZap+ by (1.18)

Dimostrazione - Si procede per induzione. Poiché, per I'ipotesi (1.12), pyjo(-) € Gaussiana,
¢ sufficiente dimostrare che, assumendo py;—1(-) Gaussiana, I'’equazione di Bayes (1.2) pre-
serva la Gaussianita di py(-) e, conseguentemente, 'equazione di Chapman-Kolmogorov
(1.3) preserva la Gaussianita di p;q4(-). In primo luogo si osserva che, in virtu delle
ipotesi (1.8)-(1.11), le PDF di verosimiglianza e di transizione dello stato in (1.6) e (1.7)
si riducono a

l(z,y) = po (y—Cix) = N (y — Cuz;0, Ry) (1.19)
Proafe (28) = pu, (v — A& = b)) = N (v — A& —b;0,Q) (1.20)



Si considera anzitutto la correzione (1.2), da cui

pt|t(1') X Et(x,yt)pﬂt,l(x)

[ 1
X exp ) (ye — thE)T R (y — C'tx)} exp {—

1
5 o) Pl (=)

!
X exp 2 T ( ii—1 T + CIR; 1@) x—al <Ptﬁ171j:t|t*1 + CtTRt_lyt>]

1 ) ~ )
o exp |~ (v —du) Pyt (o~ $t|t)1
(1.21)
con
Py Pl + CIRrR'C, (1.22)
Pt\t Ty = Pt|t71$t|t*1 +C{ Ry (1.23)

Applicando il lemma di inversione di matrici a (1.22), si ottiene la seguente ben nota
equazione di correzione della covarianza del filtro di Kalman:

-1
Py = Py—1 — Pt|t—1CtT (Rt + CtPt\t—lctT) CiPyjy—1.

Viceversa, ricavando da (1.22) Pt‘ tl L= Ptﬁ
Pt

7i—1 @ secondo membro di (1.23), si ottiene

— CI'R;'C; e sostituendo tale espressione per

B = Zejpr + POl Ry (e — Cotgen) (1.24)

Verificando con semplici calcoli che

- 1A
f)t|tCtTRt1 = Pt‘t,10tT (Rt+CtPt|t—1C,’£r) ! = I

(1.24) si riduce alla ben nota formula di correzione della stima del filtro di Kalman
Ty = Typor + Ly (yt — C’ti’ﬂt,l). Poiché¢ [ pyu(z)de = 1, da (1.21) deve risultare che

pue(c) =N ( s Lot Pt‘t) dove &y, Py sono effettivamente ottenute da @1, Py;—1 median-
te il passo di correzione del filtro di Kalman.



Si considera adesso la predizione (1.3). Risulta che
Pre1e(z]€) pyp(§) o< exp {—% (2 — A —b)" Q7' (z — Ak — bt)]
(€= 00" Py (6= w0
= exp {— [ = Agge — b — A (6 — )] Q' [ -]}
(€= 20" Py (6= )|

= exp _% (5 - fﬂt)T <Ptﬁ1 + A;Qt_lAt> (f - i‘ﬂt)

Q1

1
exp —5 (.CC — Ati.ﬂt — bt)TQ; (.CC — Ati.ﬂt — bt)

Qo

eXp ($ - Atit\t - bt)T Qt_lAt (5 - ft|t>

92129{2

= exp {—% [f — i’t\t — Ql_lﬂlg (x - Atii’t\t)}Tﬁl [ . ]}

DO | —

exp {—— (313 — Ay — bt)T (Q2 - Q219f1912) (37 — Aylyy — bt)]

(1.25)
E immediato verificare che

-1 _
Qo — Q7' = Q' — Q1A (Ptﬁl + A;{Qt_lAt> ATQ = (AtPt\tAtT + Qt) '
(1.26)

dove l'ultima uguaglianza segue dal lemma di inversione di matrici. Combinando (1.25)
con (1.26), si ha:

e (@) pun(6) o exp [— (-9 q, (5—5)}

(1.27)

N~ N~

oxp [~ (o= ) Pk (o = )



con

§ = Ty + Q7 (v — Ay — by)

Topre = Ay + 0
_ -1
Pt+11 - (AtptltAtT + Qt) = P = AtPt|tAtT + @y

Quindi:
Pe1e(z) = /¢t+1|t($|§)pt|t(§)df

1
X exp [—5 (95 - jt+1\t)T P;Llut (x - i't+1|t)}

Jew|-5 -9 (-9 ae-o

1
s oxp |~ (o= dus) Pk (o= )]

= N (5 @16, Pryape)

(1.28)
(1.29)

(1.30)

dal momento che [ pii1:(z)dz = 1. Pertanto anche pyyq(-) risulta Gaussiana con media
Zy41); e covarianza P, 1), ottenute da Zy; e Py, mediante il passo di predizione (1.29)-(1.30)

del filtro di Kalman.

0



