
Gruppofondamentaleopnimogrnppooliomotopicvtdef
Sia X amo sp. topologico.

Un ciao ci X da

X
,
a Xz è una mappa

continua

× : Ie -6,13_X te
.

< (a)=×, e X (1) = Xz



NOTA : un cammino è -no

•pplia rione, è unocnzvsnparometiizzatenonl' insieme dei punti immagine .

DI X si dice CONNESSO

PER archi se
, per ogni Xo, XIEX

esiste un cammino che congiunge

X, e Xz .

te : Connesso per archi

implica connesso
ix.↳ U Uz

Di

t.a-io.iua.ua)
W il

0 1 vo ve

M = } aperti
ma I è connesso.

conta
Uomo, - ¢



Viceversa falso.

controcampo

MI
-

grafico d' sin }

Connesso ma non

connesso piu archi



DI sia X un cammino da

X
,
a Xs e A un cammino da

Xa a Xz .
Il prodotto di

× e p è il cammino da

×
. - Xz definito da

xp =/
'""oetezpft-dzet.es
Ìl
÷

d-
' (e)=L (at) inverso



DI due cammini × e P da
Xo a Xe

sono OMOTOPI se come

applicazioni sono •motori :

7 F : IXI-X continua

(sit)- FG ,#

' • ×.

LE
F- ( s, a) = als) Xo

Fls , 1) =P
(
richiesta
aggiunta

omologata tra cammini è

una relazione di equivalenza .

demoliamo ×①



teorema ① Se tonda ,ponti
e dopo definito , allora

topo ~ Gps

Terme@ se a.no, allora

a-
'

noi
'

(a) classe di aquile. di &

① ⇒ possiamo definire
ohf .

G) = (se xp è
definita
)

② ⇒ possiamo definire

cos' = La-7



Gruppi

Un gruppo e
'

un insieme G

dotato di una operazione

di composizione con le

seguenti proprietà :

② 3 e EGt.c.ge-eg.ge geco
② ti GEG 7 g-

'

EG te
.

g. g-
'

= g- i. g = e

③ vale la proprietà associativa



Teorema t XEX sia
-

c.
×
: I→ X

t-× cammino

costante

altra

② se 2 ha origine vi Xo

«⇒case

② se 4 finisce vi Xz •
Xo

Cosce») =L»

③ se L va da x. a ×, allora

casca -D.«⇒

«→casa»
!
"

④ inoltre prodotto associativo



il grido e

pnvnogrnppoeliomolòpiocti
uno sp. top. X con

punto base ×. Ita (X , xD

è l' insieme delle classi

di equivalenza dei cammini

con inizio e fine i X
,

con l' operazione di

prodotto definita sopra
×.

Ta(X,xDèmymp



NI IT
, ( X , Xo) dipende da ×

.

es. Xe s'Ulp}

① .pt/s!xD=2
tigri , p) -19)

teorema se X è connesso per

archi allora

taci, xD e T, (X, xD

sono isomorfi .

Tranne se X e Y sono

connessi per archi eomotopicanateqnnalnti
,
allora i gruppi

fondamentali sono isomorfi



X connesso per archi

÷?
Xo

ti (X, xD- it Xe )

⇐»-ca



esempi
-

X. Ritrai + =

omohopicon.cat equivalenti

tacco, D= Fa

Fn gruppo libero su n generatori

⑦
z , -

- -

, On

Fire} tutte le possibili parole che
si possono comprare con

ai , ai
-
'

, e }

prodotto giustapposizione con
le regole Oigdj

- '

= e aj
-
'

9-= e
•je -- dj esnj = dj



÷
.

÷
ab -

- ba

IT, (Toro) = 7L x2 (motorino additiva)
(no , mb)



X = PZIR

a! e ti = Z, -40,1}



Corollario

X contrattile # Te (X
, a) = le}

Ti
"

, a) = le}

X E.

a se ti XEX
,
7 V aperto

con × E V

7 U aperto te.

XEUCV

t.c.tt Xe , X,E U

7 2 da Xe a Xz

te. XCI) < V



esempio

:#
X. (grafico sin ) liquoroso)
X e
'
connesso per archi

prendiamo B (Cal) , r) res

✓ = Xnb ×-10,1)
non esiste U che soddisfi
richieste .



Def sia X connesso

pm archi e localmente connesso

per archi . X è SEMPLICEMENTE

connesso se ti , e) e}

Siamo X e Y cannoni

pn archi e sisi

f : X- Y continua.

Sisi x. EX e Y.
-
- fa .)

¥ : ti (X. ×.)- TCY, yo)

(a) 1- (f. a)

omomrfismo di gruppi



* si

Si è semplicemente connessa :

⇐ szlfp) = piano contrattile

curve patologiche che coprono
tutte le sfere possono essere

Omo topi concreti " lisciate "

a curve che lasciano fuori
almeno un punt , sono

tutte
, quindi , omologa a (e) .



r IR
ti µ

C-

÷
.

È←
a-

g-

S' = { ± E CI / lzf.se} tds4=2



Inqnestaponteglispaz.is#tnltiHansdorffDefSiano X e I connessi per

archi e localmente connessi per
archi e sia p : I→ X

continua .
La coppia (E , p)

è uno spazio di rivestimento

di X se

② p semichiusa

② A XEX esiste un

aperto U EX te
.

④ xeu

④ p
-
' (v) = unione disgiunta
di aperti ciascuno

mappato omeopaticamente
su U mediante p .



esempi
-

:

② R - s
'

già descritto

②X-_lPTIRJeiR3-3@CXsyXz.xs
) - ( × ,', ×,

'

, xs
') se 7 dette

te
. (× ,', ×,

'

, xD = (Axe, Axa, -1×3)

X=8E
p : I_ ×
-

E 1- retta per 0

che possa poi

E

I rivestimento clip di X

p
- '( x) = { due punti }



X = s' × 52 toro

E = R x Il = TE

p : X- X

(re ,ra) ,_ (latita, e
Zaira)

rivestimento

7

Hta- ioE
ti → s'xs '



Terme sia (X
, p) un

rivestimento di X e sia

IEI
.
Allora

P* : Telit , E)→te (X , PAT)

è iniettivo.

Pre sia (E, p) un
rivestimento di X e siamo

× e E con p (E) a- X.
Allora c' e' una corrispondenza

biunivoca Una

p
- ' (x) è l'insieme delle

classi ttslx, ×)
-

* ftp.H)



esempi ① IN F- s
'

r 1- e
Zttir

P
- '(e) = 2 e t(s

Alta,
e ti z)

→

② s' P-pr.GR)

p
- '(x) = 2 punti = tal = 22

7ft
banale

③ RXRP-st.se
( re , E)→ (e ira

,
ernia)

p
- 'G) = 2×2 = tds

A (te( IRXIRD
→



informale

Tenera Sia X uno sp. top.

Concesso per archi,
loc

. connesso

per archi, localmente semplicemente

connesso. Allora esiste
,
unico

o meno di isomorfismi , un
rivestimento semplicemente

concesso di X
,
7
.

X è detto

rivestimentocniversaled.it/-

""

Ì


