
Omolojiasimplic.io#
intuitivo :

Simplesso 0 - dim punto

simposio 1 - din intervallo

simplcsso 2 - din triangolo
simpleno 3- clim tetraedro

sia ✓ uno spazio vettoriale
.

siano vo
, va , _ Vie tali che

{ vi _vo / c'=L, in} sono

linearmente indipendenti
vi.

esempio /
Va
-84



l'inviluppo convesso di

vo
, va , .vn è un

SIMPLESSO Chiuso di dirvi K

si denota

[0, va ,.vn?=--fveV/v--?ioaivi,ai30,Zoi--1)
%

esempio µg}§g÷
✓÷v2

(vo , va , .vn) è il simplex

aperto , ossia di} iel
, ok



demoliamo [s] e Cs)

sia G) = [vo.ve , NÉ

vi sono i vertici di [s]

le facce chiuse di [s] sono

i simpleni chiusi

[vaio . - → Yin] con Isi , insetti ;D
÷

(via . . . . , Yin) facce aperte.

esempi
-

•

✓\ facce aperte
del

•
-

°

triangolo
un simposio chiuso è unione

disgiunta dalle sue facce aperte



DA UN COMPLESSO SIMPLICIALE

K è un insieme finito di
sindoni aperti vi R" f. c

.

② se (5) EK allora anche

tutte le facce aperte di

[SI stanno li K

② se fa) , (E) EK e

csdncs.IE/o
allora (se) - (sa)

La dimensione di K è la

dimensione massima dei simp Cessi

di k .



esempi :

÷
Si si

* ÷ ¢
NO NO %

:# ÷ %
•



Notazione
-

:

K è un dato combinatorio
.

[K) -7 ' Unione dei punti che
costituiscono i amplessi

aperti di K .

NB [K ] è compatto

[K ) . U (s) = UES]
(5)EK (DEK



grnppofondamental-dm.com
.

Un Lato ci K è una coppia

ordinata e- , tale che

4 e Vz stanno ui un Simplesso

di K

vz è l'origine di e

va la fine di e

e-
' Éluard

Un ci è una successione

finita di latini K
ci = la? ln

tali che 7 è la fine di lei
è uguale all'origine di E-+2.



L'origine di cu è l'nijiue di ez
la fine di cu è la fine di ere

Siano W - es . . . ln

8=9' . - - eri

con fine dico = origine di 3

il prodotto

wr=q..qeà--e
ù'=ej...T

Definiamo una relazione

sull' insieme

dei cammini :



Se e -1411 e f. persi
sono dati che va , E ,
sono vertici di un Simplesso
-

( ossia (va.ve , CK)
✓
3

colf allora

÷ efnlvevd
✓
2

Due cammini ci e lo sono

equivalenti
contro

se lo può essere ottenuto draw

mediante una sequenza di

equivalenze di lati .



esempio vo

I
'
3

Vz

iv.rakuten.rd-tr.nl/rsr4-nrNB-~Eè una relazione di

equivalenza

• ci
-
' NE 14 vs origine

di li



TI sia K un complesso

Simplicio .
Sisi ECK , vo)

l' insieme delle classi di

equivalenza di cammini
con origine e fine vi So

.

ECK ,
vo) è un gruppo

con l' operandone di prodotto

indotta da quella Via

cammini definito prima .

N@ECk.ro) è un oggetto

di natura PURAMENTE combinata
NI usa le proprietà

tipologiche di [K]



Ternana Sia K un complesso

Siinpliciale e sia % un÷i::
Ts ([K) , vo) .

modellare uno spazio top.

X con un complesso

simpliciter permette di studiare

la topologia di X con

strumenti di combinatoria .



Simplesso orientato
-

due ordini dei vertici

G-
o
, -

- - , % e Io , - - , Ie

sono equivalenti se differiscono
permutazione pari .per una
_

quando si sceglie una di

queste due orientazione. il

Sim plesso si dice orientato

e si indica così :

(vo
, va , , te)



Nba

1- simposio orientato dà una

direzione

go.ve) ÷.

✓ v
° 1

2- simposio orientato da' un

senso di

rotazione

(vo , va , va)
oh

⇒
①

✓ v
o 1

l - simposio orientato da' una

orientazione spanfve.ro, Ne _va}



Sia K un complesso Simpliciole

Consideriamo :

⇐÷→i
gruppo libero abbiano

generato dagli l-sindoni
orientati

.

ffto.ve/,ve)-(va,ro,..,ve)t
sottogruppo generato dagli
elementi di questo tipo .



(
e.
(k , % Supplisca

•
sottogruppo

|
gruppo delle l - CATENE

di K a coefficienti interi .

informalmente possiamo

pensare che le 1- catene

sono Z
, nsfvo.ve , Fe)

5
E simplesso

Con la regola che

(vo, va, ,
ve) = _ (vero, ive)

ossia quando incontro un
simplesso e il suo opposto li
posso semplificare .



mappato

sia K un complesso Simplicio
.

definiamo un omomrfsmsi
di gruppi
a : Cash ,⇒ → Cece ,

nel modo seguente :

(5) = (vo, va , . . ., vexe) →
←
si elimina

•a =ÈÌ Esitava , . >I . . . .ve»
-

bordo di Cs)

e • s (Eos (D) =3? )



esempi

• (v. idee»- GD

scuoiava) - fait) -Nord -14,4)

OSI posso rimpiazzare =

con un gruppo abbiano Cg
avrà celle, G)

s : Centre, g) → 4kg)



Consideriamo

⇒Ce
+ e
I ce d- ce→→ . . .

Lemme s
- - .

Definiamo

Zeck.de/ceceCk,G)Idc=o3-
cicli

Beck , G) = fac I ceceni (kg)}
Fai

NIKO# Beck , G) Gazelle , G)] (s c) =» -
- O



cicli
←

classi di

Heck,G) = Zekd-o-eani.name
due cicli Be (K, G)

di cicli

sono equivalenti quando
i bordi

differiscono per un bordo

l - esimo gruppo di Elogio

di K a coefficienti vi G.

NBO Heck , G) è un

invariante topologico di K
Se f :[K] → IL] e

'

un

Omeomorfismo allora

¥ : Heck, G)→ Hall, G)
isomorfismi



Come esempio calcoliamo

l'omologia del triangolo vuoto

e del triangolo pieno.
✓
2

triangoloke# vuoto
✓
o

↳ (K , = 2-02+02

↳ (K , = 7-02+07

Cell , 2) =D e > 1

OIC.P-GP-c.ae
5=0



then ,⇒ = }%nà ?

Zsifc E G / se -0}

C = me ( vo ,va) a me (va ,4) + m3 (4,4)
mi E2

JC = mafia) - m ,a.) +malva) -malva)

+ msGo) - m, (Y)

⇐o ⇒ f :[÷: :ma- M, =O

⇒

Ma=Mzem3



ogni 1-catena che ha bordo

22=7 o è un multiplo del perimetro
del tigre

Bse O perché Ce -0

⇒ Ha(kPD=Ìi
Hope , 2) = Zo(k = ?

B. (4,7)
°

2. (K , 2) =C. (KR)-1+02+02

B. =L» I ceci}
cerchiamo c. C- ( o te .

esiste Cze (s e ⇐ JC,



↳ = ha + malva) # malva) nick

(si mz (vo, +malva ,4)+mestizia)

(
•
= JC
,

MIEI

④

⑦ {
m3 -Maina ammette

mz- ma= nz soluzioni

Mz _ Miseri] intere

ossa
⑦ → ha-1 nzth}=D

Viceversa
,
se ne + ha #M,=

0

esistono salma
. intere

M 3 = Nz -1 MI{ ma = _nzt me



quindi

B. (k , 2) =/ nslvdxnzlvdxns.lk) /
"Itnet ng - O}

ricordiamo che

Ho=L
B.

consideriamo

9
2.=L.- 2

q(risonanza».in, =

=

hz-tnz-h3omomrfns.no di gruppi
sui iettino



Kenya Bo
92

.-
Z

La÷
B.

applicazione indotta, cf ,
e
'

un isomorfismi .

Hock , 2) <7



G
,
K due gruppi

f : G- K

omomorfismokaf.fgc.co/fCg)=e} § G
star

T : G- G-

knf
8 1- [g)

GI k

t't% ftp.fls)
G-

knf



• À è ben definita ,

infatti se gzigah heknf

f- (GD) --

ftp.f/9,h)==fGDflh)=fl9D=F(E9d)
le f sulle classi di equivalere
è costante

• f è iniettivo



riassumendo :

triangolo vuoto

No (0 , 2) = 2

Ha (si, 2) = 7

He (0, ⇒ = 0 e > 1



Tniorydopie@VzY.o
.. ÷:"

↳ (K ,7) = 7L⑦ Z①2

↳ (K , 2) = E⑦ 2⑦ 7L

cdk.sc/=7C
Ce(K , 2) = 0 e >2

0 EC
.
ÈGEG←
SIO



0 I c . I4

Ho (B, 2) = Ho (o, ⇒ =2

Ha (•, a) =Zeta
B
,↳, ⇒

= ?

Za fa , 7) = 2a (0 , 2) = 7

B. (•, a) = fsc I c E GIA,al}
C. = n (no

,
va

,
VD

>C = n(va , va) + (va, vo) + fa,
quindi Bz= 7L

quindi NE È =D



Ha =I
Bz

22=1 ce G / se =o}

J (n (vo
,
va

,
va)) = n s (v. ,YND-0

⇐

N= O

22=0

Ha = O



riassumendo

triangolo pieno

Haka , 2) = 2

Helga , 2) =D e > o

per 0 e ↳ vale quanto

fatto anche pn G gruppo

aboliamo
.



sugli stessi esempi calcoliamo

Tzu Ea

Ea (0,7)
ci = lvov, 1144114hL genera Ez

ricordiamo

Esatta Halo , Al

Ea (31
,
vo)

lvovallvavallvzvdnlv.ua/lvzvol--lvovd

Ez = (e}
ricordiamo

t Neo



altro
↳ Vz

-1
✓
4

vz

IT
,

= Es (b) = E
gruppo libero su due generatori

• =

lvovsllvsvatlvavolb-lv.ve/lvaVallvavdHs=?j-a=ZtoZ



in generale

Ha (K , =

@belianizzarione9itTzCEkDCOMpLES.si
SIMPLICIALI

COME MODELLI COMBINATORIci

DI SPAZI TOPOLOGICI
-

(di varietà di # erenùabie.)

• 52=20> 8=4,9 .ee.es]

• s
"

= son" o
"'

-10,4 , ed



toro

NO NO NO si

Ho > 7L HEI
?

Ha = 2

ITER

② I (5)
c- te allora anche

÷ !!::{ ai

② se e

allora (se) - (sa)



Vs % vo

no

↳ vz Vz

HER Hi-FI "

¥(= 1- catena rossa

2C - s (2- ciclo) non orientabile

- o -

÷.
HEO

t
non orientabile



Teorema di Brown
-

indichiamo con

DZ = faide tra I +471}
→disco chiuso

e con

Stef (x. e) EIR' 1×4×2=13

Lemme non esiste f : D'→SI

continua con fissi identità .

Dini supponiamo per assurdo che

esista una tale f .



abbiamo

s da f- sa

D'trash da

f. è = iosa
<
'of ~ iddr

infatti

F : D' + I → Dr

(x. t) → tx + (Lt) (iof)

quindi otterrei S' e D=

Omohopiconlk equivalenti .
Ma

Tafi) -- Ee (a)= 2 T
, (D) et, (A) =D

contraddizione



Teorema di Brown

sia f : D'→ D= continua
.

Aiaf .

Dire

supponiamo per assurdo che

¥ xe D= sia fcx) # ×

e si consideri V = X
- fcx)

?? Isa
:/ ± - gas

gcx)
è continua a

gissi id assurdo
.



Sia K un complesso
Simplicio .

l - esimo numero di Betti di K

Bè dimttefk.IR)
è un invariante topologico
la caratteristica di Eulero

di te è data da
climk

XCK) = Z Essere
1=0

Teorema
dimk

+(K ) --EHI
1=0

Con Le = numero dei simposi
di dirne in K



Riprenderemo più avanti

l' omologia Simplicio

vi relazione alla coovnolojìa

di che Rham di una varietà .

Per ora accenniamo solo

alle superfici :

se [K] è omeomrfoi a
una superficie connessa

compatta orientabile
,
allora

a (e)=p. - fi +fa -2 -P,
Il

2- 2g = Lo - dai da
IT

Ps f-numero dei buchi


