
Il fibrato tangente a una
varietà di M

.

In ogni pe M abbiamo

definito lo spazio tangente

Tpm

è uno spaziale di clima

dove n è la dimensione di M .

Il filmato tangente TM

di M è

TM = Lptmtpmpeffpxtm



ossia l'unione disgiunto degli

spari tangenti .

""" n
-M

TPM si dia fibra di

TM nel punt p.

E
'

definita una proiezione

T : TM
-

M



se (p, Xp) è un punto di TM

# (p, Xp) =p

ossia ti manda tutti i

punti della fibra Tpm vi p .



Vogliamo definire sull'insieme

TM una struttura co.

topologia

sia ( u, 4) = (4×3 . .> xD

una carta di M
.

Demoliamo con tu-ph.fm
TU = Ti

-Tv) , sia peu
allora un vettore tangente

Xp ETPM Xp=?É @
'

il
p



dove gli dia ai EIR

sono univocamente determinati

da Xp .

Definiamo

I (4, #) :
TU → traditi

(p , Xp) -ftp.i.xncpboi/Xp),..,aYXp))
¢ è biunivoca

DI ACTU è aperto se

§(a) è aperto in loco) xp"



Sia (va , fa) un atlante

di M
.

Sia fa la collezione degli

aperti di tua con Ua

nell' atlante .

Si verifica che p è

una base per una topologia

e prendiamo la topologia

definita da P come

tipologia di TM .



Si può verificare che

TM con questa topologia

è una varietà topologica

struttura e' di TM

Sia (va , da) un atlante

C' di M. Allora

gli aperti TU, sono

corte di TM e

TM = lftua



verifichiamo che

TU
, e Ttip sono

co - compatibili

Consideriamo :

( V, × ? . . , xn) e (YY? . . . YD
due carte di M

.

¥ pe Unv abbiamo due

basi di Tpm

{ Èh?! . (Èh!!



inoltre sappiamo che

÷. ÷.

(÷. - → ¥747. . . )÷. ÷.

JCY.fi)

ogni

Xp--È -"⇒%!
ii.⇒ l :L



⇒ ÷ .

. Thoth!!
iii.⇒ I :/
⇒ anni:L:)
adesso consideriamo va a Up e
demoliamo

↳= Uanup

allora



ti .È :

4. ftp.R
"

- ftp.R"

(x.sn?..,aYi-(4sofitD,bI...,bn)

con iii. È osi

§. ¥
"

è biunivoca
,

C'
,
con inversa co

.



Il filmato tangente TM è

un fibrato vettoriale :

un filosofo vettoriale è

una tripletta

( E, Mit)

dove E
,
M sono varietà di ,

e T : E- M è una

applicazione .surieH-va.co
-

. localmeuteb-ldira-g.ro



localmente banale di rango r

significa che :

② Ogni fibra Erit
-'(p)

è uno spazio vettoriale

di dimensione r

② A PEN esistono un

intorno U di
p e un

ctiffeomorfismcr

§ : t
- ' ( v ) → vita

"

che preserva le fibre e te
.

¥ qeu

¢ : t' (9)→ 193×112
"

è

un isomorfismi o di spazi retti



Esempio

IT : TM - M come definita

① IT
- ' (p) =TPM sp. net.

② ht p 7 conto di M

(u, e

§ : It'(v) - UXIR
"

locale banalizzazione
.

In generale una collezione

{ (u, ¢)) con ¢: It'(bauxite
come si ② si chiama

banalizzazione locale di E

e { U} un ricominciato



banalizzante
.

E si dice spaziate

del fihralt vettoriale con

varietà di base M
-

Spesso diciamo che

E è uno filmato vettoriale

su M
.



Sezioni

Una sezione C' di un

fibrato vettoriale

it : E- M

è una applicazione C'

s : M - E

tale che

Tos = id
M



E

¥ Is
M

:-.



Esempio sia M una

varietà differenziabile,
una è del filmato

tangente TM è un

E su M
.

Denotano con r(E)
l' insieme delle sezioni di E

.

T' (E) è un modulo su

C'Cm) ; ossia su ME)
sono definite , in modo

naturale
, e godono di tutte

le buone proprietà , la



somma di due sezioni
,

il prodotto 75 di uno

scalone con una sezione 5

(r (E) è uno spazio
vettoriale ) e il prodotto
fs di una sezione 5

e una funzione f E CTM).
Sia U un aperto di M,

demoliamo con r (U, E)
lo spazio delle sezioni

ristrette ad E
.

Nota MCM , E)=p (E)
• r (TM) .- KLM)



Il filmato cotangentt t'M

Si ottiene con una

costruzione del tutto analoga

a quella del filmato

tangente :

1-
*Ma Litfm

PEM

vediamo solo
, esplicitamente,

la banalizzazione locale
.



Sia ( u, 4) < (4×3 . .> xD

una carta di M
.

Demoliamo con # =#utpim
allora un vettore cotnngenle

Cipe t'M si saie

cupe Èicidx:p
Iei

si ottiene così l'applicazione

biunivoca



~

TU
①
→ dati

(p , up) -ftp.i.xncpbgfip/,...,G(wd)
-

Analogamente a TM

Consideriamo poi due carte

( V, × ? . . , xn) e (YY? . . . Y")

¥ pe Unv abbiamo due

basi di TPÌM

{ dxiip?! e { dyiipf
"

(Il



prima di tutto cerchiamo

una matrice di funzioni
tale che

(dxf . . ..dk/=(dyI....dyYA
dunque

(dxf . . .dxnfe.tt/dyI..,dyIt
sappiamo che

÷. ÷.

(÷. - →ÉTÉ" )÷. ÷.

E- ne
⇒ I:p:" ÷ .



⇒ In= At J (y . E ')

⇒ In = J (yo 4- '5A
⇒afoni
ogni

cipfdxt - - - , (4) =
(n

de
= (ayi . .. . # ( )

dn



⇒ (dy!

.my#4oti5fY=Cnds.=(dyt-.,dy)(}du
⇒ tariffa

cn dn

NOTA :
-T = inversa della trasposta



I. È :

4. ftp.R
"

- ftp.R"

(×, 4 , .., G) i-(loro fil» ,di, .. .,du)

-
con µ=¥È



Lo spazio delle 1- forme

differenziali SLTM)
e
' lo spazio t' (t' M)
delle sezioni di 1-

*M
.

Analogamente possiamo
costruire le K - forma :

per le 1- forme, punto

per punte , si considera

TIM - N'(Tpm)



per le K - forme
consideriamo

Altri) -- Upllkltpm)
Tom

(NB : la notazione del tu
è diverso)

e lo spazio delle

K - forme è dato dalle

sezioni di questo fibrott :

sina.MNCTMD



Consideriamo ad esempio

ICM) . Se abbiamo

due carte locali

µ , ×? . . , xD e ftp..tn)
su UN

W = ftp.jdxindxh?ebnedy4dye
qual è la relazione

tra {aii !.ie/bneIne?



In generale , possiamo vedere

una K - forma su una

varietà M
,
dotate di

un atlante (va , x2 . . -FI)
come una collezione di

K - forme co
,

su Usa

tali che , ti pevanvp

Cia ipciplp
quindi , in particolare,



se ci
,
= Ziatdxt

e Up = E btdxtp

i coefficienti

QI e b
,

devono stare nella giusta
relazione

.

Ad esempio , per le 1- forme,

se CI = Eicidxi ciechi)
e Cipe Eididxi di C- C'(4)

si deve avere HAITI (%
su Uanup .



Ricordiamo che il

prodotto wedge è definito

su AN) e quindi

si definisce su 1
"(M)

punto pn punto .

Analogamente , se abbiamo
F : M -N co

punto per punto è definito

il pull - back F.
*
di 7 .

Dunque e
' definir

F-
*
:D" CN)→ ATM).



Si ha che

SEED . rkcm)
K-O

dotata del a è una

algebra graduata .

E Fit : l'TN) →ATM)

e
'

un di

algebra graduata



Derivata esterna d :

abbiamo definito

d:S" →d
""

e localmente
,
su un

aperto U di R?

Sostanzialmente
, per

definire do con

ciel
"
(M)
,
si dimostra

che
,
se ci
,
e Wp sono



le espressioni locali

dai ci
,
si ha che

dura lp = llwpip
µ pe Uanup

Quindi (du)p è ben

definito e noie dipende

dalla carta
.



Abbiamo quindi l'operatore

d. SEMI → SIM

con le stesse proprietà
che avevamo già verificato,
ossia :

③ d'=D

② do F' = t'od
M N

con F : M → N



Coovndogia di de Rham
di una varietà M

.

Dato M
,
consideriamo

il complesso di de Rham

diritti) - SITM)

e definiamo la

coovnologio di de Rham


