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terra siano G
,
e Gz

gruppi di Là , allora

Gsx G, è un gruppo di
. Lic

.

Es : t' = S'× xs' toro

n - dimensionale gruppo di Cie aboliamo.

Sia ti EG un sottogruppo di

G ni senso algebrico .

¥ : sta HEG un

sottogruppo ui senso algebrico

e una sottoramietà regolare .

Allora H con la struttura

(
° indotta e

'
un gruppo di tie.



H si dice un sottogruppo
=

di Lia di G
.

=

Teorema sia HEG un
-

sottogruppo di G ni senso

algebrico . H è un sottogruppo
di Lire se e solo se è un

sottoinsieme chiuso di G
.

Esci : { e "
no

Inez} ss
'

② sottogruppo finito , quindi
chiuso . Sottogruppo di lire

di S ' 0 - din
, topologia discreta .



Esempio .

-

.

{ ètir
"

Inez} ES '
denso mi 51

non chiuso
.
E
'

un gruppo di tie

0 - din con la topologia discreta .

Ma non è un sottogruppo
-

di Lia di s?

Esempi di sottogruppi chiusi di

GLCn.IR) :

Slfn , =/ AEGL (ndr) Ideta -1}
O ⇒ { AEGLCN , I AA? I}

So = faeoln) I cata -1}



Esempi di sottogruppi chiusi

di Glcn , f)¢ GLCzn.IR)) :

Uln)= faeglln.ci) IAA#I} AÉAT

sventata Eucn) ( detta -1}

NOIA sisi M una varietà
,

e sia # (m) =p (TM) lo spazio

dei campi vettoriali su M .

Abbiamo visto che è uno

spazio vettoriale e addirittura

un modulo su c' CM) .



definiamo

ZCCM) × #Cm)- ZCCM)
(× , Y) - [xid

dove

[ X.DAI XCYF) -Ylxf)

[
,
] è • bilineari

• anti commutano

e sale l'ideai:

[ ×
,
CY
, A) + [Y , [7×3]+(74×3)=0

⑦ (m) , [ , ]) è un' algebra
di



Consideriamo un gruppo di Lie .

Sisi g E G , definiamo

Lg : G- G

hi- gh

trodasionesinistrarg: G
-

G

h - hg

ta .



1

Un campo vettoriale XEJECG)

si diceinvmianteasmistras.eugeco si ha

(g)
*
(7) = XgwIn

< '
insieme dei campi vettoriali

IÌ; ;;
sta e. chiuso

Definiamo algerine di G

( ie (g) lo spazio dei campi
vettoriali invarianti a sinistra

,

dotato del [
,
3
.



Possiamo identificare l'algebra di tic
di un gruppo G con lo spazio

tangente nell' identità :

lieq.TT
infatti

Xeeteg determina XE Lire (G)

definito da

xàllstxe
e viceversa

. Questo definisce un

isomorfismi Teg → Lia (G)

NOTA dimliecg-d.im#



Nota se ti è un

sottogruppo di Lie di G
H#g

allora tiefh) Italie
→ ltalgebra .

Mappa esponenziale
-

: exp :g- G

Dati G e g. = Lie (G) è

dipinta la mappa esponenziale :

se cfyect) è il flusso del
campo vettoriale invariante a

sinistra definiti da Xe ,

allora exp (+e) = ¥1) .



Abbiamo dunque

exp : g- G

Xe- cappe)

• cap è un diffeomorfismo
locale
,
non necessariamente

semiattive
,
anche se G è connesso.

• exp : E→ G è semiattive se

G è compatto e connesso
.

Nota ogni gruppo di dire



Nel caso di sottogruppi G di

GL (ndr) l'algebra di lire
perché

g. E gllniltD-mn.n.CM) Glenn) è
In questo caso

un opere di itti

exp : g- G

×- E.È ×
"

Ricordiamo che

• e.at?eaeB

• date
'
= @
tra

X EX
•
et curvati G e date [X



compatto
esempio : connesso
- io

SON:{AEGLln.ir/AAteIedaaDso(n)=fxEglCn,R)IX+xt=oJ
exp : Sofri)→ Sofri) mielina

× → ex
-

T

verifica (e)(è ) .ec" e?#
dimsocn) = ninfe
Nh C'è una corrispondenza
biunivoca tra algebra di C.e
din finita e gruppi di l'e

semplicemente. connessi .

Ossia data g di din finita
il gruppo è determinato a meno
di rivestimenti

.



Marroncina

sia geg
( (g) : G - G

hi- ghg-1

Rappresentazione aggiunta isomorfismi
- -

- dia gii g
6

Ad : G - Aut (g)

g - calai g-g
Ad è un omomorfismo ¥
da G ni Aut (g) Teco

ad : g - End ←aIIa
dagùg .

×_Ad

adHY=LT



Azionediun-grnppgsnm.si
a G un gruppo di

Lia e sia M una varietà
.

Si dice che

Gagiscesuttse è definita

una mappa co

Gxm
-

M

(g , p)- gp
tale che

• e. p =p

• (gh).pe g. (hop)
esempio se agisce su S

'



analogamente azione a destra
.

Sia f : M - N con G

che agisce su M a N .

f si dice aquile se

f- (g. p) = g. fcp) it per tigeg

to : un punto PEM si dice

fisso per
l' azione di G

esempio : polo
N e poi. s

se g. p =p t geg

gradi : Gp =L geglgp=p}
isotropia vip
-

gli altri punti è la} .pn Ne S è S '
, per

orbite : G. p :{ gpe MI geg}
i paralleli ( le orbite sono disgiunte) compresi Nes
azione destra

indra
:

g. p =p . g-
1

-

-
-

nuova
azione destra

•rione sinistra assegnata



azione libera ! un'azione di G
-

S ' agisce liberamente su M è libera

su Shui »
se ogni PEM

ha isotropia banale

: un' azione di G

l' azione di se sa M si dice
su se non è

transitiva se ¥
transitiva

.

0,9 E M a geg
te

. g.pag .



teorema sia HEG un

sottogruppo di Là di G
( chiuso) . Allora il quoziente

¥1 ( insieme delle classi

laterali sinistre f) è una

varietà liscia di dimensione

ding - dimh .

Teorema se G
-

agisce su M

transitivamente e Gp è chiuso

allora § è diffeomorfo a M .


