
La fibrosi ore di Hopf

s'
→

si

è un esempio di filmato principale

(non banale) con gruppo di struttura

si
.

• Siamo E
,
M
,
F varietà

.

Sia IT : E_ M una mappa

(° semiattive
.
Una banalizzazione

↳ per T con fibra F è

un ricopnimenht aperto Nelli } di

M con una collezione

{ tu : t'cu) - UXFIUEU}

di di ffeomorfismi che preservano

le fibre :



T
-

" (u )§ Uxf *
"14 xf

÷. e

U
-

in

Unfibratocoufitnafè
una mappa it : È→ M

semiattive che ammette una

banalizzazione locale
.

F fibra
E spazio totale

del librato

M base del fibra.

• La fibra Ep T -
'

(p) è

una sdtonnietà di E dffeoaf.



Sia G un gruppo di
die

.

Un G-fibratopniuc.rs#
P su M è un fibra
IT : P

→ M con fibra G

se

• G agisce a destra snp

• le mappe di

banalizzazione locale

µ : IT' (u) → Uxg

sono G- eqnivoniant :
a destra

¥ : rivedere la librazione di

Hopf alla luce di questa

definizione



Sia it : P
-

M un

G- fibra principale e sia

¢ app
!
. live.de ✓ civ

9 : G - AAA) ÷iÉ

rappresentazione del gruppo G ,
ossia 9 è un ovnovuorfismo ;

9 (e) = Idv

g(g. D= sig) @sta

fissando una base di V

trovo g : G- Glln, R)

o

g : G → Glln,

se V è complesso.



Se g è iniettivo la

rappresentazione si dice fedele .

Dati g : G- Arte) e

P M fibroso principale
con gruppo di struttura G

costruiamo ilfibrohtanocialtcon
fibra V ;

E=p
dove Pxgv =P

~

e ( p , v) n (p ', vi) se esiste

geg te
. P'=p .ge v' = gfg")r



Nota : E è un fibra
vettoriale su M di rango

uguale alla dimensione di V.

Verifica :

te : E =P.gr- M

[no ] - HD

[pg , Ìcàsv] itc:o)
banalizzazione locale : sia ✓

una banalizzazione locale per ?
allora :

② ②
I'4) xgv → (Ux G) xgv→ Uxv

( Pi ) È ftp.dsv/nsftphsGIY
TI

te
-

'

(U)



① diffeo per def di banalizzazione

locale di P

② + G) xgv - Uxv

[( ×, g) , v ) ,_ (x. sesso)

:

(( x. g) h , sfido]
↳ (×, glgh) sfido) ._ (x. SEDI
[° e biunivoca :

sisi 4 : Uxv _(Ux G) xgv
(xihi-llx.hr)



(Ux G) xgv Uxv
⑦ i

%
• Io ( [cx.si , = (× , sesso)

• 4 ( x. D= ( IX. a) it)

• foto) ( [4,9) , D) = t.x.sc

(Kisses [
(Kashmir)

→ = ( [Cx, .si,

G.Ytlxivttflcxis, HD

§ e 4 sono una l' inversa

dell' altra e sono ( °
.



NOTA : sia PEP e + =

Il punto p definisce uno

isomorfismi di spari vettoriali :

✓
→ E

✓- [7,3

Esci :

•fin : sia G

un gruppo di
Lei e sia

Ad : G-Oantcg) la

rappresentazione aggiunta .

AxAdg si dice

fibrotaggi.vn#P



• Sia M una varietà

differenziabile .

Consideriamo

ilfibndtpniucipalecleiniferimentidiM-i.pe/M,GLCnilRD
è un filmato principale su M

Con gruppo GLCn.IR).

Come insieme

PCM, alla =
Ufrctxm)
XEM

quindi PEP è una base

di Txm per un certo xem

IT : P - M

P 1- X



banalizzazione locale ;

Sia { ( U, ¢ )} un atlante di M :

Io
f-

' (u) - Ux GL (ndr)

p - FAA)

dove pa (va , .vn) e

(Za, i DA = (va , .vn)

§ è G- equivocante e

presero le fibre. .



Nota : i filmati tangente e

::÷÷÷÷i
filmati associati a P (M, Glen , IRD .

• f : GL(ndr)-Aut(Rn)

A 1- ( × - Ax)
dà il filmato tangente

• g
"

: GL (ndr)-Ant ⇒

A 1- ( x. → a-tx )

de' il fibraht cotangentt



Nota : sia f- (f)ERI f. (vs , .vn)
I→Khan, a)⇒ fatta)
o

abbiamo

# , i #DA -- Kim)È:#⇐ trine
è il veltro di tggm di

coordinate a rispetto alla

base p e coordinate Al
rispetto alla base (¥, ,#n) .



Nota : sia (f) E f. (va , .vn)

knaataIHtqaFI@bbiamoFxiiZDA-_fhiirDfcaxi.a.FI?r:..r»
dunque (p , g) è la 1- forma

di coordinate a rispetto alla base

duale di p e di coordinate

A-Te rispetto alla base

(dx '
,
. . . ,
dxn)



FIBRATO PRINCIPALE

PCM , Glen ,

✓ti
.

TM Tim K - forme sum

FIBRATI VETTORIALI

ASSOCIATI

Nota sia E- M un

fibrato vettoriale di rango r .

Il filmato dei riferimenti

di E è un fibroso

principale con gruppo Glfr, R) .



FUNZIONI DI TRANSIZIONE D '

IT :P - M

CON GRUPPO STRUTTURALE G.

Proposizione Sid IT :P-3M un

G- filmato principale . Allora G

agisce transitivamente sulle

fibre .

Dire localmente
, per

XEM

esiste U te
.

XEU e

¢ : t
-Yu) → Uxg diffusi

G- equivocante .
In particolare

¢ : It'(*) → 1×3×6

poiché G agisce transitivamente

su 1×3×6 allora G agisce
transitivamente sulle fibre It'(x)

.



Proposizione Per ogni gruppo

di Là G una mappa

G-equivocante a destra

f : G- G è

necessariamente una

traslazione sinistra
.

Dimostrazione n

-

Sappiamo che ti x.ge G

f-(x g) = fuga

ponendo * ⇐e otteniamo

f- (g) = fteg

quindi f = Lfle) ed



Funzioni di transizione :

Sià { va }
, e a

una banalizzazione

locale di tt :P- M
.

Siamo aipea te
. Uapiuanupel

allora

uapxg T' È uapxg

quindi

uapxg
I. §
"

- Uapxg
è una mappa G-equivocante
a destra che preserva le fibre .

Quindi su ogni fibra è

una traslazione sinistra :



ftp.ifeng/9apfh#cou(X,h)EUxG
e traslazione

9
,

E G
a sinistra

nota : 9ap:Uap
è (°

,
questo si deduce, ponendo

↳ e
,
dal fatto che Goffi e' C?

le funzioni gap : Uap→ G

sono chiamate funzioni

dire di it : t'→M

relative alla banalimorione

locale { va }
, .ca

.



Le funzioni di transizione

soddisfano la condizione DI

COCICLLO

%%×=
se Uanupnug # ¢

se ne deduce :

• ga, < e tt xeu
,

• gap> qui
'

se Uanuptlo



Nota Possiamo assegnare

un filmato assegnando una

collezione di funzioni di
transizione .

Più precisamente :

Sia M una varietà
,

sia tua }
, .ca

un ricominciato

•put di M e sia G

un gruppo di Cie .

Data una collezione di

mappe gap : Venus → G

Hap ha Uanup # ¢ che

soddisfano la condizione

di cociclo possiamo



costruire un filmato
principale PCM , G) con

fnniioui di transizione gap
relative alla banalizzazione

locale Malaga .

PIM , G)E Uax %
dove (x. b) euaxg

(xih ') C- Upxg
sono equivalenti se
×# ' Euap e h = gapcxsh

'

ma



NOTI : Sisi IT : P- M

un G- fibra principale .

Assegnare una banalizzazione

locale Iva) di P
+ EA

equivale ad assegnare una

Collenioneclisezioceilocaliss: va→ P

con ( Tosa ) = X tt XEU
,

Infatti : data tua } con

% : IT' (va) → Uax G

definiamo § = §
-
'

(× , e)



Xi : dati Iva )
, .ca

e sa : va → P te
.

(Tosa ) = × ti × E U
,

notiamo che
,
se per

- '(4)
] un unico ge G te

.

demoliamo
P = Saleh) I← 9,4)

quindi è definita :

§ : It' (Ua) - ↳ × G

P → (item, sacri)



¢
,
è G- equivalente

4. (ph) .- (* (PD , 9. Crude
= HD , 9. (Dh)

infatti :
se

pa-saltld9aldph-safitldg.ph
dunque 9, (ph) -- 9. (a) h



Funzioni di transizione e

fibrosi vettoriali associati :

sia it : P-M un G-fihnot

principale e sia E il

fibra associata P
mediante una rappresentazione

g : G → Htlv) .

Ricordiamo che unabanalizzazionelocale di P dà

luogo a una banalissima

locale di E
.

19Localmente t' (4) = Uaxg
4

temeva xv



allora

(topi )4,4 .

- (× , sapeste)

4. Ti )Hh=(x. SCENDI

Esempio PCM, GLCNIRD e TM

Siano ( va
,
×?

,
×
" ) e

(up, y ? iy
" )

due coste locali di M
.

Allora

% ! I
-
' (va) - 4×624 ,R)

P - HD, a)

dove p = (±. . . A



§ : T
-
"(up) - Upx Colin,

P - CTCD, B)

con D= (§. . f)B

4pm It' (wap) uapxollnn)
eh, a) - p →HA, B)

4.Édith, B) = Haha)

(÷. . . DA = i.5.)B
÷. ÷.

⇐ →⇒÷""
÷. ÷
!

HAI
")

⇒ A = titoli)B



quindi 9
,

= J(Ai fori)

e

f. ti ×
, b.) = (× , tlloàloàb)

la = coordinate rispetto a , . . . .#n)



Riduzionismo
struttura

Sia H un sottogruppo di Cie
di G e sia PIM un

G librato principale .
Il gruppo

di strutturagsidiuridncibi.ee#Ha se esiste un soltofibratt
P
' di P con gruppo di struttura H .

Noja : il gruppo di struttura G

è riducibile al gruppo di

struttura H se e solo se

esiste un ricoprimi auto

banalizzante di M con funzioni
di transizione 9ap



Esempi
-

:

PCM , Glcn , :

•M orientabile se e solo se

GL (ndr) si riduce a Glln ,
+

• dotare M di una metrica

Riemannione g significa

ridurre GL (ndr) a Ocr)

• • se consideriamo M

Riemannione e orientata

GL (ndr) si riduce a SUD.

quindi 9
,
E Sofri) .



Lift del gruppo di struttura

Esempio : consideriamo

sold - SOED

rivestimento
.

Il gruppo di struttura sold

può essere liftato al gruppo

SUCZ) se

SUD
,

i

i.
i /

Ip- sold

liftano a Suk) .



se il lift esiste otteniamo

un filmato

p
'

f-P

→
M

dove p , fibra pn fibra ,
coincide con la mappa

di rivestimento

SUCZ) - SOLD


