
tonnati
veti .

Sia T : E
_

M un

filmato vettoriale di rango
'r
.

Una connessione T su E

è una mappa

* (rdxrce) - resto.
¥ XE acri) e 7 sette)
si ha

② 7×5 è CTM) - lineare

li X e IR - lineare

in s



feccocm)

② Ffs) = X (f) si foxs
Che

,
in altri termini ,

possiamo scrivere

(f)adf.si fps

(Leibniz ruee)

Possiamo anche vedere una

connessione come una

mappa da

⇐⇒
sole) - sole)

5 1- Ds

con Ts (Fit
>
s t XESFCM)

.



Consideriamo P
,
il filmato dei

riferimenti di E .

Consideriamo una sezione locale

( U, s) (quindi una banalizzazione locale)
si ha

5- (se, , Sr) , con saie ten) .

Allora
✓

si =3 sjciji
ja

P 1- forme

sa , . . ., Tsr) -- ( sa , . . , Sr ) §
matrice

ui forma sintetica ;
rxr di

-

1- forme su U

Tz=s



ci generale , se se TCE) , ho
localmente

§ = §, sisi

ossia § = (se, _ .

, Sr)

allora
r

75 = Zio (sisi) .-
i-1

r

= ? Asti - si + sivsi =
= I

r r

= ? (ds : 75in si
=p =L

quindi , se §=/!!) , si ha

µ=dE+w ⑦



quindi la matrice di 1- forme

co mi dà localmente la

connessione
.

Se cambiamo sezione (quindi
se cambiamo banali morione

locale) sa : va → P e Sp : Us-P sono
sezioniiP dei riferimenti di E.

È Eriksson
sport Dsp=D Dap) =

= G) got Edge
= sana In -1 Eddai

= } 9%0×9 + sposati'd%
⇒⑦originatesi



Viceversa dare una bandiranno

di E e una collezione

di matrici di 1- forme cis
che soddisfa ⑦ equivale ad

assegnare una connessione.

Fatto
=

: dato te : E- M

esiste una connessione su E.

Terminologia : una connessi
#

ione

sul fibra tangente si chiama
connessione lineare

.

Nota
=

date (u
,
× !.in)

¥
.

Ieri:*
sin e.) = %

" simboli di

ossia ci christoffcl



Connessioni
principali

Sia T :P→ M un filmato

principale .

Sia PEP , il sottospazio

Vp GIP è lo spazio

dei veltri tangenti alla

fibra , ossia

→vp=kna
spazio
verticale



Note Rgcp) .- prg
e org) =P

⇒ t.rg.at
⇒ se Xp ETPP è t.co

.

T

I (Xp)-0 allora II (Rg d) -0

dunque

Xp Evp implica Rg DE Vpg
quindi

Rg*%=t
Ossia la distribuzione
verticale è G- invariante .



inoltre : sia pe P , definiamo

Ip : G
-

p

9 - pg

quindi jp : G - (fibra pnp)

otiffeounrfismo
altro Teco

Il

JA ,
e

:g- Vpisomorfismi
identità in G

( in particolare

Jaffa , = ftp.fxd.si#xaD

Nuota X Eg definisce un

campo verticale X* : XJEtjp.ie (×)



Una connessione su P può
essere date in tre modi

equivalenti :

② una distribuzione orizzontale

G- invarianti a destra

V
P✓ Hp

to p

;
- IM

ossia
,
¥
p ,

abbiamo ttpctpp
Che vario in modo liscio e te

.

• Tpp vp @ Hp

• Rg! Hp) - Hpg



② una 1- forma a valori

vi g g
G- invariante

più precisamente una

cieszcp
, g) tale che

CRgjw-Adlg.JO# ⑦
Nota : data nel'(p, g) che

soddisfa ⑦ si ha che

H = Kern definisce una

connessione nel senso della

distribuzione orizzontale
.



i
, datemene

¥ , definiamo una

•Est(p
, g) come segue :

sia pe P e up ETPP

poiché tpp = Vp ⑦ Hp si ha

Mp = MÌ + MÌAcomponente verticale
definiamo tanponeut orizzontale

a.

"

Nota Knope Hp



Verifichiamo la proprietà di

G- invarianza della CO

così definita :

def④g)* Cip) (up) = cipg (Rg#d) =
Up e Hp sono invarianti per Rg

,

= Opg (Rifà.LY?R%Cap)
cerco Xeg t.org#(npY=X'
NOI : siano pep e h EG

(Rg .jp/Ch)=Rg(ph)=phg==pgg-ihg=jpgocg.ilh)
⇒ Rg; sia ftp.gks-I-ie



applico a X Eg te. X; -- vip
⇒ Realtà) -- falsi) Ip,
4shared.edu/g-t)fip(ud#
③ gaie :

si consideri una banalizzazione

locale di P definita da

sezioni locali
, dunque :

{ Uabnea e sa : ↳ → It' (4)

tali che spesa gap
con gap : Uap → G funzioni

di transizione
.



https://terrytao.wordpress.com/2008/09/27/what-is-a-gauge/ 

Allora sffi-rtua.ca)

(una matrice di 1 - forme

definite sull ' intorno U
,
E M)

demoliamo co
,
= #(a)

⇒

* ÷::÷÷::←
gauge trasforma

Viceversa
,
date una calle rione

di aperta ,g) che si

trasforma come sopra descritto

si dimostra che è una sfrena
di connessione su P.



Restringiamo la nostra

attenzione al coso :

E M librato vettoriale e

P M fibrott dei

riferimenti di E , quindi

fibra principale con

gruppo di struttura Glfr, R) .

Connessione su P→ connessione su E

sia coertcp
,g) una

Connessione su P .

sia µ ) s
,
una

banalizzazione locale di P
,

con saette - ' (ud) e fissar



Allora le forme

wèst (ad esigua)

definiscono una connessione

su E mediante la

formula ⑦ .

Connessione su E → connessione sui

Passi traspnhponallelouie
Sia c : [a. b)→ M una

curva
.

«a] c. (b)

consideriamo una sezione

§ di E definita ui un

interno della curva
.



§ si dice PARALLELA

lungo la curva e se

%s
In coordinate locali

siete)
E- ( sa , . . . ,SÌl' equazione
D-

sezione di P ( locale)
diventa

{offendiatedove § =/!!) e E- f. sisi

sistema di equazioni differenziali
del primo ordine ammetti un'

unica soluzione
, fissate le



condizioni iniziali
.

sto

È
c.(a)

trasporto parallelamente sa
lungo la curva cct) e

ottengo sb .

Definisco dunque una
mappa, dettotrospnttpaaleelotcc

»
- ECCD

Teorema
-

Dati E con

una connessione T e

C : [a. b)→ M una curva

la mappa



Tap : Ecco) - FG)
è univocamente definita
ed è un isomorfismi
lineare

.

- -

quindi possiamo trasportare
parallelamente un frame

s -- (sa , . . . .sn ) → ( la.dk) , - → %,
Consideriamo una curva

C : [a. b)→ M
.

Un tramandala
crea cg 5ft) :(sett) , , snct)) ,
è un Hzfra un 54) di Ecc» ,

tale che si(f) sono sezioni
parallele , ossia Ti si

=D



Nota :Dùk :

Se E =TM una sezione di E

lungo una curva C : [a. b)→ M

è un campo vettoriale lungo la

cura c
,
vct) e TCTMICC»)

Esiste un' unica mappa IR - lineare

E : rltmcc») → RITMICA))dt

chiamata derivata covarianti corrispondenti
• 0
,
te

② H f E C' [aid ,
VE TYTM ,#

⇐AH aafev # dà
② tutte TYTM, D indotto da ÙE rctm)

Little o ùc'A)

Per dimostrare questo termine

si mostra prima che se



la derivata covarianti esiste
,

allora e
'
unica

.

Si considera un riferimento
locale sa , , su e si definisce

d.EE?Ifa:isixviIassiA
• si verifica che lo derivate

covarianti così definita soddisfa

le proprietà richieste . Inoltre

per unicità è indipendente dal

riferimento scelto
.

Nota se §, , . . , sn) e
'
un riferimento

parallelo lungo la curva C
, È è

e proprio la derivata

componente per componente .



Quello che stiamo facendo è
✓(f) di VH)

qjITmtitcansm@9.rF
.

(G) Caen)

t.im#(vfa)
↳o h

come nella teoria generale,
un campo vettoriale lungo una

curva è parallelo se la sua

derivata covarianti è zero:

%aà:÷é÷



Passi sollevamento orizzontale
.

Sia IT :P- M
.

Una curva

è : [a.b)→P è un sollevamento

di c : [a. b)→ M se

ITCECH) = cct) Ht .

diciamo che [Cz) è un

SOLLEVAMENTO orizzontale di c (t)
se èct) è un frame

parallelo lungo c. (t) .

In particolare, dati c :[a.b)→M

e Ó Epoca) , esiste un
unico cane è :[a.b)→ M te

.

[ (a) = è e E sollevamento (lift)
orizzontale di c .



DI : sia E- M fibra

vettoriale con connessione T.

Sia § E ? un punto di p
.

Un vettore ✓ Ets (P) è

orizzontale se esiste una

curva C :[0,13→ M te
.

c. (a)= × e E'(a) ero con

[ unico sollevamento

orizzontale di C con punt

iniziale sx .

÷:÷÷:÷÷



Dobbiamo dimostrare che

"
s
,

C- Icp) è un

sottospazio vettoriale
-

Ricorriamo una formula
esplicita per

abbiamo c :[91]→ M con chi

è :[0,2] → Free)

unico lift orizzontale con ECO) = sx

Consideriamo adesso una sezione locale

S con SG) = Sx , allora

SCCCTD è un lift di cct)

con punto iniziale sx .



Quindi 7 te [0,1] abbiamo

[
due lift di CHI, tt

scelti)
¥ te [ai] abbiamo due riferimenti .

Dunque 7 t esiste alt) e GLln.IR)
t.ci SCCCH) = alt)

con

le = Edolo)
SCH = sx
÷

⇒ a (a) aI

Lenin siano

§ : IM - ICP) e

O' (a)
*

il campo vettoriale mi P

generato da O' co) c- glck.IR) .



Allora

sxcctod-m-iokoj.IE
parte orizzontale parte verticale

Dim informale :

sappiamo che

SCCCH) = alt)

differenziando ii 0 :

# Colore .ca?Dx4YoDT,
= +

d' Cost
×



Lemma siano 5 sezione locale
-

e Eco) sollevamento orizzontale

con Eco) = secco)) e alt ) EGLCK.IR)

t.c.SCCAD.EE) alt) .

Se cos è la matrice di T

rispetto alla sezione locale S
,

ossia
,
se s .- (sa , -, su) osi -Etiopi

si ha !

O' (a) = cistica)
.

Dimostrazione
-

c. (a)⇒

[ (a) = SCC = Sx



[y» si = §' sjciji (c' (d) =
ui O

= }Ex! usi. E
'

d'altra parte

Eh si = ? ? EH! 9. e. Che
+ ÷.
-

K fusione

= E. (EH, aii'G) + II.⇒ Ehilasiete
E-e _

= ÌÉ EHI %.

⇒⇒

per te o

=ÈCsx! aiilo)

confrontando



àD=os(
abbiamo dimostrato il secondo

lemma
.

Si ottiene la formula esplicita :

⑦ EYdesx.CCYOD-wscc.cat
Quindi , 7 Xf.IM troviamo

Ì=s⇒×HD_od
dove s è una qualunque
sezione locale ui un intorno

di ×
.



abbiamo

['lo)= 5*449) - userai!
P
M- lineare

lineare )
R- line

dunque ¢ : Tim _Tpp
c'b)→ ETD

è Il - lineare .

Quindi Hp = In (d) è un

sottospazio . ¢ : Txm → ti ha

inverso ¥ , dunque ¢ isomorfismi.

In particolare elim Hp - dini M .

La formula implica inoltre che

la distribuzione H e
' c' e

che M e
' invariante a destra

.



Abbiamo dunque ottenuto
,
da

T connessione su E
,
una

connessione H sul filmato

P dei riferimenti di E,
attraverso i procedimenti di

trasporto parallelo e sollevamenti

orizzontale .



Connessione di Leri - Civita .

Sia M una varietà

differenziabile.

Definire una metrica

Riina su M significa
assegnare ,

tt pe M , un

prodotto scolare gp su Tpm
Con lo condicione che sia

C'
,
ossia che ti ×

,
Y E ICM)

la fusione p - gp (Xp, Yp)
sia co

.

Teorema : ogni varietà attenui abile
ammette una metrica Riemanuiame .



Consideriamo una connessione

T su TM
.

H XIY E JCCM) definiamo

l' operatore

+ (Xi'D= # - IX - [x. 'Deacon)

T : JCCM) × KIM) → xlm)

si dice TORSIONE di T.

Se abbiamo una varietà

Rimaniamo (M, g) , diciamo
che la connessione O è

compatibile con la metrica g.

se 7 X. Y, Z E KIM) si ha

Z-gfxih-gfzt.it/xg(X,oz



TE : su una varietà

Riemonniaua esiste un' unica

connessione Riemanninno
,
ossia
-

compatibile con la metrica e

con torsione 0
.

Tale connessione si chiama

connessione di Levi - Civita
.

Una varietà M
"

si dice

↳renziana si ha una

metrica di segnatura (n- 1,1) ,
ossia ni ogni punto Dp
ha segnature (n- 1,1) .

Se ne 4 abbiamo una

varietà di Minkowski.



Se una varietà ammette

una metrica Corentziana

(non sempre è vero , ci sono

ostruzioni tipologiche) , allora
esiste ed è unica

,
anche

mia quest coso
,
una

connessione metrica con torsione 0
,

detta anche in questo caso

connessione di Leri - Civita


