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L’identificazione ¢ la disciplina che si occupa della costruzione di modelli matematici di
sistemi o segnali reali di interesse a partire da dati osservati relativi a tali sistemi/segnali.
I modelli matematici stanno acquisendo un ruolo sempre piu rilevante nella scienza e
nell'ingegneria moderne. In particolare, tali modelli sono richiesti per una varieta di scopi
specifici quali simulazione, previsione, progettazione di sistemi di controllo, elaborazione
di segnali, etc.. B quindi importante saper padroneggiare varie tecniche per la costruzione
di modelli. A tale proposito, ci sono essenzialmente due vie contrapposte alla modellazione
di sistemi dinamici. Se si conoscono le leggi fisico-matematiche che governano ’evoluzione
del sistema reale di interesse, conviene sfruttare questa conoscenza a priori per costruire
il modello; si parla, in questo caso, di modellistica basata sui principi fondamentali o pit
semplicemente modellistica. Se, viceversa, non si hanno dettagli sulla fisica del sistema
ma si dispone di dati misurati per tale sistema, si possono utilizzare questi ultimi per
la costruzione del modello; si parla, in questo caso, di modellistica basata sui dati o, pit
semplicemente, identificazione. Nella pratica, si hanno spesso informazioni solo parziali
sulla fisica del sistema per cui conviene procedere alla costruzione del modello utilizzando
tali informazioni a priori in combinazione con dati sperimentali sul sistema.

Con questo capitolo ed il successivo si intende presentare una breve introduzione all’i-
dentificazione volta a fornire le conoscenze teoriche di base nonché ad illustrare le principali
tipologie di modelli e tecniche di elaborazione dati impiegate per costruire tali modelli dai
dati.

9.1 Procedura di identificazione

Schematicamente, vedi Fig. 1, I'identificazione & un processo di elaborazione dati che
ha in ingresso un insieme di dati (dataset), esito dell’esperimento sul sistema o segnale
reale di interesse, e produce in uscita un modello matematico di tale sistema o segnale,
sfruttando anche 'informazione a priori disponibile.
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Figura 9.1: Schematizzazione ingresso-uscita del processo di identificazione: dai dati al
modello, sfruttando I'informazione a priori.

Dataset

Per quanto riguarda il dataset

N =N = {zk}szl ={z1,29,...,2n} (9.1.1)

si suppone che esso consista di N campioni

[ y } nel caso di identificazione di un sistema dinamico
k

Pk = con ingresso u ed uscita y (9.1.2)
yr nel caso di identificazione di un segnale y,
acquisiti ad istanti diversi f, con t; < ty < --- < ty. Di norma, i campioni z, del

dataset vengono acquisiti ad intervalli regolari, i.e. t, = k7" dove T" > 0 & un intervallo di
campionamento costante. Se, viceversa, si adotta un campionamento irregolare occorre
ridefinire il dataset come

N = {(t 2) oy (9.1.3)

includendo anche gli istanti di campionamento .

Modello

L’obiettivo dell’identificazione ¢ la determinazione di un modello che spieghi al meglio
il comportamento del sistema (o segnale) reale di interesse sulla base del dataset dispo-
nibile. A tale proposito, si possono adottare diverse tipologie di modelli (e.g., a tempo-
continuo [ tempo-discreto, lineari/non lineari, deterministici/stocastici, tempo-invarianti/
tempo-varianti, a parametri concentrati/distribuiti, a scatola nera/qgrigia, parametrici/non
parametrici, etc.) che saranno illustrate e discusse nel seguito di questo capitolo.
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Informazione a priori

La determinazione del modello m a partire dal dataset z" si avvale anche di eventuale
informazione a priori disponibile. A seconda del contesto, tale informazione puo variare
dalla completa ignoranza (modello a scatola nera) fino alla situazione opposta in cui
siano note le equazioni differenziali che descrivono il sistema e debbano essere determinati
solamente i valori numerici di alcuni parametri (modello a scatola grigia).
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Figura 9.2: Diagramma di flusso del processo di identificazione.

Fasi della procedura di identificazione

Il compito dell’identificazione viene di norma assolto con il procedimento iterativo sche-
matizzato nel diagramma di flusso di Fig. 2, che illustra come arrivare ad un modello



soddisfacente m* del sistema o segnale reale di interesse attraverso l'interazione di varie

fasi:

progetto dell’esperimento, sua esecuzione e conseguente acquisizione del dataset zV;
scelta della classe di modelli M;

scelta del criterio di adeguatezza V(zV,m) con il quale giudicare la bonta di un
modello m per un fissato dataset z";

scelta del modello ottimo m* che minimizza, fra tutti i modelli della classe M, il
criterio di adeguatezza V (2V, m) per l'assegnato dataset z%;

validazione del modello m* per decidere se risulta adeguato agli scopi preposti (ter-
mine della procedura con il modello m*) oppure no (revisione di qualcuna della
scelte fatte su esperimento, classe di modelli, criterio di adeguatezza e reiterazione
della procedura).

Ciascuno dei blocchi di Fig. 2 richiede commenti specifici.

Progetto dell’esperimento - Il progetto di un esperimento di identificazione comporta

la scelta di quali segnali misurare e quando misurarli (intervallo di campionamento
nel caso di campionamento regolare o, viceversa, istanti di campionamento) nonché
la scelta di eventuali ingressi manipolabili e del loro andamento temporale. Dal
momento che, ai fini dell’elaborazione dati, la loro acquisizione viene effettuata in
digitale, i segnali misurati devono essere campionati. Pertanto, un’ulteriore scelta
pratica da effettuare & quella dei filtri analogici antialiasing di pre-campionamento.
Infine, occorre scegliere la durata dell’esperimento di identificazione e, conseguente-
mente, il numero di campioni N risultante dall’esperimento che deve essere abba-
stanza elevato da garantire statistiche sufficientemente accurate dei segnali coinvolti
nonché da permettere di riservare una parte dei dati per la validazione. L’aspetto
cruciale per il successo dell’identicazione di un sistema dinamico, con ingresso u ed
uscita y, € certamente la scelta di un ingresso u che ecciti opportunamente il siste-
ma in modo da produrre un dataset sufficientemente informativo, anche in relazione
alla classe di modelli adottata. Si fa notare come la scelta dell’esperimento, fra le
varie scelte del procedimento di identificazione, é sicuramente quella piu critica nel
senso che l'effettuazione di un esperimento comporta spesso costi elevati sia per la
necessita di sottrarre il sistema reale da identificare (e.g. processo industriale, mezzo
di trasporto) alle normali mansioni a cui esso ¢ adibito, che per la possibile usura
degli attuatori del sistema conseguente all’esigenza di dover eccitare adeguatamente
il sistema. Pertanto, nell’ipotesi in cui il modello selezionato m* non passi il test
di validazione, é opportuno modificare, senza alcun costo aggiuntivo, la scelta della
classe di modelli e/o del criterio di adeguatezza piuttosto che modificare e, quindi,



dover ri-effettuare ’esperimento. Per questo motivo, ’esperimento di identificazione
deve essere oculatamente progettato.

Esecuzione dell’esperimento e acquisizione dati - Questa fase prevede 1’esecuzione
dell’esperimento di identificazione progettato con conseguente acquisizione digitale
dei dati sperimentali da opportuni sensori e memorizzazione nel dataset zV. A
seguito dell’acquisizione dati, si possono effettuare eventuali pre-elaborazioni dei
dati per eliminare disturbi a bassa- ed alta-frequenza tramite opportuni filtri digitali,
individuare e rimuovere dati anomali (outlier), ricostruire dati mancanti, etc..

Scelta della classe di modelli - Un passo fondamentale della procedura di identifica-
zione ¢ quello di scegliere una classe di modelli M all’interno della quale ricercare
il modello candidato m*. E opportuno premettere che un modello, per quanto com-
plesso ed accurato, non potra mai coincidere con il sistema o segnale reale di interesse
ma dovra catturarne solamente le caratteristiche salienti per poter servire efficace-
mente allo scopo preposto (e.g. simulazione, previsione, progetto del controllo, etc.).
Nel successivo paragrafo 9.2, si procedera ad una classificazione dei modelli sulla ba-
se di diversi aspetti. Una importante classificazione é quella fra modelli parametrici
che sono caratterizzati da un vettore di parametri a dimensione finita, e modelli non
parametrici che, viceversa, non impiegano esplicitamente un vettore di parametri
nella ricerca del miglior modello. Per limiti di tempo, 'attenzione in questo corso
verra esclusivamente rivolta a modelli linear: tempo-invarianti, sia parametrici che
non parametrici.

Scelta del criterio di adeguatezza - All'interno della classe di modelli M prescelta
vi sono infiniti modelli candidati per cui é opportuno introdurre un criterio di ade-
guatezza, ovvero una funzione V(2" ,m) del dataset 2™ e del modello m € M,
per quantificare la bonta del modello nel senso che un modello m; & migliore (pit
adeguato) di my per il fissato dataset 2V se V(2V,m;) < V(2N,my). Si fa notare
come il criterio di adeguatezza V(-,-) sia funzione anche del dataset oltre che del
modello, anche se il confronto fra modelli diversi deve essere ovviamente effettuato
per un fissato dataset. La scelta della funzione V' (-, -) deve essere chiaramente legata
alla finalita del modello e, a tale proposito, sono possibili diverse scelte che pongo-
no diversa enfasi sull’errore di simulazione oppure sull’errore di predizione oppure
sull’errore di modello. In questo corso, per limiti di tempo, si fara esclusivamente
ricorso al criterio dell’errore di predizione per modelli parametrici mentre si utiliz-
zeranno metodi di analist di correlazione e di analist spettrale per i modelli non
parametrici.

Scelta del modello - Una volta scelti la classe di modelli M ed il criterio di adeguatezza
V(2N,m), il problema di identificazione si riduce, nella maggior parte dei casi, alla



soluzione del seguente problema di ottimizzazione:

*

~ N
= . 1.4
m arg min V (Y, m) (9.1.4)

Tale problema di ottimizzazione risulta computazionalmente trattabile se la classe

di modelli M ha un numero finito di elementi oppure se i suoi elementi, seppur in

numero infinito, sono parametrizzati da un vettore § € R finito-dimensionale, i.e.
A . .. : .

m =m(0) e M = Im(m) = {m(0),0 € R¢}, per cui il problema di identificazione

parametrica si riduce a:

0* = argminV (2", m(6))
feRe (9.1.5)
m* = m(0*).

Viceversa, nel caso di modelli non parametrici, I’approccio di ottimizzazione (9.1.4)
diventa intrattabile per cui si procede alla determinazione sperimentale del modello
parametrico m* sulla base del dataset 2" con altri metodi.

Validazione - Una volta determinato il modello candidato m*, ci si pone il problema di
valutare se tale modello risulta adeguato o meno agli scopi preposti; tale problema
prende il nome di validazione del modello. La validazione ha un esito binario: se il
modello viene ritenuto valido, la procedura di identificazione viene arrestata con il
modello m*; se, viceversa, il modello non viene accettato si procede ad una nuova
iterazione, non prima di avere modificato qualcuna della scelte fatte in precedenza
(I'esperimento e/o la classe di modelli e/o il criterio di adeguatezza) in modo da
ottenere un nuovo modello m*. Ricordando quanto detto in precedenza, si dovrebbe
evitare per quanto possibile di ripetere ’esperimento di identificazione e piuttosto
utilizzare lo stesso dataset 2™ con altre classi di modelli e/o criteri di adeguatezza.
Ingenuamente, si potrebbe pensare che un buon criterio di validazione é quello di
considerare I'adattamento (fitting) del modello ai dati utilizzati nell'identificazione.
Questo, in realta, ¢ un comune errore da non commettere: la bonta di un modello
non puo essere giudicata sulla base degli stessi dati impiegati per I'identificazione.
Viceversa, un possibile criterio ¢ I'adattamento del modello con nuovi dati speri-
mentali, detti di validazione, diversi da quelli di identificazione (cross-validazione)
da cui l'esigenza di riservare parte dei dati sperimentali per la validazione. Oltre
alla cross-validazione, esistono altri criteri e/o strumenti per la validazione alcuni
dei quali sono di uso generale mentre altri sono legati alla finalita specifica a cui &
destinato il modello.

Come evidenziato in fig. 2, le varie scelte (in particolare quelle iniziali) coinvolte nel
processo di identificazione sono guidate dall’informazione a priori disponibile. Fig. 2 mo-
stra anche come il processo di identificazione sia complesso ed articolato, con diverse fasi



fra loro interconnesse, per ciascuna delle quali sono richieste basi teoriche nonché algo-
ritmi di elaborazione dati e strumenti software per la loro implementazione. Al giorno
d’oggi, I'utente dell’identificazione si puod avvalere di pacchetti software interattivi (quali
ad esempio Matlab ® System Identification Toolbox) che lo assistono in tutte le fasi del
procedimento. In questo contesto, un buon libro di testo o corso di identificazione deve for-
nire le conoscenze di base, sia teoriche che pratiche, per utilizzare con cognizione di causa
un tale software interattivo. A tale proposito, il libro di testo [1] - a cura dell’autore, Prof.
Lennart Ljung dell’Universita di Linkdping in Svezia, del System Identification Toolboz -
fornisce un’ottima, onnicomprensiva, guida all’identificazione assistita da calcolatore. In
quest’ottica, anche questi due capitoli (9 e 10) intendono offrire una panoramica, seppur
incompleta a causa delle limitazioni di tempo di questo corso, delle classi di modelli e delle
tecniche di stima di modelli pitt comuni, con particolare riferimento all’identificazione di
modelli lineari tempo-invarianti.

9.2 Classificazione deil modelli

Questo paragrafo fornisce una panoramica della grande varieta di modelli esistenti per
I'identificazione, suddivisi in accordo a vari criteri di classificazione.

Modelli a tempo-continuo (TC)/a tempo-discreto (TD)

Una prima importante distinzione & fra modelli a tempo-continuo (TC) descritti da equa-
zioni differenziali sull’insieme dei tempi reale 7 = R, e modelli a tempo-discreto (TD)
descritti da equazioni alle differenze sull’insieme dei tempi intero 7 = Z. I modelli TC
rappresentano la soluzione naturale per la modellistica basata sui principi fondamenta-
li di sistemi fisici. Viceversa, i modelli TD sono piti convenientemente impiegati per la
modellistica basata sui dati, proprio perché questi ultimi riguardano segnali campionati,
quindi a tempo-discreto.

Modelli di segnale/di sistema

Una ulteriore distinzione é legata all’obiettivo dell’identificazione, ovvero se si mira al
modello di un segnale y ovvero di un sistema dinamico con ingresso u ed uscita y. Esempio
classico di modello di segnale ¢ il modello ARMA trattato in dettaglio nel capitolo 4.
Esempi di modelli di sistema sono il modello di stato

Tp1 = fi (Tr, up
i (i ) (9.2.1)
Ye = he(on, up)
oppure il modello ingresso-uscita
Ye = Gk (Yk—15 - -+ s Yk Uk, U1+ + + 5 Uk—m) - (9.2.2)
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Modelli deterministici/stocastici

[ modelli deterministici, come (9.2.1) e (9.2.2), non tengono conto di eventuali disturbi che
agiscono sul sistema e questo, in molti casi, risulta irrealistico. Negli sviluppi successivi
si fara esclusivo riferimento a modelli stocastici come, ad esempio, il modello di stato

Tpr1 = [ (Th, wk, W) 9.23)

U = g (Tp, g, vk)

dove gli ingresso stocastici wy (disturbo di processo) e vy (rumore di misura) tengono
conto delle incertezze di modello e, rispettivamente, di misura. In modo analogo, si puo
avere la seguente controparte stocastica del modello ingresso-uscita (9.2.2)

Yk = gk (yk—la ce s Yk—n, Uk, Uk —1,- -+ y Uk—m, €ky €—1, - - - ek_g) . (924)

con un unico segnale stocastico e, che tiene conto dell’incertezza.

Modelli lineari/non-lineari

Una importante classificazione ¢ fra modelli lineari, caratterizzati dalla linearita delle
equazioni differenziali o alle differenze che 1li descrivono, e modelli che, viceversa, pre-
sentano non-linearita in tali equazioni. Sebbene ogni sistema reale presenti qualche non-
linearita, I'attenzione sara limitata a modelli lineari che comunque, in molte situazioni,
forniscono una ragionevole descrizione del sistema reale di interesse a fini di simulazione,
previsione, sintesi del controllo, etc..

Modelli tempo-invarianti/tempo-varianti

Un ulteriore criterio di classificazione riguarda la tempo-varianza del modello, ovvero
la dipendenza temporale delle funzioni gx e/o hy in (9.2.3), ¢gx in (9.2.4), dal tempo
k. Tale dipendenza ¢ solitamente legata alla variazione temporale di alcuni parametri
caratteristici del sistema. Assumendo tali variazioni contenute e/o lente, la successiva
trattazione sara limitata a modelli tempo-varianti. Riassumendo, negli sviluppi successivi
si fara esclusivamente riferimento a modelli lineari tempo-invarianti (LTI) stocastici, sia
nello spazio di stato

Tpt1 = Az, + Buy + wy,
2.
yr = Cap+ Dug + vg (9-2.5)
che ingresso-uscita
yr = G(2)up + vy, (9.2.6)

dove wy e v sono processi stocastici stazionari a media nulla.



Modelli scalari/multivariabili

Un’altra importante classificazione dei sistemi e, quindi, dei modelli si basa sul numero di
ingressi ed uscite (nel caso di sistemi dinamici) oppure sul numero di componenti (canali)
del segnale y di interesse. Indicata con m la dimensione di u e con p la dimensione di vy,
un modello di sistema dicesi:

SISO (Single Input Single Output) se m=1 e p=1;
MIMO  (Multiple Input Multiple Output) se m>1 e p>1;
SIMO  (Single Input Multiple Output) se m=1 e p>1;
MISO  (Multiple Input Single Output) se m>1 e p=1.

Nel caso di modelli di segnale, si parla di modello:

a canale singolo/scalare se p=1;
multicanale/multivariabile se p > 1.

Sebbene per tutti i modelli, sia scalari che multivariabili, si possano indifferentemente
usare sia rappresentazioni di stato che ingresso-uscita vale la pena osservare come per
modelli multivariabiili sia di gran lunga preferibile ricorrere a rappresentazioni di stato,
evitando le complicazioni delle rappresentazioni ingresso-uscita matriciali. Per modelli
scalari, viceversa, soprattutto nel caso LTI, le rappresentazioni ingresso-uscita (e.g., fun-
zione di trasferimento, risposta impulsiva, risposta in frequenza) risultano particolarmente
convenienti.

Modelli a parametri concentrati/distribuiti

I modelli a parametri distribuiti descrivono il sistema mediante equazioni differenziali al-
le derivate parziali (PDE = Partial Differential Equations), diversamente dai modelli a
parametri concentrati che utilizzano equazioni differenziali ordinarie (ODE = Ordinary
Differential Equations). Poiché, mediante opportune tecniche di discretizzazione spazia-
le alle differenze finite oppure agli elementi finiti, &€ sempre possibile approssimare, con
arbitrario livello di precisione, un modello a parametri distribuiti con un modello a para-
metri concentrati di ordine sufficientemente elevato, la trattazione sara limitata a modelli
a parametri concentrati.

Modelli parametrici/non parametrici

Un modello parametrico ¢ completamente caratterizzato da un vettore di parametri 6 €
R?, d < oo, finito-dimensionale. Un esempio classico di modello parametrico ¢ il modello
ARMA (ng4, ne)

{ Yk Q1Yk—1 + - F QpyYn, = €k + C1p_1 + -+ CpoCrin,

9.2.7
er, = swn (e,r) ( )



caratterizzato dal vettore di parametri 0 = [ay,...,a,,,C1,...,Cn,, €, T]T € R? con d =
Nng + ne + 2. In realta i parametri del modello ARMA sono vincolati a soddisfare alcune
condizioni, i.e. 7 > 0 inoltre i polinomi A(z) = 1 4+ a;z7' + -+ + a,z7™ e C(z) =
1+ ci27 4+ -+ + ¢, 27" devono avere tutte le radici in |z| < 1. Pertanto

6 €O =1{0:A(z) e C(z) hanno tutte le radici in |z| < 1,7 > 0} C R*t"e*2,

Si noti come l'identificazioine del modello ARMA (9.2.7) coincida con la stima parametrica
del vettore # € ©. Si noti anche come la definizione di una classe di modelli parametrici
comporti una scelta a priori dell’ordine massimo del modello, nel caso specifico definito
dagli indici strutturali n, e n..

Viceversa, un modello non parametrico non ¢ individuato da un vettore di parametri
finito-dimensionale e, di conseguenza, non presuppone alcuna assunzione a priori sull’or-
dine massimo del modello. Con riferimento al modello LTI (9.2.6) un classico model-
lo non parametrico nel dominio del tempo ¢ costituito dalla risposta impulsiva {gy}re,
corrispondente alla funzione di trasferimento G(z) = >.;7 gz " e dalla funzione di
auto-covarianza {R,(k)};—, del disturbo stocastico v;. Riassumendo, un modello non
parametrico LTI nel dominio del tempo é definito da:

m = {{gk}iozo ) {Rv(k)}iio} ‘

Si puo anche considerare un modello non parametrico LTI nel dominio della frequenza
costituito dalla risposta in frequenza {G(e’*)}, (o - € dalla densita spettrale {,(w)}
del disturbo vy, i.e.

wel0,m]
= {{G(ejw>}we[0,rr] ’ {%(“’)}we[ovﬂ} '

Modelli a scatola nera/grigia

In molte situazioni pratiche non si ha a disposizione alcuna informazione a priori sul
sistema o segnale reale di interesse. In questo caso, si deve quindi ricorrere ad un modello
cosiddetto a scatola nera (BB = black box) che non presuppone alcuna considerazione
fisica sulla struttura del sistema. La terminologia utilizzata, infatti, fa riferimento al fatto
che la modellazione del sistema viene effettuata alla cieca come se il sistema fosse racchiuso
all’interno di una scatola nera all’interno della quale non é possibile vedere niente e, quindi,
dedurre informazioni di alcun tipo sulla struttura interna del sistema. Un esempio classico
di modello BB relativo ad un segnale ¢ il modello parametrico ARMA (9.2.7) derivante
da considerazioni matematiche (teoremi di approssimazione e fattorizzazione spettrale)
sulla rappresentazione di segnali casuali stazionari, ma non legato in alcun modo alla
natura fisica del segnale considerato. Si noti come i parametri 6 del modello ARMA
non abbiano alcuna interpretazione fisica ma costituiscano unicamente un veicolo per
aggiustare ’adattamento del modello ai dati sperimentali. Altri esempi di modelli BB sono
i modelli non parametrici LTI, nel domini del tempo e rispettivamente della frequenza,
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visti in precedenza. Anche in questo caso, il modello si puo adattare ad una gran varieta
di sistemi prescindendo dalla loro natura fisica purché il loro comportamento sia, in prima
approssimazione, lineare e stazionario.

(i sono anche situazioni nelle quali, basandosi sulle leggi fondamentali della fisica o di
altre discipline, si riesce a descrivere il comportamento del sistema attraverso equazioni
matematiche, tipicamente equazioni differenziali, nelle quali compaiono alcuni parametri
da determinare. In questo caso, il modello risultante da queste equazioni con parametri
incogniti prende il nome di modello a scatola grigia (GB = grey box) alludendo al fatto
che la modellazione del sistema avviene come se questo fosse all’interno di una scatola
grigia attraverso la quale é possibile intravedere qualcosa ma non tutto e, quindi, dedurre
informazione parziale (ma non completa) sulla struttura interna del sistema. Si pensi
all’esempio di una rete elettrica di cui si conoscano la tipologia e I'interconnessione di tutti
i componenti, ma risultino non noti oppure incerti i valori numerici di alcuni parametri
circuitali eventualmente parassiti. In questo caso, sfruttando le leggi di Kirchhoff e le
equazioni costitutive dei vari componenti elettrici, si possono scrivere le equazioni di stato
circuitali in funzione di alcuni parametri incogniti.

Risulta evidente come i modelli GB siano tipicamente

e a tempo-continuo, essendo le leggi fisiche solitamente espresse sotto forma di equa-
zioni differenziali;

e parametrici, per la necessita di adattare alcuni parametri che compaiono nelle
equazioni del modello ai dati sperimentali;

e espressi sotto forma di rappresentazioni di stato che meglio si prestano delle rappre-
sentazioni ingresso-uscita a tener conto di informazioni sulla struttura interna del
sistema.

Pertanto, un generico modello GB ¢ descritto da equazioni di stato
i(t) = f(talt),ult),w(t),0)
y(t) = h(t,x(t),u(t),v(t),0)

con stato x(t), ingresso deterministico u(t), disturbo di processo w(t), rumore di misura
v(t), vettore dei parametri da stimare #. Nel caso particolare LTI, il modello GB assume
la forma

(9.2.8)

©(t) = A0)x(t) + B.(0)u(t) + D.(0)w(t)
y(t) = C(0)x(t) +v(t)

w(t) = swn(0,Q.(0))

v(t) = swn(0,R(0))

dove si ¢ realisticamente ipotizzata I’assenza del collegamento diretto (feedthrough) fra in-
gresso e uscita (i.e., I'ingresso u(t) non compare nell’equazione che definisce y(t)). Si noti

(9.2.9)
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che, per maggior generalita, tutte le componenti delle matrici A.(0), B.(6), D.(0), Q.(0),
C(0), R(0) possono dipendere dai parametri  anche se, nella maggior parte dei casi, la
dipendenza dai parametri riguarda poche componenti. Il seguente modello di motore elet-
trico in corrente continua fornisce un esempio illustrativo di modello GB.

Esempio (Modello di motore in corrente-continua) - Si consideri il motore in
corrente-continua (dc = direct current) schematizzato in fig. 9.3. controllo di armatura,

R
A

R, L,
588 L
: f
ia ¢/
Va €a 7 w
o } 5 J
armatura circuito di %
eccitazione 15}

Figura 9.3: Schema fisico (a sinistra) e circuitale (a destra) del motore elettrico in corrente-
continua

ovvero alimentando il circuito di campo a tensione costante, risulta che la coppia motri-
ce T(t) esercitata dal motore ¢ proporzionale alla corrente di armatura i,(¢) secondo la
relazione

T(t) = krig(t). (9.2.10)
Inoltre, per effetto dell’induzione elettromagnetica, viene generata nel circuito di armatura
una forza contro-elettromotrice indotta

ea(t) = kyw(?) (9.2.11)

proporzionale alla velocita angolare del rotore w(t). La legge di Kirchhoff delle tensioni
al circuito di armatura fornisce la relazione
dig ,
%éﬁﬂﬂmw+ﬁw:%@. (9.2.12)

Inoltre, dalla legge di Newton relativa alla parte meccanica del motore si ha
{ Ju(t) = 7(t) —7.(t) — Bw(t)
o) = w(t)

dove: B (coefficiente di attrito viscoso) e J (momento di inerzia) sono i parametri mec-
canici del motore; Sw(t) e 7,.(t) sono coppie resistenti dovute rispettivamente all’attrito

(9.2.13)
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volvente viscoso ed al carico meccanico del motore; ¥ (t) & la posizione angolare del ro-
tore. Tenuto conto che, di norma, la costante di tempo elettrica L,\R, ¢ molto minore
(di diversi ordini di grandezza) della costante di tempo meccanica J\ 3, si puod trascurare
I'induttanza di armatura, i.e. porre L, = 0. Definito il vettore di stato z = [@D,w]T, I'in-
gresso manipolabile u = v,, il disturbo di processo w = 7, e I'uscita y = 1, si ottengono
le seguenti equazioni di stato lineari

(i) = [8 _Hx(tw[mu(t){_093}@0(75)

—_— —— ——_——
Ac(0) Be(0) D (6)
y(t) = [1,0]=(t) +v(t) (9.2.14)
C

w(t) = swn(0,q)
[ v(t) = swn(0,r)

dipendenti dal vettore dei parametri § = [0, 0, 03]T € R? con

BR, + krky kr 1
0= ————, o= —, 03 =—.
1 JRa y V2 JRa s V3 7
In questo caso, (). = ¢ ed R = r sono assunte indipendenti dai parametri. U

9.3 Segnali quasi-stazionari

I segnali di uscita y risultanti dagli esperimenti di identificazione sono spesso descritti -
vedi, ad esempio, modelli (9.2.5) e (9.2.6) - come processi stocastici, dovuti alla presenza di
disturbi, con componenti deterministiche, dovute alla presenza dell’ingresso manipolabile
u. Tali segnali non sono, in generale, stazionari; ad esempio il segnale y; in (9.2.6) ha
funzione di media

Elyk] = E[G(2)ug + vi) = G(2)ug + Elvg] = G(2)ug

che risulta tempo-variante, quindi non ¢ stazionario. Di conseguenza, ai segnali in og-
getto non sono direttamente applicabili definizioni nonché tecniche di analisi teorica e
sperimentale proprie dei processi stocastici stazionari, quali ad esempio:

e lo spettro e la densita spettrale introdotti nel capitolo 3;
e il teorema di analisi del capitolo 4;

e il correlogramma ed il periodogramma del capitolo 4.
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Nel seguito si introduce una classe di segnali, detti quasi-stazionari, che generalizza quella
dei processi stazionari in senso lato ed, in particolare, include i segnali stocastici stazionari
con componenti deterministiche generati dai modelli LTT (9.2.5) e (9.2.6).

Definizione (Segnale quasi-stazionario) - Un segnale tempo-discreto y; dicesi
quasi-stazionario se soddisfa quanto segue:

Elyel =7k Uil < C < o0,k
Elyy;] = Cy(k‘ 3), NGy (kI < C.VE,j

Nlﬂoﬁ ZOY (k,k —i) = Ry (i), Vi (9.3.3)
dove l'operatore di media E [-- -] fa riferimento alle componenti stocastiche di yy. U

Si noti che:

e un segnale deterministico y, per il quale 'operatore di media risulta ininfluente, &
quasi-stazionario se é limitato ed esiste il limite

Ry (i) = ]\}gr(l)oﬁ Zykyk i (9.3.4)

e un processo stocastico stazionario in senso lato y, € certamente quasi-stazionario in

quanto Cy (k, k — 1) S g [ykykaJ = Ry (i) per ogni k.
Si noti anche come Ry (i) definita in (9.3.3), i.e

N

= . 1

Ry(i) = lim — > E uwyi ], (9.3.5)
=1

o . . . : . N A i
costituisca una generalizzazione della funzione di autocovarianza Ry (i) = F [yky,rii}, con

Uk 2 yr — E[yx], precedentemente definita per processi stocastici stazionari in senso lato.
In particolare, se y ha media nulla risulta banalmente che Ry (i) = Ry (i) mentre, piil in
generale, Ry (i) = Ry (i) + 77" dove J = E [yx]. Per un segnale deterministico, viceversa,
Ry (i) in (9.3.5) si riduce alla media campionaria (correlogramma) (9.3.4). Risulta con-
veniente, alla luce di queste considerazioni ed in vista degli sviluppi futuri, introdurre il
seguente operatore di media generalizzata E[-- -]

12 im SB[ (936)

k=1

Elfi

Si noti che:



e tale operatore E effettua sul suo argomento una doppia media, cioé la usuale media
matematica E[--] e la media campionaria N=* 37~ [---];

e la media matematica F non ha effetto su segnali deterministici;
e la media campionaria (temporale) non ha effetto su segnali stocastici stazionari;
e grazie all’'operatore E, Ry (i) in (9.3.5) puo essere riespressa come
RY(Z) =F [ykylz—z} (9.3.7)

e, quindi, interpretata come funzione di auto-covarianza generalizzata applicabile
a tutti i segnali quasi-stazionari, ovvero sia a segnali deterministici che a segnali
stocastici stazionari nonché a loro combinazioni lineari.

La funzione di auto-covarianza generalizzata consente anche di generalizzare le definizioni
di spettro e densita spettrale a segnali quasi-stazionari, come segue

Oy(z) = Z{Ry(k)} = > Ry(k)z" (9.3.8)
py(z) = F{Ry(k)} =2 (™) = > Ry(k)e 7" (9.3.9)

E facile verificare (si lascia tale verifica, per esercizio, al lettore) che la generalizzazione
(9.3.7)-(9.3.9) di funzione di auto-covarianza, spettro, densita spettrale permette di esten-
dere il teorema di analisi del capitolo 4 a segnali di ingresso quasi-stazionari. Si puo anche
dimostrare che il correlogramma

N

- |

RY(k) =5 vivi s
i=k

ed il pertodogramma

N-1 N
~. 1 D —Jjw —jw
W) = WY (-w) = Y BY(Re ™ Yy(w) = me ™",
k=—(N-1) k=1

introdotti nel capitolo 4 come stimatori, asintoticamente (per N — o0) non polarizzati,
della funzione di auto-covarianza e, rispettivamente, della densita spettrale di segnali
stazionari preservano le loro proprieta anche per i segnali quasi-stazionari.

Negli sviluppi successivi si useranno piu semplicemente Ry (+), Ry (), Ryy(+) anziché
Ry (+), Ry (+), Ryy(+) aindicare le funzioni di covarianza relative ai segnali quasi-stazionari
{ug} ed {yp}, definite mediante 'operatore di media generalizzata E [- - -].
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Figura 9.4: Modello LTT con disturbo stazionario

9.4 Modelli lineari tempo-invarianti

In questo corso, l'attenzione sara rivolta esclusivamente all’identificazione di modelli LTI
con disturbo stazionario come schematizzato in fig. 9.4, dove 'uscita y; del sistema é
modellata come somma di due segnali:

e un segnale deterministico 7, generato come uscita di un sistema LTI S con ingresso
deterministico wuy;

e un disturbo stocastico stazionario vy.

Si noti che, per quanto visto nel precedente paragrafo, il segnale vy, risultante dalla
somma di una componente deterministica ¥, e di una componente stocastica stazionaria
Vg, € quasi-stazionario.

Indicando con G(z) la funzione di trasferimento del sistema S, si fara I'ipotesi che tale
funzione sia strettamente propria (con ritardo ingresso-uscita strettamente positivo), i.e.

G(z) = ngz’k.
k=1

Il modello di fig. 9.3 é dunque descritto dalla seguente rappresentazione ingresso-uscita

Y = Up + 0 = G(2)ug + v = Zgiuk_i + vg. (9.4.1)
k=1

Sostanzialmente, questo modello é caratterizzato dalla funzione di trasferimento ingresso-
uscita G(z) e dalle statistiche del disturbo stazionario vy. A tale proposito, sono pos-
sibili descrizioni non parametriche di tale modello, sia nel dominio del tempo che nel
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dominio della frequenza, che non presumono alcuna restrizione sull’ordine del modello.
Specificamente:

e nel dominio del tempo, si puod rappresentare la funzione di trasferimento G(z) tra-
mite la risposta impulsiva {gr}2, e la statistica del secondo ordine del disturbo
stazionario vy tramite la funzione di autocovarianza { Ry (k)}32q;

e nel dominio della frequenza, si puod rappresentare la funzione di trasferimento G(z)
tramite la risposta in frequenza {G(e/*)}oep.n € la statistica del secondo ordine del
disturbo stazionario v tramite la densita spettrale {gpv(w)}we[gm].

Naturalmente, sono anche possibili rappresentazioni parametriche della funzione di tra-
sferimento G(z) nonché delle statistiche del disturbo. A tale scopo si osserva che, in virtu
dei risultati ben noti sull’approssimazione razionale e sulla fattorizzazione dello spettro,
il disturbo stazionario vy puo essere modellato, con arbitrario grado di accuratezza, come

un processo ARMA
v = H(z)ey
{ er ~ [e(), e Lle Vk#i (9.4.2)

per cui il modello (9.4.1) assume la forma

ue = G2)ug+ H(2)er = Y gite—i +ex + > haeg;

— — (9.4.3)
€ ~ fE()

dove {ex} ¢ una sequenza di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite
con PDF fg(-). Si noti che il modello (9.4.3) ¢ completamente individuato dalla terna
{G(Z), H(Z), fE()} dove:

e (G(z) ¢ una funzione di trasferimento strettamente propria;
e H(z), con h, = I, ¢ una funzione di trasferimento con zeri e poli in |z| < 1;

e fg(-) @ una PDF, ovvero una funzione non-negativa con integrale [ fg(e)de = 1
unitario.

Chiaramente tale terna puo essere parametrizzata in molti modi diversi, i.e. {G(z,0), H(z,0),
fe(-,0)}, in funzione di un vettore di parametri § € R™, ny < oo, finito-dimensionale.
Di solito, si assume che e, abbia distribuzione Gaussiana con media nulla e covarianza
Y =%T>0,ie e =swn(0,X).
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9.5 Identificazione non parametrica nel dominio del tem-
po (analisi di correlazione)

In questo paragrafo, l'obiettivo ¢ la determinazione, a partire dal dataset 2~ = {u",y"},
di un modello parametrico nel dominio del tempo costituito, con riferimento a fig. 9.4,
dalla risposta impulsiva {gx}7>, del sistema LTI e dalla funzione di auto-covarianza

{Ry (k)}32, del disturbo, i.e.
dataset 2% — modello ({gr}20, {Rv(k)}2,) -

Si consideri il sistema (9.4.1) con relazione ingresso-uscita espressa mediante convoluzione
fra la risposta impulsiva {gx} e 'ingresso {us}, i.e.,

Y = Zgiukz—z‘ + U (9.5.1)

=1

e si assume che U'ingresso {uy} sia un segnale quasi-stazionario incorrelato con il disturbo

{Uk}, i.e., .
Euv]] =0 Vk,j. (9.5.2)

Si noti che 'ipotesi di incorrelazione (9.5.2), indispensabile per gli sviluppi che seguiranno,
richiede che il sistema da identificare operi in anello aperto, ovvero che I'ingresso u;, non
sia generato mediante retroazione dall’uscita y,. Post-moltiplicando ambo i membri di
(9.5.1) per uf_j, Vj > 0, ed applicando I'operatore di media generalizzato definito in
(9.3.6), si ottengono le equazioni

[e.e]

E [yrui_;] = ZgiE [ur—uf_;] + E [vguf_;] j=0,1,... (9.5.3)

i=1

da cui, sfruttando (9.5.2), si ha
RYU Zgz RU j - Z Vj > 0. (954)

In modo analogo, post-moltiplicando ambo i membri di (9.5.1) per y,f_j, Vi > 0, ed
applicando I'operatore di media generalizzato definito in (9.3.6), si ottengono le equazioni

E [yryi—;] Zgz [ur—iyi ] + E [uyl,] 5=0,1,... (9.5.5)

da cui

Ry(j) = Zgi Ryy(j —1i) + Ryy(j) Vj=>0. (9.5.6)

=1

18



Notando che, per l'incorrelazione dei segnali {us} e {vy}, si ha

Ryy(j) = E [weyi_;] = E |k (Zgiuk_j_i + vk;_j> =E [nwi_;] = Rv(j) (9.5.7)

=1

(9.5.7) diventa
Ry(j) = Ry(j) — ng' Ryy(j —i) Vj>0. (9.5.8)

Se le funzioni di covarianza Ry(-), Ry (+), Ryy(-) fossero note, si potrebbero risolvere le
equazioni lineari (9.5.4) rispetto alla risposta impulsiva {g;} e poi sostituire i valori tro-
vati in (9.5.8) per ricavare la funzione di auto-covarianza del disturbo {Ry(j)}. A tale
proposito, sussistono due difficolta di seguito esposte.

1. Le funzioni di covarianza non sono note ma, a partire dal dataset 2" = {u™,y"},
se ne possono determinare stime non-polarizzate (per N — oo) mediante i correlo-

grammi
- 1 N—k R T
RN(k) = NZui+kuiT = [RY(-h)]
R 1 N—k R T
B0 = Sl = [BY(-R)] (9.5.9)
=1
1 N—k . '/\N T
Ryy(k) = N UitkY; = _RYU(—k)} :

=1

2. (9.5.4) e (9.5.8) hanno infinite equazioni in infinite incognite che possono essere
risolte mediante troncamento della risposta impulsiva, i.e. assumendo che

9i=0, Yi>M M<N <oo. (9.5.10)

Si noti che la necessita di effettuare ’esperimento di identificazione ad anello aperto
per soddisfare (9.5.2) richiede la BIBO-stabilita del sistema da identificare, che
equivale a > ;- ||gk|l < oo da cui limy_,o g = 0. Pertanto I'ipotesi (9.5.10), che
equivale ad approssimare il sistema (9.5.1) con un modello FIR (a risposta impulsiva
finita) di ordine M sufficientemente elevato, risulta del tutto ragionevole.

Sostituendo in (9.5.4) e (9.5.8) le funzioni di covarianza con i corrispettivi correlogrammi

ed utilizzando (9.5.10), si ottengono le seguenti equazioni lineari (per j =1,2,..., M):
RYy(5) = Z NRY(G— ) (9.5.11)
RY(j) = Ry(j)— Z@N RN, (G —1i) (9.5.12)
i=1

19



da risolvere rispetto alle stime g e }?5 (7) di g; e, rispettivamente, Ry (j). Si noti che
(9.5.11) puo essere riscritta in forma matriciale come

Ry (0, BYy (@), By ()| = [ 3 90]
Y, i
RY(0)  RY(1) RY(M —1)
RY()T  RY(0) RY(M —2)
ﬁg(M_l)T ﬁg(o)

dove la matrice Elj}f (quadrata di dimensione Mm x Mm con m = dimu) &, per costru-
zione, invertibile. Pertanto, la stima della risposta impulsiva € fornita da

~ ~ —1
= [V.a.....an) = RBY, (Rg) . (9.5.13)

Successivamente, da (9.5.12) si ricava la stima della funzione di auto-covarianza del
disturbo

R%Y(J 1)
RY(j) = RY(j) — 3" RUY(‘:] =2 (9.5.14)
RYy(j — M)

Questo metodo di identificazione non parametrica nel dominio del tempo, che prende il
nome di analisi di correlazione (in inglese: CRA = CoRrelation Analysis), si semplifica
notevolmente se 1'ingresso uy ¢ scelto come rumore bianco, i.e.,

EU? ]{3:0

RU(k):F[quuﬂ:EUdk:{ R

(9.5.15)

In tal caso, infatti, si ha

-1

gi = Ryu(i) By (0) = Ry(i) S5 = ¥ = BYy () [RY(0)] = RYu() =" (9.5.16)

Nell'impossibilita di effettuare I’esperimento di identificazione con ingresso {uy} perfetta-
mente bianco, si pud determinare il correlogrammma Eﬁ (+) dellingresso e procedere alla
stima della risposta impulsiva risolvendo le equazioni (9.5.11), i.e. tramite (9.5.13).

In alternativa, si possono pre-filtrare ingresso {u;} e uscita {yz} con lo stesso filtro
digitale F'(z) in modo da rendere l'ingresso filtrato i, = F'(z)uy pit possibile bianco. A
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tale scopo, si pud determinare una stima @) (-) della densita spettrale di {uy} mediante
periodogramma (o altro strumento di stima spettrale, vedi il paragrafo successivo). Suc-
cessivamente si pud procedere ad una approssimazione razionale @y (z) = &\)g (z) dello
spettro corrispondente a tale stima spettrale, seguita dalla fattorizzazioene spettrale

Oy(2) = H(z) Sy HY (271),

da cui il filtro shiancante desiderato per il segnale {uy} risulta, in buona approssimazione,
dato da

F(z) = H ().
A questo punto, si puo effettuare I’analisi di correlazione nel seguente modo.

1. Si pre-filtrano ingressi ed uscite per ottenere iy = F'(2)u e yx, = F(2)ys.

~ ~ ~ M—1
2. Sideterminano i correlogrammi {R g (L, RT(0), {RyY (i) 1L, e {ng(z)} ety
i=—(M—1
3. Si determina la stima della risposta impulsiva
—1

g = RY. (i) [}Azg(o)] i=1,2,...,M (9.5.17)
4. Si determina la stima della funzione di auto-covarianza

RY (i) Z RN, (i—j) i=12,...,M

Il metodo di analisi di correlazione per 'identificazione non parametrica nel dominio
del tempo sopra esposto si basa essenzialmente sull’uso dei correlogrammi che, come visto
nel capitolio 4, forniscono stime asintoticamente non polarizzate delle rispettive funzioni
di covarianza. Ci si attende dunque che le stime g della risposta impulsiva e R (i)
della funzione di auto-covarianza del disturbo ottenute con questo metodo siano anch’esse
asintoticamente, i.e. per consistenza del dataset N — oo, non polarizzate. Infatti, facendo
riferimento a (9.5.16) ovvero al caso di ingresso uy, bianco, l'errore di stima della risposta
impulsiva risulta

6-7 = g B[R0 = [sR0 - By6)] [RY0)]

R - (9.5.18)
= [g.RY(0) - By B5'(0)
Si noti che
1 N—i
N . o )
Jim £ [R ()] = Jim B N;yk-&-zuk] = IEEONZE Ykl ]
- (9.5.19)



In modo del tutto analogo, si dimostra che

lim B [ﬁg (0)] = Ry (0). (9.5.20)

N—o0

Utilizzando (9.5.19) e (9.5.20 in (9.5.18), si ha

Aim E [g; — '] = [9:Ru(0) = Ryu ()] By (0) = gi — Ry (i) Ry '(0) = g — g: = 0.
(9.5.21)
Pertanto, la stima g¥ di g; ¢ asintoticamente non polarizzata. Un’analisi pit dettagliata
(vedasi appendice A3.2 del capitolo 3 di [2]) rivela che l'errore di stima soddisfa quanto
segue

B3] = 0(y)r'0) (9522
Ela-)(0-3)"] = ylrorti-itvo(y) s

SNR
dove O(1/N) indica una quantitd proporzionale a 1/N. Quindi, (9.5.22) evidenzia co-
me l'errore di stima della risposta impulsiva converga, in media, a zero come 1/N per
N — oo e sia inversamente proporzionale alla varianza (energia) del segnale di ingresso.
Inoltre, (9.5.23) afferma che anche la funzione di auto-covarianza di tale errore di stima
tende a zero come 1/N per N — oo e risulta inversamente proporzionale al rapporto
segnale-rumore (SNR = Signal-to-Noise Ratio). Da (9.5.22)-(9.5.23) emerge, dunque, la
convenienza di effettuare I'esperimento di identificazione con un ingresso uy di varianza
(energia) Ry (0) massima compatibilmente con le limitazioni degli attuatori del sistema.

9.6 Identificazione non parametrica nel dominio della
frequenza (analisi spettrale)

In questo paragrafo, 'obiettivo ¢ la determinazione, a partire dal dataset 2V = {uN N },
di un modello parametrico nel dominio della frequenza costituito, con riferimento a fig.

9.4, dalla risposta in frequenza {G (e/*)}, e, del sistema LTI e dalla densita spettrale
{ov(w)}wepo, del disturbo, i.e.

dataset 2"V — modello ({G (ej”)}we[om], {gov(w)}we[om]) )

Applicando il teorema di analisi al sistema (9.4.1) ed ipotizzando l'incorrelazione (9.5.2)
fra uy e vy, si ottengono le seguenti relazioni nel dominio della frequenza:

oyu(w) = G (/) pu(w)
py(w) = G () pu(w) GT (e7) + v (w)
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che coinvolgono le densita spettrali ¢y (), oy (+), vy (-) e la risposta in frequenza G(e/)
del sistema. Se, dunque, tali densita spettrali fossero note, si potrebbero ricavare la
risposta in frequenza del sistema e la densita spettrale del disturbo tramite

G(ejw) = oyu(w) pu(w)™
prw) = gy(w) =G (") pu(w)G" (7).

In particolare, se il sistema di interesse ¢ SISO, le relazioi (9.6.3)-(9.6.4) si riducono piu
semplicemente a

jw\ SDYU(W)
G(e™) = (o ) (9.6.5)
ov(w) = py(w ‘G (ej“’) ‘2 ou(w). (9.6.6)

Stima empirica della risposta in frequenza

Nella pratica, le densita spettrali non sono note ma se ne possono determinare, dal dataset
disponibile 2 = {u", y"}, delle stime asintoticamente (i.e., per N — o) non-polarizzate
mediante i periodogramms

Pr(w) = %UN(W)U]{}[(M) = Y RY(k)e
d) - dnonto - 8 mocs o
F(w) = %YN(w)Yﬁ(w) = Z /Rg(k)e—jwk

dove: Ul (w) = UlL(w); Un(:) e Yn(-) sono le trasformate di Fourier discrete di {u;} e,
rispettivamente, {y;} definite come

N
Un(w) = Z uy, eIk
k=1

. (9.6.8)

Ynlw) = Ype

k=1

mentre fAZN( ), RYU( ) y() sono i correlogrammi definiti in (9.5.9). Sostituendo le den-
sita spettrali in (9.6.3)-(9.6.4) con i rispettivi periodogrammi in (9.6.7), si ottengono le
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seguenti stime spettrali

~

Gy (™) = &Fy(w) [@g(w)]_l = Y (w)UN (w) [UN(w)Uﬁ(w)}_

~N

o~

Brw) = BYW) - G (%) 3 (w)Cxl(e™)

(W) = By () (@0 W) Eoy(w)

{ V()Y (@) = V(@) UH (@) [Un(@)UR )] Un(@)YH )}
(9.6.10)

In particolare, Gy(e*) in (9.6.9) prende il nome di stima empirica della funzione id
trasferimento (ETFE = Empirical Transfer Function Estimate), anche se dovrebbe essere
pitl propriamente detta stima empirica della risposta in frequenza G(e’*). L’attributo
“empirica” deriva dal fatto che, nel caso SISO (u e y scalari), tale stima si riduce a

I
© 6
== 22

-~

2 ey Puw) | Yi(w)
Gn(e’) = o)~ ) (9.6.11)

che fornisce la stima della risposta in frequenza come rapporto tra le trasformate di
Fourier dell’uscita (a numeratore) e ingresso (a denominatore), cioé¢ come semplicistica
e immediata applicazione delle tecniche di Fourier al sistema (9.4.1). Sempre nel caso
SISO, (9.6.10) fornisce

~N 1
Py (w) = N

YN (w)YN (U.)) —

Un(w) Un(w)

che, grossolanamente, approssima a zero la densita spettrale del disturbo. Si dimostra [1]
che la stima ETFE soddisfa, nel caso SISO, le seguenti proprieta,

i) Per quanto riguarda l’errore di stima ETFE, si ha

E Fhv(ejw)} _ G = (jSv(éz >) con |o1(N)| < S—IN e Oy <00, (9.6.12)

ovvero converge, in media, a zero come 1/ V/N per N — oo ed ¢ anche inversamente
proporzionale a Uy(w). In altri termini, la stima ETFE ¢ tanto migliore quanto
maggiore ¢ la numerosita N dei dati e alle frequenze angolari w per le quali I'ingresso
ha componenti armoniche di densita spettrale, oy (w) = |Uy(w)[?/N, piu elevata.
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ii) Per quanto riguarda la correlazione fra stime ETFE a frequenze angolari diverse, si

E KéN(er) - G(ej‘”)) (av(em) - G(ej"“))}

1
Un (@) [ov(w) + 02(N)], w=wo (9.6.13)
QZ(N>
Un(@)Un (=)’ w7 wo
con CQ
(M) <32, Cr<oo

Da (9.6.12)-(9.6.13) si evince quanto segue.

1. La stima ETFE ¢ asintoticamente non polarizzata.

2. Lavarianza ¢ inversamente proporzionale al rapporto segnale-rumore (SNR = Signal-
to-Noise-Ratio) |Uy(w)|?py" (w) e non decade a zero all’aumentare di N.

3. Stime a frequenze diverse risultano asintoticamente incorrelate.

In particolare, le ultime due costituiscono caratteristiche indesiderabili dello stimatore
ETFE. Infatti, non é possibile migliorare la precisione della stima ETFE aumentando il
numero di campioni N del dataset usato per l'identificazione, ma soltanto incrementan-
do la potenza del segnale di ingresso nell’esperimento di identificazione; ovviamente tale
potenza non puo essere troppo elevata a causa di limitazioni degli attuatori del sistema
nonché di considerazioni energetiche. Inoltre, I'incorrelazione di stime a frequenze diverse
comunque vicine rende, di fatto, la risposta in frequenza stimata mediante ETFE estre-
mamente irregolare al contrario della risposta in frequenza di effettivi sistemi reali che,

viceversa, ha un andamento solitamente regolare. La stima ETFE G ~n(e7%) della risposta
in frequenza risulta pertanto piuttosto grossolana e per questo motivo viene indicata con
un doppio simbolo “cappello”.

Stima regolarizzata della risposta in frequenza

Un possibile rimedio per ovviare ai problemi (elevata varianza ed irregolarita) della stima
ETFE G n(e?¥) ¢ di costruire da questa una stima regolarizzata G ~n(€70) ad una certa

pulsazione wy effettuando una media delle stima grezze G ~(e’¥), w € [—7, ], opportuna-
mente pesate in funzione della distanza di w da wy e del loro grado di accuratezza. La
media in frequenza ha il duplice vantaggio di ridurre la varianza della stima regolarizzata

G ~(e70) rispetto a quella della stime ETFE G ~(€7%) nonché di filtrare /regolarizzare 1’an-
damento della risposta in frequenza. L’approccio di regolarizzazione della stima ETFE
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che segue si basa sul presupposto che la vera risposta in frequenza da stimare G(e?*) sia
una funzione regolare di w.
Nel seguito, si consideri il caso di un sistema SISO (u e y scalari). La stima regolariz-

zata Gy (') ¢ dunque ottenuta dalla stima ETFE Gy (e*) mediante la seguente media
su tutto l'intervallo di pulsazioni [—, 7]:

Gl ((e940) = / " (o, ) C(7) dus (9.6.14)

—Tr

dove, per ogni wy € [—m, 7], la funzione di peso w(wy,w) > 0 deve soddisfare la condizione
di normalizzazione

/Ww(wo,w) dw = 1. (9.6.15)

—Tr

In accordo a quanto detto sopra, la funzione di peso puo essere scelta della seguente forma
w (wo, w) oc W (wy —w) a(w) (9.6.16)
dove:

o W, (w,—w) & una funzione di peso, simmetrica rispetto a wp, che penalizza la distanza
di w da wy;

e a(w) é una funzione di peso che tiene conto della precisione della stima ETFE alla
pulsazione w.

Tipicamente, W, (-) ¢ una funzione a campana con picco in corrispondenza di wy che
decade simmetricamente a zero sulle code (i.e., per w — wy — £00) con parametro v > 0
che caratterizza l’ampiezza della finestra in frequenza. Alcune funzioni di peso W, ()
proposte in letteratura sono le seguenti

1 (sin yw/2\> :
. , finestra di Bartlett
27y \ sin w/2
Wiw) =13 42 i 4\* 9.6.17
() (24 cos w) SI? 1w/ , finestra di Parzen ( )
273 sin w/2
iD,(w) + 1D (w—7/v) + 1D, (w + /), finestra di Hamming

dove ' )
Dy(w) = sin (7 + 5) w

L’andamento in frequenza delle funzioni di peso (9.6.17) é riportato in fig. 9.5.

27 sin w/2
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w (rad/s)

Figura 9.5: Funzioni di peso W, (w) di alcune finestre in frequenza

Viceversa, in accordo all’analisi in (9.6.13), ¢ naturale scegliere a(w) proporzionale al
rapporto segnale-rumore, i.e.,
Oé(td) _ |UN<M)|2
pv(w)
in modo da pesare maggiormente, nella media pesata, le stime ETFE relative a frequenze
per le quali il rapporto segnale-rumore € piu elevato e, conseguentemente, la varianza
dell’errore di stima ¢ minore. Da (9.6.15)—(9.6.16) si ricava

(9.6.18)

(9.6.19)

wOa

Sostituendo (9.6.18)-(9.6.19) in (9.6.14), si ottiene la seguente stima regolarizzata

. / W, (0 — ) [Un ()27 () G () doo
Gn{(e") = . (9.6.20)
3 W, (w0 — ) 1UN () oy (€) de

Assumendo che ¢y (w) =2 oy (wp) per tutti gli w tali che W, (w, —w) £ 1, si pud appros-
simare ¢y (w) nei due integrali, a numeratore e denominatore, di (9.6.20) con ¢y (wp). Si
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ottiene cosi la seguente approssimazione

R W, (wo — w) [Un(@)]” G (™) dw
Gy(e/0) = =

W — €) U6 de

—T

/” W, (wy — w) Uy (w) Uy (w) Yy (w) Uy (w) dw

/ﬂWv(wo - f) UN(f) UN( )df
- (9.6.21)

7rVVV(wO —w) Yy(w) Uy(w) dw

/_” Ww(wo - f) UN(@ UN( )d§

W, (wo — w) By (w) dw

—T

W (wo — €) BY(6) de

—T

Si noti come la stima ETFE (9.6.11) corrisponda ad una funzione di peso W (-) impulsiva,
le.

Wy(wo —w) =6(wp —w) = Gy (e/) = 5N(ej“).

Dai precedenti sviluppi, risulta dunque la seguente stima regolarizzata della risposta in
frequenza:

™

R W, (w — &) @yu(€) dé L oN
Gn(e™) = “7% - = MV/VW *gg (E:‘))) (9.6.22)
W, (wo — €) @y (€) d€ Ty

—T

dove il numeratore ¢ la convoluzione, in frequenza, fra la funzione di peso W,(-) ed
il cross-periodogramma ingresso-uscita @Y (+), mentre il numeratore ¢ la convoluzione
fra la medesima funzione di peso ed il periodogramma dell’ingresso $7)(-). Definendo
'antitrasformata di Fourier w., (k) di W.(

/ W, (w) " dw, (9.6.23)

ricordando che &Y, (w) e @ (w) sono le trasformate di Fourier dei correlogrammi RY,, (k)
e RY (k) ed applicando il teorema di convoluzione

FHW, #8Y0) ()] = wn (k) BYy(k), FH (W, # B)) ()] = w, (k) R (k) (9.6.24)
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si puo riscrivere la stima regolarizzata in (9.6.22) come

Gu(e?) === . (9.6.25)
> w (k) By (k) e

Di norma, si sceglie la finestra in frequenza W, (w) in modo che la finestra temporale w., (k)
soddisfi

w- (k) =0 per |k| >~ (9.6.26)
il che equivale ad avere una finestra temporale di ampiezza finita (v < oo). I coefficienti di
Fourier w, (k) corrispondenti alle funzioni di peso in frequenza W, (w) di Bartlett, Parzen,
Hamming in (9.6.17) sono riportati, per completezza, in tabella 9.1.

Finestra | W, (w), w € [—m, 7] wy(k), 0 < k] <~
1 (sinyw/2\° ||
Bartlett . - —
27y \ sin w/2 ~

Parzen

273 sin w/2

1
6k> k
. A 1——2<1—u)7 0< |kl <2
4(2 + cos w) (sm fyw/4) g g

Hamming | 3D, (w) + ;D (w — 7/7) + 1D (w + 7/7)

D (w) sin(y—i—%)w
W) = ——"7"""—
7 27 sin w/2

| —

1+ cos —
~

Tabella 9.1: Finestre di Bartlett, Parzen e Hamming.

Si noti che a valori piccoli di v corrisponde una finestra temporale piccola e, di conse-
guenza, una finestra in frequenza grande (media della stima ETFE su un ampio intorno
della frequenza di interesse che corrisponde ad un elevato livello di regolarizzazione); vice-
versa 7 — oo tende alla stima ETFE (nessuna regolarizzazione). La scelta di v ¢ dunque
un compromesso fra polarizzazione (che tende a zero per v — o) e varianza che si riduce
al diminuire di v, 0 <~ < N.

Riassumendo i precedenti sviluppi, la stima regolarizzata, con parametro di regolariz-
zazione -, € fornita da

> " w, (k) Ry (k) ek

k=—v

> wy (k) RY (k) e 7"

k=—v

G\N(ejw) =

(9.6.27)
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che puo essere ottenuta con il seguente procedimento.

1. Scelto il tipo di finestra in frequenza (Bartlett, Parzen, Hamming, etc.) e fissata
'ampiezza vy si determinano i coefficienti di Fourier w,(k), —y < k < v, e.g. dalla
tabella 9.1.

2. Dal dataset 2V = {uN Ly } si determinano i correlogrammi

1 N-K 1 N-K
Ry (k) = N Z Yo, Ry (k) = ~ Z Uiy kUi
i=1 i=1

per k=0,1,...,7.

3. Si determina la stima regolarizzata

”
> wy (k) By (k) e 7"
Gy(er) =7 (9.6.28)
S, () RY (k) e
k=—v
in corrispondenza delle pulsazioni w; = %rz peri=1,2,..., N. 0

Esempio (Stima regolarizzata della risposta in frequenza) - A titolo esempli-
ficativo si consideri il sistema

140.7271 N 1
Yo = 7 T — Uk T na.-1 ©k
1l—14z V—i— 0.927° 1—-0.9z (9.6.29)
G(z) H(z)

u = swn (0,1), ex=swn(0,9/100), u Le.

Nelle figg. 9.6-9.8 sono riportati i diagrammi di Bode delle stime G ~(e’) ottenute con
un dataset di ampiezza N = 1024 e v = 10, 50, 100, mentre Fig. 9.9 si riferisce alla stima

ETFE G ~n(€’) (v = o). Si noti che all’aumentare di v si riduce la polarizzazione ma
aumenta la varianza/irregolarita della stima. U

Proprieta asintotiche della stima regolarizzata

Le proprieta asintotiche della stima (9.6.28) dipendono in modo cruciale dalla scelta del
tipo di finestra in frequenza W, (-) e del parametro . A tale proposito, risulta conveniente
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Diagrammi di Bode (y =10)
T T I T

30
20 —ve.ra i
- — stima
o 0 -
)
A
[]
= 0
°
<]
= 10 -
-20 — -
30 . . . I . .
0 =
a5 |
s
=
@O -9 — -
s
b
© -135
w
-180 [~ —
-225 = =

10

Pulsazione w (rad/s)

Figura 9.6: Stima della risposta in frequenza con N = 1024 e v = 10

Diagrammi di Bode (y=50)

30 T

20~ ——vera b
R — — stima

Ly — -
I
o i
S 0
S
o
= 10 -

S

Fase (deg)
T T

®
3
T

-225 —

270 = L . L] . d A

Pulsazione w (rad/s)

Figura 9.7: Stima della risposta in frequenza con N = 1024 e v = 50
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Diagrammi di Bode (y=100)

30
——vera
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Figura 9.8: Stima della risposta in frequenza con N = 1024 e v = 100

Diagrammi di Bode (y = o)
T T

= 4
g
o
5 0
k]
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= -0
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8

-1080 = | | ! ! Lo L L L - Ll L n L L o
102 107 10° 10!
Pulsazione w (rad/s)

Figura 9.9: Stima ETFE della risposta in frequenza con N = 1024
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introdurre le seguenti quantita
M(y) = / w® W, (w) dw (9.6.30)
W) = 27r/ W2 (w) dw (9.6.31)

che sono tabulate, per i tipi di finestra considerati, in tabella 9.2.

Finestra | M(y) | W(y)

Bartlett | 2.78/~ | = 0.67y
Parzen 12/7% | = 0.54y
Hamming | 72/7? | = 0.75v

Tabella 9.2: Quantita M () e W(7y) relativi alle finestre di Bartlett, Parzen ¢ Hamming.
In [1] viene dimostrato il seguente risultato, qui riportato senza dimostrazione.
Teorema (Polarizzazione, varianza ed errore quadratico medio della stima

spettrale) - La stima Gy (e/*) della risposta in frequenza fornita da (9.6.28) soddisfa le
seguenti proprietd per N — oo, v — o0 e 7/N — 0:

polarizzazione E [CA}N(ej“’)] —G(e™) = O(M(%)) (9.6.32)
varianza E [’@N(ejw) -F [@N(ej“’] 2] =0 (w ZZZEZX (9.6.33)
MSE E UGN(efw) — G(e*) 2} = M?*(7)|R(w)? %7) :ZZEZ; (9.6.34)
dove
_1 " (i (3w oy (w)
R(w) = 5G"(e) + G () 20 (9.6.35)
G(e) = L (G(e)], Ce) = 2 [G()], piy(w) = = pu(w)]. =

In altri termini, la stima Gy (e/*) ¢ affetta da una polarizzazione dell’ordine di M (7)
che comunque converge a zero, come 1/ oppure come 1/9? a seconda del tipo di finestra
(vedi tabella 9.2), per v — oo. Viceversa, tale stima presenta una varianza proporzionale a
W (v)/N oc v/N e inversamente proporzionale al rapporto segnale-rumore @y (w) /oy (w);
in particolare, tale varianza si riduce al diminuire di v/N. Risulta evidente dal precedente

teorema come il parametro v (ampiezza della finestra temporale) debba essere scelto sulla
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base di un adeguato compromesso fra polarizzazione (che si riduce all’aumentare di )
e varianza (che, viceversa, si riduce al diminuire di 7). La scelta di v dovrebbe dunque
essere tale da rendere piccoli sia M () che W (), obiettivi che risultano conflittuali.

Si noti che la relazione (9.6.34) fornisce l'errore quadratico medio (MSE) di stima in
funzione del parametro . Posto M(y) = M/+* (ipotesi valida per finestre di Parzen e
Hamming) e W(y) = W+, si puo cercare di minimizzare 'MSE in funzione di 7. A tale
proposito, derivando (9.6.34) rispetto a =, si ha

d [M2 Wvgpv(w)} o AMe
dy v N puw) o

da cui si ricava la scelta ottima di v:

yF = {4M2|£(W)|290U(w)}1/5 N5

Woy (w)
Si noti come tale scelta ottima risulti irrealizzabile in quanto (9.6.36) coinvolge diverse
quantita incognite (i.e. R(w), ¢u(w), ¢v(w)) e inoltre ¢ dipendente dalla pulsazione
w. Si osserva, tuttavia, che tale scelta cresce come N'/° in funzione del numero di dati
disponibili, ovvero la risposta in frequenza dovrebbe diventare piu stretta al crescere del
numero di dati. Inoltre, sostituendo (9.6.36) in (9.6.34) ne consegue che la scelta ottima
di v fa si che 'MSE decada a zero come N ~/°.

Da un punto di vista pratico, conviene considerare valori di N/v da 5 a 100. All’au-
mentare di v, i.e. al diminuire di N/v, 'andamento della risposta in frequenza stimata
G ~(e7%) acquisisce maggiori dettagli ma anche maggiore varianza e irregolarita (picchi
spuri). Conviene dunque esaminare i grafici della risposta in frequenza stimata al variare
di v, partendo da N/ = 100 e aumentando 7 fino a che non si ritiene che i dettagli
emergenti siano dovuti a variazioni spurie.

W@v(w)
N py)w)

R@)? + 0

(9.6.36)

Stima spettrale di Welch

E possibile regolarizzare la stima ETFE con altri tipi di medie, in alternativa alla me-
dia frequenziale precedentemente considerata. Ad esempio, si puo suddividere il dataset
originario 2V = {u",y™} di ampiezza N = LM in L sub-dataset zM* = {uM*t ¢4}
(¢ =1,2,...,L) di ampiezza M, ie. 2 = {Zk}ﬁj\:/[(ﬁ—l)M-',—l' Per ogni sub-dataset z™*

si puo quindi determinare la stima ETFE G m.e(€7%) e successivamente effettuare su tali
stime una media pesata

L ~
Z Bare(w) @M,e(ejw)
=1

> Bure(w)
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dove i pesi possono essere scelti in modo uniforme, i.e

1

oppure in modo direttamente proporzionale alla densita spettrale dell’ingresso, i.e.

Bae(w) = % |Unso(w)|? (9.6.39)

dove Upr(w) ¢ la DFT del sub-dataset di ingresso u* = {uk}iﬂf(eq)Mﬂ- Questo metodo

di stima spettrale € noto in letteratura come metodo di Welch.

Stima della densita spettrale del disturbo

Per quanto riguarda la stima della densita spettrale del disturbo, particolarizzando (9.6.4)
al caso di sistema SISO ed usando le stime spettrali disponibili, si ha

Frw) = (W) — G (@) oy (W) (9.6.40)

dove Gy (e?*) ¢ la stima regolarizzata della risposta in frequenza mentre 3 (w) e @Y (w)
sono stime delle densita spettrali di uy e vy, che possono anche essere regolarizzate con il
procedimento precedentemente esaminato, i.e.

) = [ Wemo) | SOEOTN@] de = 3w Ry W e

. o (9.6.41)
A = [ -0 [FrenE| e - S m R w e,

La stima @¥ (w) in (9.6.41) ha proprieta asintotiche del tutto analoghe alla stima @N(ej“’)
della risposta in frequenza, precisamente

polarizzazione E [} (w)] — ¢v(w) = O (M(7)) (9.6.42)
varianza B { (B (w) — E[pY (w)”2} ~0 (w ¢2V(w)> . (9.6.43)

9.7 Predittore ottimo per modelli LTI

Una caratteristica di fondamentale importanza dei modelli ¢ la loro capacita di pre-
vedere 'andamento futuro {y,1,¥rso,...} del segnale y sulla base del passato y* =
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{Yk, Yr_1, ... } e, se disponibile, del passato dell’ingresso u* = {ug, ug_1,...}. Non a ca-
so, uno dei criteri di adeguatezza pitt comunemente impiegati nell’identificazione € quello
dell’errore di predizione.

A questo proposito, il presente paragrafo si propone di risolvere il problema della
predizione ottima, nel senso del minimo errore quadratico medio (MMSE), dell’uscita yy
del sistema di Fig. 9.4. A tale scopo, si consideri la rappresentazione ingresso-uscita di
tale sistema

Y = G(z)uk +H<Z>€k = Zgiuk,i + Zhjek,j (971)
=1 j=0

dove:
e ¢, ¢ un rumore bianco stazionario, i.e. e, = swn (0, X);
e (G(z) ¢ una matrice di trasferimento strettamente propria, i.e. go = 0;

e H(z) ¢ una matrice di trasferimento tale che hy = I, BIBO-stabile e con inversa

H~'(z) BIBO-stabile.

L’obiettivo ¢ determinare la predizione ottima ad un passo di vy, dati y; e u; per ¢ < k—1.
Tale predizione sara di seguito indicata con Jgx—1. Si noti che, da 2#~! = {u*~1, y*=1},
¢ possibile determinare anche v; = y; — G(2)u; per ogni j < k — 1. Da (9.7.1) risulta
dunque

Yp = G(z)uk +u = Zgiuk,i—i-vk (972)
— i=1
Yk

dove il termine 7, = G(2)u, = Y .o, giux—; risulta esattamente predicibile dagli ingressi
passati ug_;, ¢ > 1. Quindi,

Jrie—1 = G(2)ug + Opjp—1 (9.7.3)

dove -1 € la predizione ad un passo del disturbo

v = H(z)ep = e + Zhjek,j ) (9.7.4)
=1
N
[H(z)—I] e

Grazie alla BIBO-stabilita di H~1(z), ¢ possibile invertire (9.7.4) e ricavare, causalmente,
e, da vy tramite

er = H ' (2w = HY2) (yr — G(2)ug) . (9.7.5)
Pertanto, tramite (9.7.5), le innovazioni passate e;_;, 7 > 1, in (9.7.4) possono essere
determinate causalmente da v*~! o equivalentemente da ¥~ = {uf~1 y*=1}. Viceversa
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il termine e, in (9.7.4), data la bianchezza di {ey}, risulta completamente impredicibile
dal passato. Dai precedenti sviluppi, si ha quindi la seguente predizione ottima ad un
passo del disturbo wvy:

-1 = [H(z) — 1] ex
= [H(2) = 1] H ' (2) v (9.7.6)
= [[—H'(2)] v

da cui si ottiene immediatamente la seguente predizione ottima ad un passo dell’uscita
Yk:
Yklk—1 = 2)Uj + Vkjr—1

G(
= G(2)u + [ — H'(2)] vy
G(

= G(2)up +[I = H'(2)] [y — G(2)ur] (9.7.7)
= H_l(z)G(z)Juk +[I- H_l(z)l Yk -
Pu(z) P,(2)

Il corrispondente errore di predizione ad un passo é dato da

Eblh—1 = Uklk—1 = Yk — Uklk—1
= yo— H ()G (2)ux — [T — HH(2)] yn
= H'(2) [yr — G(2)u]
= e, =swn(0,X%).

(9.7.8)

In altri termini, la variabile di innovazione e, rappresenta proprio quella parte dell’uscita
Yr che non puo essere predetta dal passato.
Riassumendo, il predittore ottimo associato al modello LTI (9.7.1)

Jip—1 = H ' (2)G(z)up + [I — H ' (2)] v (9.7.9)

merita le seguenti considerazioni.

e Esiste una corrispondenza biunivoca fra il modello LTI (9.7.1) ed il predittore (9.7.9).
Infatti, definito il modello m come coppia delle funzioni di trasferimento G(z) e
H(z), i.e. m = (G,H), ed il predittore associato p come coppia delle funzioni di
trasferimento P,(z) e P,(z) definite in (9.7.7), i.e. p = (P,, P,), ¢ possibile passare
univocamente dal modello m al predittore p tramite le relazioni

{Pu(z) = H'(2)G(2)
p:

(9.7.10)
P,(2) = I-H'(2).

37



e dal predittore p al modello m tramite le seguenti relazioni inverse

- { Gz) = [I-P) " Pul2)

» (9.7.11)
H(z) = [I-F(x)] .

Grazie a questa corrispondenza biunivoca, nel seguito si fara riferimento indifferen-
temente al modello m = (G, H) o al predittore associato p = (P,, P,).

Negli sviluppi precedenti si ¢ implicitamente assunto che, per la predizione di yy,
sia disponibile tutto il passato dei segnali u; e y; per ¢ che va da —o0 a k — 1.
Nella pratica, viceversa, il dataset disponibile parte dall’istante iniziale i = 1. L’ap-
prossimazione piu semplice sarebbe quella di rimpiazzare i dati mancanti con zero.

Se
P,(z) = H'(2)G(z) = Zﬁw

Pz) = I-H7'(z) = } mz™

tale approssimazione corrisponde a

k-1 k-1
eko1 = Y _Bitth—i + > _ih—i - (9.7.12)
i=1 i=1

Dal momento che, per ipotesi, H'(z) ¢ BIBO-stabile anche P,(z) = [ — H™'(z)
lo é. Se anche G(z) ¢ BIBO-stabile, come accade per molti sistemi di interesse, la
risposte impulsive {/3;} e {7;} decadono a zero per i — oo per cui il troncamento di
tali risposte in (9.7.12) fornisce un’approssimazione soddisfacente.

Nel caso di modelli parametrici m(0) = (G(z,0), H(z,0)), entrambe le funzioni di
trasferimento del modello sono parametrizzate da un vettore finito-dimensionale
6 € R™. Di conseguenza, anche il predittore associato p(0) = (P,(z,0), P,(z,0))
dipende da 6 e cosi anche la predizione ottima

lo 2 Jrp—1,0 = H '(2,0)G(2,0) u, + [I — H'(2,0)] v (9.7.13)

ed il corrispondente errore di predizione

Ero = expoto = H'(2,0) [yx — G(z, 0] . (9.7.14)

Vale la pena notare che affinché il modello m(0) = (G(z,0), H(z,0)) abbia senso oc-
corre che il predittore associato (9.7.13) fornisca predizioni gy limitate per segnali
uy, € yx limitati, ovvero che il predittore p(f) = (P,(2,0), P,(z,0)) sia BIBO-stabile.
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Questa considerazione motiva la seguente definizione di insieme di parametri am-

missibili.

Definizione (Insieme dei

li parametrici M = {m(0) =

parametri ammissibili) - Data la classe di model-
(G(z,0),H(z,0)),0 € R™}, si definisce I'insieme dei

parametri ammissibili © C R™ come segue

2

S)

0 cR™:G(z,0)H!

(2,0) & I — H'(2,0) sono BIBO-stabili

J

(9.7.15)

-

Py (z,0)

-

Py(z,0)

Un metodo classico di identificazione parametrica, che verra trattato in dettaglio nel
prossimo capitolo, consiste nel determinare il vettore dei parametri come soluzione

del seguente problema di otti
N

mizzazione
N

0" = arg Hbinzgak—lﬁ Wi Epjr—1,0 = arg m@in Z (yw — Qk|k—1,9)T Wi (Y — Juje—1,0)

k=1

che comporta la minimizzazione di una opportuna media pesata, con pesi Wy

k=1

W' > 0, degli errori di predizione.

e [l precedente predittore ad un passo puo essere generalizzato ad ¢ > 1 passi come
di seguito esposto. L’obiettivo ¢ dunque determinare g ,—, avendo a disposizione

ub-1 2 {u;, i <k—1} e y**
si ha

2 {yi,i < k —(£}. Sinoti che, in analogia con (9.7.3),

Urk—e = G(2)ug + Opjp—r- (9.7.16)
Inoltre, in analogia con (9.7.4), si pud decomporre v, come segue
vp = [I+hz"+-+ hg_lz_(e_l)} e + Zhiz_i e
HXZ) i,_/
H(z)—Hy(z)
- (9.7.17)
= et e+ +h e + Zhiekﬂ‘
fh:\kr—z \ii,_.z
Ok|k—¢

dove il termine 9,—, ¢ esattamente predicibile sulla base di vk

completamente impredicibile.

Vk|k—e

¢ mentre {Jk‘k,g e
Quindi,

[H(2) = Ho(2)] ex

[H(2) = H(2)] H(2) v

(I — Hy(2)H(2)] vi

(9.7.18)
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da cui si deduce la seguente predizione ottima ad ¢ passi dell’uscita yy:
Qk“g,g = G(Z)Uk + [[ — Hg(Z)H_l(Z)] Vk
= G)ur+ [I — Hy(2)H(2)] [yx — G(2)ug] (9.7.19)
= Hy(2)H Y (2)G(2)up + [I — H(2)H 1 (2)] ys .
Il corrispondente errore di predizione ad ¢ passi é dato da
Eklk—t = Hg(Z)Hil(Z) [yk — G(z)uk] . (9720)

Si noti che per ¢ = 1, Hy(z) = I e quindi le formule (9.7.18)-(9.7.20) del predittore
ad ¢ passi si riducono alle formule (9.7.6)-(9.7.8) del predittore ad un passo. Si noti
anche che l'errore di predizione ad ¢ passi in (9.7.20)

Eklk—t = Uplh—e = Ho(2)er = e + hiep—y + -+ + hy_1€p_r41

¢ un processo a media mobile (MA) di ordine ¢ — 1 e di varianza

-1
E [enprehp—e) =S+ mSh] +---+heaShi = > hThl (9.7.21)

i=0
che, nel caso di uscita scalare (dimy =p =1, ¥ = o), si riduce a
Ui\H =EB [5z|k4} = (1 +hi4-+ hz,l) o’ (9.7.22)

Da (9.7.21) o (9.7.22) risulta evidente come la qualita della predizione si deteriori
all’aumentare del numero ¢ di passi. Per questo motivo, solitamente si preferisce mi-
surare l'adeguatezza di un modello sulla base dell’errore di predizione ad un passo. [

Se il modello considerato € descritto da equazioni di stato, si puo effettuare la predi-
zione ottima dell’uscita avvalendosi del predittore di Kalman. Si consideri, ad esempio, il
modello di stato lineare

[ Tp1 = Aprp + Brug, + Dywy,

v = Crop+ vy

wr = wn(0, Q) (9.7.23)
vy = wn(0, Ry)

[ wr L v
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per il quale la predizione ad un passo dell’uscita pud essere determinata mediante il
seguente predittore di Kalman

(  ~ A~
Yklk—1 = kakwgfl

K, = AkPk\k—lckT (Rk + Ckpk|k—1CkT)_1
Tppae = Aplpp—1 + Brup + Ky, (yk — Ckfmk—l)
P = (Ar — KiCr) Py—1 AL + DpQi DY

(9.7.24)

\

Se inoltre il modello (9.7.23) ¢ tempo-invariante con disturbi stazionari, si puo fare ricorso
anche al predittore di Kalman stazionario

Ukk—1 = Clgp—1
K = APCT(R+CPCT)™ (9.7.25)
Tppp = AZpp—r + Bup + K (Z/k — Cii‘k|k71)
dove P = PT > 0 ¢ soluzione della seguente equazione algebrica di Riccati

P = APA" — APCT(R+ CPCT)'CPA" + DQD" .

9.8 Modelli polinomiali a scatola nera

In questo paragrafo si vuole presentare, relativamente a sistemi o segnali scalari, una
classe di modelli LTI parametrici a scatola nera che considera le funzioni di trasferimento
G ed H razionali e le parametrizza in modo naturale mediante i coefficienti dei polinomi
a numeratore e denominatore.

Modello BB generale
Nella struttura piu generale, tali modelli assumono la forma
B(z) C(z)
Uk—d T e
F(z) " D) " (9.8.1)

A)yr =

con polinomi

A(z) = T4+az 4+ 4a,, 2"
B(z) = bi+ -+ by,z ot
C(z) = l4eazt+-+ezm (9.8.2)
D(z) = 1+diz7' 4+ +d,,z7m
F(z) = 14 fiz7 ' 4+ fr,27™
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di gradi ng > 0,14 > 0,n. > 0,n4 > 0,ny > 0 e ritardo ingresso-uscita d > 1. Un modello
polinomiale della forma (9.8.1)-(9.8.2) viene denominato in seguito BB (ng, np, e, na, 1 f, d)
dove BB sta per black-box e (ng, ny, ne, ng, Ny, d) sono i suoi indici strutturali. Tali modelli
sono caratterizzati dalla due funzioni di trasferimento

B(z) 4 C(z)
G(z2,0) = ——— H(z,0)= 9.8.3
individuate dal vettore di parametri
T n,
0 = [alv"'7a’na;bl7"'7bnb;cla"'7Cnc;d17"-adnd;fly"'vfnf] € R™ (984)

Ng = Ng+Np+Ne+ng+ny

che contiene i coefficienti di tutti i polinomi considerati in ordine lessicografico. Si fa
notare come 'utilizzo di cinque polinomi in (9.8.1) risulti ridondante. Infatti, ne baste-
rebbero quattro (e.g. B, F,C, D) per parametrizzare indipendentemente numeratore e
denominatore delle due funzioni di trasferimento G(z,6) e H(z,0). In realta, conside-
rando un denominatore comune di G(z,6) e H(z,6) come minimo comune multiplo dei
loro denominatori, ne potrebbero bastare tre (e.g. A, B,C) per poter rappresentare un
generico modello LTI m = (G, H). Si fa presente, tuttavia, come la complessita del mo-
dello dipenda dal numero di parametri ng (coefficienti dei polinomi) e non dal numero di
polinomi. A questo proposito, si vedra in seguito come ’aumento del numero di polino-
mi da tre (A, B,C) a quattro (B,C, D, F), ma anche da quattro (B,C, D, F') a cinque
(A, B,C, D, F) possa consentire di ridurre il numero complessivo di coefficienti di tali
polinomi e, conseguentemente, la complessita del modello.
Per quanto riguarda il predittore BB, le sue funzioni di trasferimento risultano

G(z,0) B(z)D(z) 1 C(z) — A(2)D(z)

P,(z,0) = H(=.0) = COF ) 274 Py(z,0) = 1_H(Z,€) = B (9.8.5)
da cui
. _ B(2)D(= C(z) — A(2)D(z)
Yklk—1,0 = W Ugp—q + ) Yk
Eklk—1,0 = % Yk — %ukd (986)

Si noti che il predittore BB risulta BIBO-stabile se e solo se i polinomi C(z) ed F\(z)
hanno tutte le radici in |z| < |. Nel seguito, si vuole mostrare come tale predittore possa
essere posto nella seguente forma di regressione pseudo-lineare

Okk—10 = ©rjg 0 (9.8.7)
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per un opportuno regressore g € R"™ dipendente dal vettore di parametri § € R™.
Per semplicita di notazione, nel seguito si pone Jxjg = Yrjk—1,0 € Ekjg = Ekjk—1,0; iNOltTE Si
omette I'argomento z dei polinomi A, B,C, D, F. Da (9.8.6), si ha

) B
Oyk‘g =D F Up—q + (C — DA) Y - (988)
——
Wkl
Posto B
A
Who = Fllk—d = Fwyjg = Bug_q

= Wkl + (F — 1)wk|9 = Buy_q4 (9.8.9)

= Wglg = Buk_d + (1 — F)wkw,
si ottiene

Oﬂk‘g = Dwk‘g + Cyr, — DAy, . (9.8.10)

Negli sviluppi che seguono, si separano i campioni all’istante k dei segnali g9, wio, Yr
da quelli passati, utilizzabili per la predizione, mediante la seguente decomposizione C' =
1+ (C — 1) ed analoghe per gli altri polinomi. Quindi, (9.8.10) diventa

Uk = (1 = C) e + wipp + (D — Dwgjp + yie + (C — Dyx — Aye — (D — 1) Ay, . (9.8.11)

Posto .
Ukjp = Wkl — Ay (9.8.12)

e sfruttando (9.8.9), (9.8.11) si trasforma in

@kw == (1 - A)yk + Buk_d + (C — 1) (yk - @kw) —|—<D - 1)Uk|9 + (1 - F)’wkw . (9813)
——

Exlo
Osservando che
[1—A(2)]ye = —@Yk—1 — "~ Ay Yk—n,
B(z)ug—g = biug—q+ -+ by Uk—d—n, 11
[C(z) = 1] ery = C1€k—11 + ** + CneEh—nlo (9.8.14)
[D(z) = ogg = divk—1jp + -+ + dpyUk—nylo
1= F()]wke = —fiwk—1jg =+ = fn;Wknylo

(9.8.13) puo essere posto nella forma (9.8.7) definendo:

Prlo = [—yk—l, cos TYk—ngs Uk—dy - - -y Uk—d—ny+15 EE—1]05 - - - » Ek—nel0)
(9.8.15)

T
Vk—1165 - - + y Vk—ng4|0y —WEk—1|05 - - - —wk—nfw] € R™
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dove i segnali .9, w.j9, v.]9 sOnO ottenuti mediante le seguenti operazioni di filtraggio lineare
dipendenti dai parametri 6:

Eilo = Yi— Yio i=k—1,...,k—n.
B
Wilp = FEE; Ui—d, i=k—1,....k—ny (9.8.16)

vip = wio— ARy, i=k—1,...,k—ng.

Si noti come il predittore (9.8.7), a causa della dipendenza del regressore ¢y in (9.8.15)
da 6 tramite le variabili {Ek‘g,vk‘g,wkw}, non sia lineare nei parametri (LIP = Linear In
Parameters) da cui deriva I'attributo pseudo-lineare riferito alla regressione (9.8.7) che sta
ad indicare la apparente somiglianza ma effettiva diversita rispetto ad una vera regressione
lineare del tipo yxjg = ©T0 nel caso in cui il regressore ¢ non dipenda da 6.

La classe di modelli BB in (9.8.1) ¢ la piu generale possibile nell’ambito dei modelli BB
polinomiali. Essa include vari casi particolari a seconda di quali polinomi fra A, B,C, D, F’
vengano effettivamente utilizzati. In particolare, se B(z) = 0, I'ingresso uy non ¢ presente
in (9.8.1) per cui anche il polinomio F(z) risulta inutilizzato ed il polinomio D(z) diventa
irrilevante (puo essere inglobato in A(z)). In questo caso, il modello risultante

A(2)ye = C(2)ex

diventa un modello del segnale y; (AR, MA o ARMA a seconda di quali polinomi fra A
e C' vengono impiegati).

Viceversa, se B(z) # 0, (9.8.1) costituisce un modello ingresso-uscita di sistema dina-
mico con ingresso u ed uscita y. Poiché ciascuno dei cinque polinomi (A, B,C, D, F') del
modello puo essere indipendentemente utilizzato oppure no, ci sono in teoria 2° — 1 = 31
combinazioni possibili (escludendo ovviamente la combinazione banale in cui nessun poli-
nomio viene utilizzato) di classi di modelli polinomiali di cui solo alcune (vedi tabella 9.3)
sono comunemente impiegate nella pratica. Poiché i modelli di segnale (AR/MA/ARMA)
sono gia stati ampiamente trattati nel capitolo 4, nel seguito di questo paragrafo ’atten-
zione sara rivolta ad alcuni modelli di sistema (FIR, ARX, OE, ARMAX, BJ), casi parti-
colari del modello BB, di maggior interesse pratico. Per ciascuno di questi, come gia fatto
per il modello generale BB, verra ricavato il predittore ottimo ad un passo ed espresso
nella forma di regressione pseudo-lineare (9.8.7) definendo opportunamente il regressore,
lineare o pseudo-lineare, @y

Modello FIR

Il modello di sistema piu semplice ¢ il modello FIR (ny, d)

Yp = B(2)ug-a+ ey (9.8.17)
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Nome Modello Polinomi y/u—y | LIP/NLIP | BIBO-s
AR Ayr = ey A Y LIP
MA yr = Cley, C Y NLIP C
ARMA Ay, = Cey, AC Y NLIP C
FIR Y = Bug_q + e B u—y LIP
ARX Ay = Bug_q + eg A B u—y LIP
B
OE Y = Fuk_d + ey B, F uw—Y NLIP F
ARMAX Ayp = Bup_q+Ce, | A,B,C uU—y NLIP C
I
ARARX Ay = Bug_q + Bek A, B, D u—y NLIP
C
ARARMAX | Ay, = Bug_q + Eek A B,C,D u—y NLIP C
B C
BJ Y = FUk_d + Eek B,C D, F u—y NLIP C F
B C
BB Ay = fuk,d + Bek A B,C,D,F |u—y NLIP C F

Tabella 9.3: Alcune classi speciali di modelli BB polinomiali. Per ciascuna classe vie-
ne indicato nella varie colonne da sinistra verso destra: (1) 'acronimo; (2) il modello;
(3) i polinomi utilizzati,; (4) se il modello si riferisce ad un segnale y oppure ad un si-
stema con ingresso u ed uscita y; (5) se il predittore & lineare/non lineare nei parametri
(LIP/NLIP); (6) i polinomi che devono avere radici in |z| < 1 per garantire BIBO-stabilita
del predittore.

che fa uso del solo polinomio B(z). Questo modello, con funzioni di trasferimento
G(z,0) = B(2)z™%, H(z,0) =1, (9.8.18)

¢ caratterizzato da risposta impulsiva finita (FIR = Finite Impulse Response), i.e.,

bivioay i=d,....d+ny—1
gi:{ i ’ (9.8.19)

0, i<d&i>d+n,—1.
Pertanto, esso puo descrivere in modo approssimato solo sistemi BIBO-stabili la cui ri-

sposta impulsiva decade esponenzialmente a zero. La scelta dell’ordine n;, del modello
dovrebbe essere tale da garantire g; = 0 per ¢ > d + n;. Poiché

G(z,0) 4 1
Py(z) = =B P,(z)=1- = 8.2
il predittore FIR risultante
Uk = B(2)up—a (9.8.21)
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puo essere posto nella forma (9.8.7) con vettore dei parametri 6 e regressore yyg dati da
0 = [b1,by,...,b,]" €R™

Prlo = Pk = [kadaukfdfla e >kadfnb+1]T € R™ (9-8'22>

nNg = Ny.
Pertanto, nel caso FIR, g9 = ¢} non dipende dai parametri ¢ ed il risultante predittore
é effettivamente LIP, per cui I'identificazione di un modello FIR si riduce alla soluzione di
un problema ai minimi quadrati lineare che, come ben noto, ammette soluzione esatta. Si

noti che il predittore FIR é sempre BIBO-stabile a prescindere dal valore dei parametri,
ie. © =R™,

Modello ARX

I1 modello autoregressivo con ingresso esogeno (ARX = AutoRegressive with eXogenous
input) definito come segue ed indicato con ARX (ng, npy, d)

A(2)yr = B(2)ug_q + €y (9.8.23)

fa uso dei soli polinomi A(z) e B(z). Le funzioni di trasferimento del modello ARX

risultano
B(z) 4 1

G(z,0) = A) 27% H(z,0)= A (9.8.24)

e quelle del predittore associato
Pu(2,0) = g((zg)) = B(2)z%, Py(2,0)=1- H(i,@) = 1- A(z) (9.8.25)

da cui il predittore ottimo
Urjo = B(2)up—q + [1 — A(2)] yk (9.8.26)
puo essere posto nella forma (9.8.7) con vettore dei parametri 6 e regressore @yjo dati da
0 = [a1,...,an,;b1,... by)" € R

Crlo =Pk = [=Uk—1--» —Yk—na} Uk—d, - - - 7kadfnb+1]T € R™ (9.8.27)

Nng = MNg+Nyp.

Pertanto, anche il predittore ARX é LIP con possibilita di determinare i parametri me-
diante stima ai minimi quadrati lineare. Si fa notare, viceversa, che il modello ARX non
é in grado di descrivere un generico sistema LTT con disturbo stazionario in quanto le due
funzioni di trasferimento ingresso-uscita G(z,6) e del disturbo H(z,#) sono vincolate ad
avere lo stesso denominatore A(z). Inoltre, il disturbo v, = A~1(2)e, considerato nel mo-

dello ARX ¢ un processo AR quindi non puo avere spettro generico. Anche il predittore
ARX risulta BIBO-stabile per ogni 6, i.e. © = R™.

46



Modello OE

Il modello, cosiddetto a errore di uscita (OE = Output Error), assume la forma

in cui vengono impiegati soltanto i polinomi B(z) e F(z). La sua prerogativa ¢ quella di
avere funzione di trasferimento ingresso-uscita generica ma funzione di trasferimento del
disturbo unitaria, i.e.,
B(z)
G(z,0) = =—"22"% H(z,0)=H(z)=1 9.8.29
0= F7 " HE0) = H) (9.:8.29)
corrispondente ad un disturbo v, = e, bianco. Il modello OE risullta particolarmente
appropriato quando si puo ritenere trascurabile, rispetto al rumore di misura, il disturbo
di processo agente sul sistema. Infatti, se il sistema SISO da modellare é della forma

Tpp1 = Axp+ Buy
yp = Cuap+ o (9.8.30)
vy = e =wn(0,0?%)

dove si ¢ trascurato il termine di disturbo di processo Djwy, si ottiene la seguente
rappresentazione ingresso-uscita

yp = [C(z] — A)7'B] w + e (9.8.31)

G(2,0)=2"9B(2)/F(2)

che corrisponde proprio al modello OE con
B(2)z™*=Cadj (2 — A) B, F(z)=det(z] —A).

Il predittore OE ha funzioni di trasferimento

Pu(z,0) = fft«?) —G(2,0) = %z‘d, Py(z,0) = 1 — H(i,e) —0 (9.8.32)
da cui
Urjo = B(2) up—q + [1 — F(2)] Jrjo (9.8.34)
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che puo essere espresso in forma di regressione pseudo-lineare (9.8.7) con vettore dei
parametri 6 e regressore @iy come segue:

0 = [biyee buifrseoos fn,]” €R™

N N T "
Prlo = [ukfda'-->ukfdfnb+l;_yk71|6’a--'a_ykfnf|9} € R <9'8'35>

ng = ny+nys.

Pertanto il predittore OE, diversamente dai predittori FIR e ARX, non e LIP e 'identifi-
cazione (stima dei parametri) di tale modello richiede dunque la soluzione di un problema
ai minimi quadrati non lineare data la dipendenza di @9 da . Ovviamente, il modello
OE non é generale in quanto é vincolato ad un disturbo bianco (i.e., con densita spettrale
costante). Il predittore OE risulta BIBO-stabile se e solo se il polinomio F(z) ha tutte le
radici in |z| < 1.

Modello ARMAX

II modello ARM AX (ng, np, ne,d), dove ARMAX sta per ARMA with eXogenous input,
¢ della forma
A(z)ye = B(2) ug—a + C(2) e (9.8.36)

che utilizza soltanto i tre polinomi A(z), B(z),C(z). Le funzioni di trasferimento del
modello ARMAX sono:

G(z,0) = A(z)z ,

H(z,0) =

(9.8.37)

Di primo acchito, il modello ARMAX sembra non essere del tutto generale in quanto
le due funzioni di trasferimento G(z,0) e H(z,#) risultano avere lo stesso denominatore
A(z). In realta, come si vedra di seguito, la famiglia dei modelli ARMAX ¢ in grado
di contenere tutti i modelli LTI con arbitrarie G(z,0) e H(z,6). Si consideri, infatti, il

modello Bo(2) Cul2)
__ bg z H(Z
con generiche funzioni di trasferimento G = Bg/Ag e H = Cy /Ay parametrizzate con nu-

meratori e denominatori indipendenti. Considerando A(z) come minimo comune multiplo
di Ag(2> (S AH<Z), i.e.

(9.8.38)

A(z) = mem (Ag(2), Ar(2)), (9.8.39)

e A(z) come massimo comun divisore dei medesimi, i.e.

A(z) = MCD (Ag(2), An(2)) (9.8.40)
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il modello (9.8.38) puo essere posto nella forma ARMAX (9.8.36) con A(z) dato da (9.8.39)
e

B(z) = Ba(2) Au(2)/A(2), C(z) =Cu(z) Ac(z)/A(z) . (9.8.41)
An(2) Aa(2)

Si fa notare, tuttavia, come la trasformazione di (9.8.38) in (9.8.36) possa comportare
un aumento dei coefficienti (parametri del modello). Ad esempio, se Ag(z) e Ap(2)
sono primi i.e. A(z) = 1, risulta che il modello (9.8.38) coinvolge un numero inferiore
di parametri rispetto al modello ARMAX trasformato con polinomi A, B, C' definiti in
(9.8.39) e (9.8.41). Infatti,

0Ag + 0Ay + 0B+ 0Cy < 0A+ 0B+ 0C =20Ag+20Ay +0Bg + 0Cy .

Le funzioni di trasferimento del predittore ARMAX risultano

_ G(z,0) B(z) _y4 B 1 COz) - A(z)
P,(z,0) = H0) C’(z)z . Py(z,0)=1- HG0) B (9.8.42)
da cui
C(2) rjo = B(2) up—q + [C(2) — A(2)] Y& - (9.8.43)

Pertanto, il predittore ARMAX ¢ BIBO-stabile se e solo se il polinomio C'(z) ha tutte le
radici in |z| < 1. Con semplici passaggi, da (9.8.43) si ha

grie = (1 — A)yx + Bug—g + (C — D)y (9.8.44)

da cui risulta immediato porre il predittore in forma di regressione pseudo-lineare (9.8.7)
con

T
0 = [al,...,ana;bl,...,bnb;cl,...,cnc] € R™
T
Orp = [_yk—la ooy TYk—ng Uk—dy - - - Uk—d—ny+15 Ek—1]05 - - - 7€k_nc|0] e R™ (9845)
ng = MNg+Np+Ne..

Anche in questo caso il regressore s risulta dipendere da 6.

Modello BJ
Il modello BJ (n, ne, ng, ns, d), dove BJ sta per Box-Jenkins [4], assume la seguente forma:
B(z) C(z)
= _ 9.8.46
Yk F() Uk—d D(z) €k ( )
con polinomi B, F, C, D che parametrizzano indipendentemente le funzioni di trasferimen-
to del modello B(2) o)
z z
G(z,0) = ~4 H(z,0) = : 9.8.47
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Il predittore BJ ha funzioni di trasferimento

~ G(2,0) B(2)D(z) _ B I
P,(z,0) = T8~ COFG) 4 Py(z,0)=1- a0 - o) (9.8.48)

per cui risulta

B(z
Cledin = D
Quindi, il predittore BJ ¢ BIBO-stabile se e solo se i polinomi C'(2) ed F'(z) hanno tutte le
radici in |z] < 1. Con semplici passaggi, di seguito riportati, si pone il predittore (9.8.49)
nella forma (9.8.7):

up—q + [C(2) — D(2)] vk - (9.8.49)

Cirg = D ?ukd +(C' — D)y,
——
Wkl (9.8.50)
= Duwgp + (C = 1Dyr + (1 — D)yy

= wyp + (C — Dy + (D — 1) (wrjg — yr)
da cui, posto vy = Wglg — Y € osservando che wyjg = Buyg_q + (1-— F)wkw, si ottiene
ijw = Bup_q+ (C — 1) (yk — gk‘g) —l—(D — 1)Uk|9 + (1 — F)wkw . (9851)
——
€klo

Il predittore (9.8.51) puo essere espresso in forma di regressione pseudo-lineare (9.8.7) con
regressore (g € vettore dei parametri ¢ dati da

T
9 = [b17"'7bnb;clu"'7cnc;d17"'7dnd;f17"'7fnf] GRTLG

gok“@ = [uk—d7 sy Uk—d—np+15 E;.1<:—1|97 s 7€]€—nc|0; Uk‘—l'@? s 7Uk—nd\6';
) (9.8.52)
—Wk—1]y - - - 5 —wkfnfw} € R™
ng = nb+nc+nd+nf.

Pertanto il predittore BB ¢ anch’esso non lineare nei parametri.

E opportuno osservare che se i denominatori F(z) e D(z) del modello BJ non sono
primi, i.e. hanno un massimo comun divisore A(z) = MCD(F(z), D(z)) di grado 0A(z) >
0, allora risulta conveniente, dal punto di vista del numero di parametri ny, passare
al modello BB aggiungendo il quinto polinomio A(z) = A(z). Infatti, posto F(z) =

A(z)F(z) e D(z) = A(2)D(z), il modello BB cosi ottenuto, i.e.,
B C(z
Az)y = ﬁuk_d—l— (2)

ha numero di parametri inferiore a quello del modello BJ originario, i.e.

OA+ OB+ 90C + 0D + OF < OB+ 0C + 0D + OF = 20A + 0B + 0C + 0D + OF .

ex (9.8.53)
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9.9 Modelli di stato a scatola grigia

In questo paragrafo, si vuole esaminare la predizione dell’uscita con riferimento a modelli
parametrici di stato a scatola grigia (GB = Grey Box). Si ricorda come tali modelli sono
di norma a tempo-continuo, ovvero espressi sotto forma di equazioni differenziali di stato.
Nel caso LTI, di maggior interesse, tali modelli assumono la forma

(@(t) = Al0)z(t) + Be(O)u(t) + De(O)w(t)
y(t) = C0)z(t) + v(t)
(t) = swn(0,Q.(0)) (9.9.1)
(t) = swn(0,R(0))
L w(t) L v(s)

3
=
=

I~

)
dove le matrici A.(0), B.(0),C(0), D.(0),Q.(0), R(#) dipendono da un vettore di parametri
finito-dimensionale § € R™ che individua univocamente un modello parametrico m(#). Si
assuma che:

e le uscite y, sono acquisite mediante campionamento regolare, i.e. yx = y(kT') dove
T é I'intervallo di campionamento;

e l'ingresso u(t) viene mantenuto costante in ogni intervallo di campionamento, i.e.
u = u(t) per ogni t € [kT, (k+ 1)T) e per ogni k.

Allora si puo effettuare una discretizzazione temporale esatta del sistema dinamico sto-
castico (9.9.1) come mostrato nel capitolo 4. Si ottiene in questo modo il modello
parametrico a tempo-discreto

(21 = A(0)xy + B(O)uyg + wy

ye = C(0)xg + vg

wr = swn(0,Q(0)) (9.9.2)
v, = swn(0,R(A))

[ wr L v

con xy, 2 x(kT), xpr1 = :L‘((k? + )T, vy 2 v(kT) e
Af) = eAOT

B(#) = [ /0 eAC(G)TdT} B.(6) (9.9.3)
Q) = /0 ' A< D (0)Q.(9) DT (6) e O dr .
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Al sistema LTI a tempo-discreto (9.9.2)-(9.9.3) si puod quindi applicare il predittore di
Kalman, sia quello tempo-variante che quello stazionario (a guadagno costante), per ge-
nerare le predizioni ottime ad un passo yx¢9 = Yrk—1,0 nonché il corrispondente errore di
predizione €xj9 = Y — Yrjo che coincide con I'innovazione ey fornita dal predittore/filtro
di Kalman. Ad esempio, se si usa per semplicita il predittore di Kalman stazionario, la
predizione desiderata ¢ ottenuta con il seguente algoritmo

( Ure = C(0) Typ

Eklo = Yk — Yklo

1 9.9.4
K(@0) = A@@)P@O)CT(6) [R(O) + C(O)PO)CT(0)] .
([ Zrr10 = A(0) Zyjo + B(0) ue + K(0) exgo
dove P(0) = PT(6) > 0 ¢ soluzione della ARE
P(0) = A@)P(0)AT(0) +Q(0) 9.9.5)

—A(B)P(8)CT(6) [R(6) + C(6)P()CT ()]~ C()P(6)A”(9).

L’algoritmo (9.9.5) deve essere inizializzato con una opportuna condizione iniziale 9.

Nel caso in cui si voglia utilizzare I'effettivo predittore ottimo, con guadagno tempo-
variante, per tener conto in modo ottimale dell’informazione mancante per k < 1, &
sufficiente il guadagno costante K (6) in (9.9.5) con il guadagno di Kalman tempo-variante
K (0) dipendente da P () soluzione dell’equazione alle differenze di Riccati

Peaa(f) = AB)PO)AT(9) + Q(6)

) 9.9.6
—A(0)PL(0)CT(0) [R(0) + C(0) PL(0)CT(0)]  C(0)Pe(0)AT(9) 900

che, ovviamente, richiede una condizione iniziale P;(f) per quantificare la covarianza
iniziale £ [(wl - i’l‘g) (xl - il‘g)T].
Vale la pena fare alcune considerazioni finali sulla predizione per modelli a scatola
grigia.
e Si ricorda che, sotto opportune ipotesi di osservabilita sul sistema (9.9.1) che risul-
tano genericamente soddisfatte (i.e, per quasi tutti i valori del parametro § € R™),

il predittore di Kalman ¢ BIBO-stabile, vale a dire fornisce predizioni g¢ limitate
per ingressi uy e uscite y limitate.

e Inoltre, vale la pena osservare come tale predittore sia fortemente non lineare nei
parametri 6. Infatti, il procedimento che porta da ¢ alla predizione gy coinvolge
la discretizzazione temporale del modello a tempo-continuo (9.9.1) che, attraverso
I'esponenziale di matrice, porta le matrici del sistema discretizzato (9.9.2) a dipen-
dere in modo fortemente non lineare dai parametri #. A questo segue il calcolo
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di g e exlp mediante filtraggio alla Kalman che, anche a seguito della soluzione
dell’equazione di Riccati, risulta anch’esso fortemente non lineare rispetto a 6. Di
fatto, la complessita della mappa 6 — gy ¢ richiede un elevato onere computazionale
per la valutazione di qualunque criterio di adeguatezza V (2%, ) che coinvolga Eklo
e, di fatto, rende impossibile la valutazione del Jacobiano e/o dell’Hessiano di tale
criterio rispetto a @ che potrebbero agevolarne la minimizzazione.

Gli strumenti di discretizzazione temporale approssimata (e.g., metodo di Eule-
ro) e di filtraggio/predizione non lineare del capitolo 8 consentono 'estensione del-
I’approccio sopra esposto anche a modelli parametrici GB non lineari della forma

generale
mw)‘{i?(t) = f (&), u(t), w(t),0)
' y(t) = h(t>x(t)>u(t)vv(t)>9)'

Si lascia al lettore I'eleborazione di un procedimento basato sul metodo di discre-
tizzazione di Eulero e qualche algoritmo di filtraggio non lineare (e.g., EKF, UKF
o filtro a particelle) per il calcolo delle predizioni s / errori di predizione €.

(9.9.7)
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