Matematica per le Applicazioni Economiche I, 6 luglio 2017
Testo d’esame A

La prova ha la durata di due ore. Spiegate con molta cura le vostre risposte.

Esercizio 1. (10 punti)
Si studi la seguente funzione (incluso lo studio della concavita e convessita):

f(z) = e*(z* — 22 — 3)

Esercizio 2. (9 punti)

Si calcolino i seguenti limiti:

e? cos(z) — 1 . e —41n(x) + 210 V22 +3—-+/3
—_— im m-——

i
0 v toe 822 + €22 — 200 20 T

z—0  sen(x)

Esercizio 3. (5 punti)
Si ricavi Iinsieme di definizione della seguente funzione

r) = ——
/(@) In(x) — 5
e si determini 'insieme dei punti di accumulazione di tale insieme.

Esercizio 4. (4 punti)
Si dia la definizione di funzione strettamente crescente.
Si dimostri, utilizzando la definizione di funzione strettamente crescente, che la seguente funzione é strettamente
crescente nell’intervallo [1, 4+00):
fla)=2" -2z +5

Esercizio 5. (6 punti)
Si consideri la funzione dipendente dai parametri reali a e b definita come segue:

22° +3ax +b sex € (—o0,0]
fw={ "
e se z € (0, +00)

(i) Si determinino un valore per il parametro a e un valore per il parametro b in modo che la funzione f sia
derivabile nel punto 0;

(ii) Si determinino un valore per il parametro a e un valore per il parametro b in modo che la funzione f sia
continua ma non derivabile nel punto 0;

(iii) Si determinino un valore per il parametro a e un valore per il parametro b in modo che la funzione f non

sia continua nel punto 0.

Esercizio 6. (6 punti)
Siano

A= (-00,1]UI3,8) U (10,11), B =(0,4]U]7,12)
) si stabilisca se (4,6) C AN B;
) si calcoli 'insieme dei minoranti di AN B;
(iii) si stabilisca se [3,11] C AU B;
)

si calcoli I'insieme dei minoranti di A U B.



Soluzioni Testo A

1. L’insieme di definizione di f ¢ R. Questa funzione non & pari, né dispari, né periodica, & continua e
derivabile in R. Il segno di f(z) coincide con il segno di z2 — 2z — 3, dunque f(x) > 0 per z € (—oo, —1),
f(=1)=0, f(z) <0perxze(—1,3), f(3) =0, f(z) > 0 per z € (3,+00).

Calcolo dei limiti:
lim f(z) = +o0- (+00)

Tr—+00

dunque lim, 1 o, f(z) = +o0. Inoltre

lim f(z)=0-(+0)

r——00
Poiché questa & una forma indeterminata, utilizziamo il cambio di variabile y = —z (si noti che la funzione
y = —x & monotona strettamente decrescente in R, dunque iniettiva) e otteniamo lim,_, o f(z) =

lim, 4o e ¥ (y*+2y—3) = limy .| L3 per la gerarchia tra infiniti. Dunque lim,_,_, f(z) = 0.

ey
La derivata prima di f &

/(@) = &*(a* ~5)
e f'(x) > 0 per x € (—00,—/5) U (v/5,4+00), f'(x) < 0 per x € (—/5,v/5); dunque f & strettamente
crescente nell’intervallo (—oo, —v/5), & strettamente decrescente nell’intervallo (,\/57 \/5), & strettamente
crescente nell'intervallo (v/5, +-00). La derivata seconda di f &

f(x) = e"(2x + 2% —5)

e f"(z) >0 per v € (—o0,—v6 — 1) U (V6 — 1,4+00), f'(x) < 0 per z € (—v6 — 1,v/6 — 1); dunque f &
convessa nell'intervallo (—oo, —v/6—1), & concava nell’intervallo (—v/6—1,1/6—1), & convessa nell’intervallo
(V6 — 1,+00).

Il grafico di f &
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Dunque z = /5 ¢ punto di min globale per f e min f = —2 (\/5 — 1) e‘/g; r = —4/b & punto di max locale
per f. Non esiste alcun punto di max globale per f, sup f = +oc.

e’ cos(z)—1

. Risulta che lim,_,¢ sen(z)

= %, e per applicare il (primo) teorema di de I'Hopital si calcola

lim € cos(x) — e®sen(z)

=1
z—0 cos(x)

e’ cos(z)—1 _ 1

dunque lim,_,¢ son(z)

e®—41n(x)+z'°

Nel calcolo di limg— o0 g2 27300

¢ utile ricorrere alla gerarchia tra infiniti, la quale implica che

. e —41In(z)+z'° . z . 1
hmx_,+oo W(I)—QOO = hmx_,+oo :W = hmx_,+oo o = 0.
i i V2eEB-V3 _ 0 o & uti V25133 _ (VZZT3—V3) (VITE3+V3) _ 2
Risulta che lim,_.q p = ¢ ed ¢ utile notare che ~ = (/B = =
i V2343-V3 _y; 2 _ L
Dunque lim,_.g =~ =lim,_,q i O

. L’insieme di definizione di f ¢ A={z€R:e* -3 >0, 2 >0, In(z) — 5 # 0}. L’insieme delle soluzioni
della disequazione e® — 3 > 0 & l'intervallo [In(3), +00). L’insieme delle soluzioni delle disequazioni = > 0
e In(z) — 5 # 0 & l'insieme (0, e®) U (€3, +00). Dunque A = [In(3),¢e%) U (€, +00), e I'insieme dei punti di
accumulazione di A ¢ [In(3), +00).

. Una funzione f : A — R (con A C R) si dice strettamente crescente se per ogni z1,z2 in A tali che
x1 < x9 vale f(x1) < f(z2). Per la funzione in oggetto, si dimostra che se x1,x2 sono in [1,4+00) tali che
r1 < X9, allora vale f(z1) < f(z2), ovvero 3 — 221 +5 < a3 — 229 + 5. Questa disuguaglianza equivale a
229 — 221 < 73 — 23, e 73 — 23 = (v9 — 71) (27 + 23 + 2122), dunque

2xy — 211 < :1:3 — :r:f & 2x9 — 2x1 < (m9 — 1) (:E% + :r% + :r1x2) = 2 < x% + x% + 129
(si noti che la seconda equivalenza si basa su zo — x7 > 0). L’ultima disuguaglianza e’ soddisfatta in
quanto x1 > 1 ez > 1, quindi 23 > 1, 23 > 1, x125 > 1.

. (i) La derivabilita nel punto 0 richiede che f sia continua in 0, il che equivale a lim,_,g- f(z) = lim,_ o+ f(z) =
£(0), e queste uguaglianze sono soddisfatte se e solo se b = 1. Adesso calcoliamo f” (0) = limy,_,- M

e f1(0) = limy_o+ w e otteniamo

_ 2 _
f2(0) = lim fO+h) =10 = lim 2h”F3ah 11 lim (2h 4+ 3a) = 3a
h—0~ h h—0— h h—0-
Inoltre i _ h
0+ h)— f(O e—1 0
, L L _0
£ 0) = hli%lJr h N hlin([ﬁ h 0

e usando la sostituzione k = 7h (si noti che k = 7h & una funzione monotona strettamente crescente di
h, dunque iniettiva) si ottiene f’ (0) = limj_,o+ ‘3,:—/*71 = 7. Pertanto f’ (0) = f/(0) se e solo se 3a = 7.
Dunque f ¢ derivabile nel punto 0 se e solose b=1¢e¢ a =

Wi~

(ii) Sulla base del punto (i) si deduce che se b=1 e a = 5, allora f & continua in 0 ma non & derivabile in
0 perché f’ (0) =15 # f,(0) = 7.

(iii) Sulla base del punto (i) si deduce che se b = 4 e a = 2, allora f non ¢ continua in 0 perché
lim,_o- f(z) = f(0) =4 ma lim,_g+ f(z) = 1.

. (i) L’insieme A N B coincide con (0,1] U [3,4] U [7,8) U (10,11), quindi non & vero che (4,6) C AN B, ad
esempio perché 5 ¢ AN B.

(ii) L’insieme dei minoranti di AN B & l'intervallo (—oo, 0].

(iii) L’insieme A U B coincide con (—o0, 12), quindi ¢ vero che [3,11] C AU B.

(iv) Non esiste alcun minorante per AU B.



Matematica per le Applicazioni Economiche I, 6 luglio 2017
Testo d’esame B

La prova ha la durata di due ore. Spiegate con molta cura le vostre risposte.

Esercizio 1. (10 punti)
Si studi la seguente funzione (incluso lo studio della concavita e convessita):

f(z) = e*(z* — 22 —8)

Esercizio 2. (9 punti)
Si calcolino i seguenti limiti:

. 1—e"(1+x) . e 428 —Tln(z) . Bz 55
lim ————, im : lim ————
z—0  tan(x) z—too Gzt + e® 4+ 120 z—0 x

Esercizio 3. (5 punti)
Si ricavi I'insieme di definizione della seguente funzione

er —4

J(@) = In(x) -7

e si determini 'insieme dei punti di accumulazione di tale insieme.

Esercizio 4. (4 punti)
Si dia la definizione di funzione strettamente crescente.
Si dimostri, utilizzando la definizione di funzione strettamente crescente, che la seguente funzione ¢ strettamente
crescente nell’intervallo [2, +00):
flx)=2® b2 +7

Esercizio 5. (6 punti)
Si consideri la funzione dipendente dai parametri reali a e b definita come segue:

[

222 +dax +b sex € (—00,0)
fx) =
e’ se z € (0, +00)

(i) Si determinino un valore per il parametro a e un valore per il parametro b in modo che la funzione f sia
derivabile nel punto 0;

(ii) Si determinino un valore per il parametro a e un valore per il parametro b in modo che la funzione f sia
continua ma non derivabile nel punto 0;

(iii) Si determinino un valore per il parametro a e un valore per il parametro b in modo che la funzione f non

sia continua nel punto 0.

Esercizio 6. (6 punti)
Siano

A= (1,3]U[6,11), B = (—o00,4]U[7,10)U (12,15)

si stabilisca se (8,9) C AN B;

si stabilisca se [3,7] C AU B;

)

(ii) si calcoli 'insieme dei minoranti di A N B;
)
) si calcoli 'insieme dei minoranti di AU B.



Soluzioni Testo B

1. L’insieme di definizione di f ¢ R. Questa funzione non & pari, né dispari, né periodica, & continua e
derivabile in R. Il segno di f(z) coincide con il segno di z2 — 2z — 8, dunque f(x) > 0 per z € (—o0, —2),
f(=2)=0, f(z) <0 per z € (—2,4), f(4) =0, f(z) > 0 per x € (4, +00).

Calcolo dei limiti:
lim f(z)= 00 - (+00)

Tr—+00

dunque lim, 1 o, f(z) = +o0. Inoltre

lim f(z)=0-(+0)

r——00
Poiché questa & una forma indeterminata, utilizziamo il cambio di variabile y = —z (si noti che la funzione
y = —x & monotona strettamente decrescente in R, dunque iniettiva) e otteniamo lim,_, o f(z) =

lim, 4o €Y (y?+2y—8) = limy .| L8 per la gerarchia tra infiniti. Dunque lim,_,_, f(z) = 0.

ey
La derivata prima di f &

f'(z) = e*(2* — 10)
e f'(x) > 0 per z € (—00,—V/10) U (10, +00), f'(z) < 0 per x € (—/10,4/10); dunque f & 5tret-

tamente crescente nell’intervallo (—oo, —v/10), ¢ strettamente decrescente nell’intervallo (—+/10,+/10),
strettamente crescente nell’intervallo (v/10, +00). La derivata seconda di f &

f(z) = " (2z + 2* — 10)

e f""(z) > 0 per z € (—o0, —v11 — 1) U (V11 — 1,+00), f'(z) <0 per z € (—v11 — 1,411 — 1); dunque
f & convessa nell'intervallo (—oco, —v/11 — 1), & concava nell’intervallo (—v/11 — 1,4/11 — 1), & convessa
nell’intervallo (/11 — 1, +00).

Il grafico di f &
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Dunque z = +/10 & punto di min globale per f e min f = —2(y/10 — 1)em; xr = —y/10 ¢& punto di max
locale per f. Non esiste alcun punto di max globale per f, sup f = 4oc.

. Risulta che lim,_,g %((1;—)30) = %, e per applicare il (primo) teorema di de I'Hopital si calcola
—e*(1 T
i —C ) et
z—0 1+ (tan(x))?
dunque lim,_q %((1;—)30) =—2.

3 428 —7In(x)

Nel calcolo di limg o0 < Goirerizo” © utile ricorrere alla gerarchia tra infiniti, la quale implica che

3z 8
+2°—71n(x 3z
limg 4 oo W-HQ(O) =limg; 400 ee—z lim, 4 o0 €2% = +00.
. . V3z¥5—v5 _ 0 N \/3x+ -6 _ (/32+5-V5)(v/3z+5+VE) _ 3
Risulta che lim, o ¥~—>—= = § ed ¢ utile notare che (V32154 v5) = e
. 32+5—V5 _ 1: 3 _ _3
Dunque lim, o =2 = lim, g s o

. L’insieme di definizione di f ¢ A={z€R:e* -4 >0, 2 >0, In(z) — 7 # 0}. L’insieme delle soluzioni
della disequazione e® — 4 > 0 & l'intervallo [In(4), +00). L’insieme delle soluzioni delle disequazioni = > 0
e ln(z) — 7 # 0 & I'insieme (0,€7) U (€7, 4+00). Dunque A = [In(4),e") U (e7, +00), e l'insieme dei punti di
accumulazione di A ¢ [In(4), +00).

. Una funzione f : A — R (con A C R) si dice strettamente crescente se per ogni z1,z2 in A tali che
x1 < x9 vale f(x1) < f(z2). Per la funzione in oggetto, si dirnostra che se x1,x9 sono in [2, +00) tali che
r1 < X9, allora vale f(z1) < f(z2), ovvero a3 — 5x; + 7 < 23 — 529 + 7. Questa disuguaglianza equivale a

5xg — bz < 23 — 3, e a3 — 2} = (w2 — 1) (2 + 23 + z122), dunque

5xg — 5x1 < T — 2} & By — by < (w2 — 1) (27 + 25 + z129) & 5<xt+ w3+ zi10

(si noti che la seconda equivalenza si basa su xg — 21 > 0). L’ultima disuguaglianza e’ soddisfatta in
quanto x1 > 2 e x2 > 2, quindi :L'1 >4, £E2 >4, 130 > 4.

. (i) La derivabilita nel punto 0 richiede che f sia continua in 0, il che equivale a lim,_,o- f(z) = lim,_ o+ f(z) =
£(0), e queste uguaglianze sono soddisfatte se e solo se b = 1. Adesso calcoliamo f/ (0) = limy,_,q- w

e f1(0) = limy,_,o+ w e otteniamo

ﬂo+M—f@):lmlwﬂ+mm+1—1

1(0) = 1 = lim (2h+4a) =4
f2(0) = lim Jim - Jim (2h + da) = da
Inoltre ( ) 0 h
FO+R) —f0) Sh_1 0
£1(0) = hlgg+ h o hlg(r)lJr h 0

e usando la sostituzione k = 5h (si noti che k = 5h & una funzione monotona strettamente crescente di
k

h, dunque iniettiva) si ottiene f’ (0) = limj_,o+ ek—/’; = 5. Pertanto f’ (0) = f (0) se e solo se 4a = 5.

Dunque f & derivabile nel punto 0 se e solose b=1e a =

ot

(ii) Sulla base del punto (i) si deduce che se b =1 e a = 3, allora f & continua in 0 ma non ¢ derivabile in
0 perche f’ (0) =12 # f,(0) =

(iii) Sulla base del punto (i) si deduce che se b = 4 e a = 2, allora f non ¢ continua in 0 perché
. (i) L’insieme A N B coincide con (1,3] U [7, 10), quindi ¢ vero che (8,9) C AN B.

(ii) L’insieme dei minoranti di AN B & l'intervallo (—oo, 1].

(iii) L’insieme A U B coincide con (—o0,4] U [6,11) U (12,15), quindi non ¢ vero che [3,7] C AU B, ad
esempio perché 5 ¢ AU B.

(iv) Non esiste alcun minorante per A U B.



Matematica per le Applicazioni Economiche I, 6 luglio 2017
Testo d’esame C

La prova ha la durata di due ore. Spiegate con molta cura le vostre risposte.

Esercizio 1. (10 punti)
Si studi la seguente funzione (incluso lo studio della concavita e convessita):

f(z) = e®(z* — 2z — 15)

Esercizio 2. (9 punti)
Si calcolino i seguenti limiti:

. sen(z) . T2° +4In(x) +e° . VBT T T
lim , lim , lim —
2—0 (14 z) cos(x) — 1 z—+oo 80 — e* + 67 z—0 x

Esercizio 3. (5 punti)
Si ricavi I'insieme di definizione della seguente funzione

r) = ——
/(@) In(x) — 8
e si determini 'insieme dei punti di accumulazione di tale insieme.

Esercizio 4. (4 punti)
Si dia la definizione di funzione strettamente crescente.
Si dimostri, utilizzando la definizione di funzione strettamente crescente, che la seguente funzione é strettamente
crescente nell’intervallo [3, 4+00):
flz)=2® — 14z + 11

Esercizio 5. (6 punti)
Si consideri la funzione dipendente dai parametri reali a e b definita come segue:

2% +5ax +b sex € (—o0,0]
fw={ "
e se z € (0, +00)

(i) Si determinino un valore per il parametro a e un valore per il parametro b in modo che la funzione f sia
derivabile nel punto 0;

(ii) Si determinino un valore per il parametro a e un valore per il parametro b in modo che la funzione f sia
continua ma non derivabile nel punto 0;

(iii) Si determinino un valore per il parametro a e un valore per il parametro b in modo che la funzione f non

sia continua nel punto 0.

Esercizio 6. (6 punti)
Siano

A= (-5,21U[6,9)U(11,4+00), B =(0,4]U][8,14)
) si stabilisca se (3,6) C AN B;
) si calcoli 'insieme dei maggioranti di AN B;
(iii) si stabilisca se [7,13] C AU B;
)

si calcoli I'insieme dei maggioranti di AU B.



Soluzioni Testo C

1. L’insieme di definizione di f ¢ R. Questa funzione non & pari, né dispari, né periodica, & continua e
derivabile in R. 1l segno di f(z) coincide con il segno di 22 — 2z — 15, dunque f(z) > 0 per z € (—o0, —3),
f(=3)=0, f(z) <0perx e (-3,5), f(5) =0, f(z) > 0 per z € (5,+00).

Calcolo dei limiti:
lim f(z) = +o0- (+00)

Tr—+00

dunque lim, 1 o, f(z) = +o0. Inoltre

lim f(z)=0-(+0)

r——00
Poiché questa & una forma indeterminata, utilizziamo il cambio di variabile y = —z (si noti che la funzione
y = —x & monotona strettamente decrescente in R, dunque iniettiva) e otteniamo lim,_, o f(z) =

lim, oo e Y (y?+2y—15) = limy 4 ZLff& = 0 per la gerarchia tra infiniti. Dunque lim,_, o, f(z) =
0.
La derivata prima di f &

Fle) = (et~ 17

e f'(z) > 0 per x € (—o0,—V17) U (V17,400), f'(x) < 0 per z € (—v17,4/17); dunque f & stret-
tamente crescente nell'intervallo (—oo, —/17), & strettamente decrescente nell’intervallo (—v/17,/17), &
strettamente crescente nell’intervallo (v/17,4+00). La derivata seconda di f &

f(x) = e*(2x + x® — 17)
e f(z) >0 per z € (—o0,—3v2 — 1) U (3v2 — 1, +00), f'(x) < 0 per z € (—3v/2 — 1,3v/2 — 1); dunque

f & convessa nell'intervallo (—oo, —3v/2 — 1), & concava nell’intervallo (—3v/2 — 1,3v/2 — 1), & convessa
nell'intervallo (3v/2 — 1, +00).

Il grafico di f ¢

10



100

80 7

60

40

20

-20

-40 -

-60

-80

-100

-120

-140 -

-160

-180

-200

-220

-240

-260

-280

-300

-320

-340

-360

-380

11




Dunque z = /17 & punto di min globale per f e min f = —2(y/17 — 1)6\/ﬁ; xr = —y/17 & punto di max
locale per f. Non esiste alcun punto di max globale per f, sup f = 4oc.

- Risulta che lim, o ¢ sen(z)

T cos(@)=T = %, e per applicare il (primo) teorema di de 'Hopital si calcola

i cos(x) _
:lHO cos(z) — (1 + z)sen(x) 1

dunque lim,_, % =1.

7x°+4 In(z)+e”

Nel calcolo di limg,_, 40 S0—c 1627

¢ utile ricorrere alla gerarchia tra infiniti, la quale implica che

. 725 +41n(x)+e” . z . 1
hrnx_,_|_oo Wz(—&-%ﬂ = hrnx_,_|_oo ﬁ = hmx_,_,_oc 3w = O
i ; VEEET=VT _ 0 o o uti VB tT—vT _ (VBT (VEaFT+VT) _ 5
Risulta che lim,_,¢ s = ¢ ed ¢ utile notare che - = N e ===
i VBT ETNVT 5 __5
Dunque limg, o S=5=2=" = limy 0 777 = 77

. L’insieme di definizione di f ¢ A={z€R:e*—-5>0, 2 >0, In(z) — 8 # 0}. L’insieme delle soluzioni
della disequazione e® — 5 > 0 & l'intervallo [In(5), +00). L’insieme delle soluzioni delle disequazioni = > 0
e In(z) — 8 # 0 & l'insieme (0, e®) U (€%, +00). Dunque A = [In(5), e3) U (€%, +00), e I'insieme dei punti di
accumulazione di A ¢ [In(5), +00).

. Una funzione f : A — R (con A C R) si dice strettamente crescente se per ogni x1, z3 in A tali che 21 < @9
vale f(z1) < f(z2). Per la funzione in oggetto, si dimostra che se x1, 2 sono in [3,+00) tali che z1 < x3,
allora vale f(x1) < f(x2), ovvero z3 — 14wy + 11 < a3 — 14z5 + 11. Questa disuguaglianza equivale a
lzy — 14z < 23 — 23, e 3 — 2 = (22 — x1) (27 + 2} + z122), dunque

14xo—1421 < x‘;’—xif = 14zo—1421 < (w9 — 21) (:L’% + x% + xlxg) & 14 < $?+Z§+.’E1I2
(si noti che la seconda equivalenza si basa su xg — x7 > 0). L’ultima disuguaglianza e’ soddisfatta in
quanto x1 > 3 e x2 > 3, quindi :E% > 9, :E% >9, 120 > 9.

. (i) La derivabilita nel punto 0 richiede che f sia continua in 0, il che equivale a lim,_,o- f(z) = lim,_ o+ f(z) =
£(0), e queste uguaglianze sono soddisfatte se e solo se b = 1. Adesso calcoliamo f/ (0) = limy,_,q- w

e f1(0) = limy,_,o+ w e otteniamo

_ 2 _
f2(0) = lim w: lim 2h”Foah 11 lim (2h + 5a) = 5a
h—0- h—0~ h h—0-
Inoltre ( ) 0 ah
, _ f(O+h)— f(0 . € 1 0
f(0) = lim —=—m = = lim ——— =5

e usando la sostituzione k = 3h (si noti che k = 3h & una funzione monotona strettamente crescente di
k
h, dunque iniettiva) si ottiene f’ (0) = limj_,o+ ek—/’gl = 3. Pertanto f’ (0) = f(0) se e solo se ba = 3.

Dunque f & derivabile nel punto 0 se e solose b=1e a =

[S)[eY)

(ii) Sulla base del punto (i) si deduce che se b =1 e a = 8, allora f & continua in 0 ma non ¢ derivabile in
0 perché f” (0) =40 # £/ (0) = 3.

(iii) Sulla base del punto (i) si deduce che se b = 4 e a = 2, allora f non ¢ continua in 0 perché
lim,_o- f(z) = f(0) =4 ma lim,_,g+ f(z) = 1.

. (i) L’insieme AN B coincide con (0,2] U [8,9) U (11, 14), quindi non & vero che (3,6) C AN B, ad esempio
perché 5 ¢ AN B.

(ii) L’insieme dei maggioranti di AN B & l'intervallo [14, 4+00).

(iii) L’insieme A U B coincide con (—5,4] U [6, +00), quindi & vero che [7,13] C AU B.

(iv) Non esiste alcun maggiorante per AU B.
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