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Università degli Studi di Firenze

Anno Accademico 2017/2018





Indice

1 Problemi di conduzione termica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Ipotesi di “small aspect ratio” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Sviluppo asintotico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Caso con raffreddamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4 Problema con convezione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5 Transizioni di fase solido-liquido: il problema di Stefan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.6 Soluzioni auto-similari per il problema di Stefan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 La teoria dello strato limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1 Richiami di meccanica dei continui . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2 Fluidi Newtoniani e fluidi ideali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3 La teoria dello strato limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.4 Modello per il calcolo dello spessore dello strato limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.5 Adimensionalizzazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.6 L’equazione di Blasius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.7 La determinazione dello strato limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Neutralizzazione di soluzioni acide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.1 Modello generale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.2 Il modello unidimensionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.3 Il problema adimensionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.4 Ricerca di una soluzione classica per mezzo di tecniche di punto fisso . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5 La soluzione stazionaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.6 Formulazione integrale nella scala diffusiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.7 Il problema nella scala diffusiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.8 Il problema nella scala della reazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4 Deposizione nei greggi cerosi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.1 Il Cold Finger statico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.2 Temperatura e concentrazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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1

Problemi di conduzione termica

Consideriamo il problema della conduzione del calore in una sbarretta di spessore variabile come
quella schematizzata in Fig. 1.1. Vogliamo studiare come si trasmette il calore in questo dominio

y = h(x)
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y = �h(x)
<latexit sha1_base64="BFutJJDJxe1N7DOFSUnHQCJMkn0=">AAACGHicbVBNT9tAFFyHj6bhK6VHLisiJDgQ2QjR9lApopceqVQTpNiKnjcvZJXdtbX7XIgs/4he4df0VHHl1h+DVDvNoQTmNJp5TzOaJFPSke//8Rorq2vrb5pvWxubW9s77Xe7ly7NrcBQpCq1Vwk4VNJgSJIUXmUWQScK+8n0S+33f6B1MjXfaZZhrOHayLEUQJXUn30+nhzeHg3bHb/rz8FfkmBBOmyBi2H7KRqlItdoSChwbhD4GcUFWJJCYdmKcocZiClc46CiBjS6uJjXLflB7oBSnqHlUvG5iP9/FKCdm+mkutRAE7fs1eJr3iCn8ce4kCbLCY2og0gqnAc5YWW1A/KRtEgEdXPk0nABFojQSg5CVGJeDdOKDN6IVGswoyI6LwdBXER1XDIuOkFZtqq9guV1XpLwpPup63877fTOFsM12R7bZ4csYB9Yj31lFyxkgk3ZT3bH7r1775f323v4d9rwFj/v2TN4j38BkG+gAA==</latexit><latexit sha1_base64="BFutJJDJxe1N7DOFSUnHQCJMkn0=">AAACGHicbVBNT9tAFFyHj6bhK6VHLisiJDgQ2QjR9lApopceqVQTpNiKnjcvZJXdtbX7XIgs/4he4df0VHHl1h+DVDvNoQTmNJp5TzOaJFPSke//8Rorq2vrb5pvWxubW9s77Xe7ly7NrcBQpCq1Vwk4VNJgSJIUXmUWQScK+8n0S+33f6B1MjXfaZZhrOHayLEUQJXUn30+nhzeHg3bHb/rz8FfkmBBOmyBi2H7KRqlItdoSChwbhD4GcUFWJJCYdmKcocZiClc46CiBjS6uJjXLflB7oBSnqHlUvG5iP9/FKCdm+mkutRAE7fs1eJr3iCn8ce4kCbLCY2og0gqnAc5YWW1A/KRtEgEdXPk0nABFojQSg5CVGJeDdOKDN6IVGswoyI6LwdBXER1XDIuOkFZtqq9guV1XpLwpPup63877fTOFsM12R7bZ4csYB9Yj31lFyxkgk3ZT3bH7r1775f323v4d9rwFj/v2TN4j38BkG+gAA==</latexit><latexit sha1_base64="BFutJJDJxe1N7DOFSUnHQCJMkn0=">AAACGHicbVBNT9tAFFyHj6bhK6VHLisiJDgQ2QjR9lApopceqVQTpNiKnjcvZJXdtbX7XIgs/4he4df0VHHl1h+DVDvNoQTmNJp5TzOaJFPSke//8Rorq2vrb5pvWxubW9s77Xe7ly7NrcBQpCq1Vwk4VNJgSJIUXmUWQScK+8n0S+33f6B1MjXfaZZhrOHayLEUQJXUn30+nhzeHg3bHb/rz8FfkmBBOmyBi2H7KRqlItdoSChwbhD4GcUFWJJCYdmKcocZiClc46CiBjS6uJjXLflB7oBSnqHlUvG5iP9/FKCdm+mkutRAE7fs1eJr3iCn8ce4kCbLCY2og0gqnAc5YWW1A/KRtEgEdXPk0nABFojQSg5CVGJeDdOKDN6IVGswoyI6LwdBXER1XDIuOkFZtqq9guV1XpLwpPup63877fTOFsM12R7bZ4csYB9Yj31lFyxkgk3ZT3bH7r1775f323v4d9rwFj/v2TN4j38BkG+gAA==</latexit>

y
<latexit sha1_base64="jdxsSTXmnAmHfBUv/uoVbO/M94M=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34tr6qLt0MFsFVSUR87EQ3LhWsFppQbqa3dejMJMzcKCXkC9zq17gSt/6AHyOY1C58ndXhnHs5hxOnSjry/Xdvanpmdm5+YbG2tLyyulZf37h2SWYFtkSiEtuOwaGSBlskSWE7tQg6VngTD88q/+YOrZOJuaJRipGGgZF9KYBK6XLUrTf8pj8G/0uCCWmwCS669Y+wl4hMoyGhwLlO4KcU5WBJCoVFLcwcpiCGMMBOSQ1odFE+LlrwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQLfut1eJ/3mdjPpHUS5NmhEaUQWRVDgOcsLKcgHkPWmRCKrmyKXhAiwQoZUchCjFrJykFhq8F4nWYHp5eFp0gigPq7i4nzeCoqiVewW/1/lLWnvN46Z/ud84OZgMt8C22DbbZQE7ZCfsnF2wFhMM2QN7ZE/ek/fsvXivX6dT3uRnk/2A9/YJ+KyeKQ==</latexit><latexit sha1_base64="jdxsSTXmnAmHfBUv/uoVbO/M94M=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34tr6qLt0MFsFVSUR87EQ3LhWsFppQbqa3dejMJMzcKCXkC9zq17gSt/6AHyOY1C58ndXhnHs5hxOnSjry/Xdvanpmdm5+YbG2tLyyulZf37h2SWYFtkSiEtuOwaGSBlskSWE7tQg6VngTD88q/+YOrZOJuaJRipGGgZF9KYBK6XLUrTf8pj8G/0uCCWmwCS669Y+wl4hMoyGhwLlO4KcU5WBJCoVFLcwcpiCGMMBOSQ1odFE+LlrwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQLfut1eJ/3mdjPpHUS5NmhEaUQWRVDgOcsLKcgHkPWmRCKrmyKXhAiwQoZUchCjFrJykFhq8F4nWYHp5eFp0gigPq7i4nzeCoqiVewW/1/lLWnvN46Z/ud84OZgMt8C22DbbZQE7ZCfsnF2wFhMM2QN7ZE/ek/fsvXivX6dT3uRnk/2A9/YJ+KyeKQ==</latexit><latexit sha1_base64="jdxsSTXmnAmHfBUv/uoVbO/M94M=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34tr6qLt0MFsFVSUR87EQ3LhWsFppQbqa3dejMJMzcKCXkC9zq17gSt/6AHyOY1C58ndXhnHs5hxOnSjry/Xdvanpmdm5+YbG2tLyyulZf37h2SWYFtkSiEtuOwaGSBlskSWE7tQg6VngTD88q/+YOrZOJuaJRipGGgZF9KYBK6XLUrTf8pj8G/0uCCWmwCS669Y+wl4hMoyGhwLlO4KcU5WBJCoVFLcwcpiCGMMBOSQ1odFE+LlrwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQLfut1eJ/3mdjPpHUS5NmhEaUQWRVDgOcsLKcgHkPWmRCKrmyKXhAiwQoZUchCjFrJykFhq8F4nWYHp5eFp0gigPq7i4nzeCoqiVewW/1/lLWnvN46Z/ud84OZgMt8C22DbbZQE7ZCfsnF2wFhMM2QN7ZE/ek/fsvXivX6dT3uRnk/2A9/YJ+KyeKQ==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="FdaIzsu+eSdqJu0naYvVewGUZ4s=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLIKrkoig7krduFSwKjRBbqa3OnRmEmZu1BLyBW71a1yJW3/AjxFMahe+zupwzr2cw4lTJR35/rtXm5qemZ2bX6gvLi2vrDbW1s9dklmBXZGoxF7G4FBJg12SpPAytQg6VngRD48q/+IWrZOJOaNRipGGayMHUgCV0un9VaPpt/wx+F8STEiTTXBy1fgI+4nINBoSCpzrBX5KUQ6WpFBY1MPMYQpiCNfYK6kBjS7Kx0ULvp05oISnaLlUfCzi948ctHMjHZeXGujG/fYq8T+vl9HgIMqlSTNCI6ogkgrHQU5YWS6AvC8tEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODdyLRGkw/DztFL4jysIqLB3kzKIp6uVfwe52/pLvbOmz5p3vNdmcy3DzbZFtshwVsn7XZMTthXSYYsgf2yJ68J+/Ze/Fev05r3uRng/2A9/YJ+pqeNA==</latexit><latexit sha1_base64="FdaIzsu+eSdqJu0naYvVewGUZ4s=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLIKrkoig7krduFSwKjRBbqa3OnRmEmZu1BLyBW71a1yJW3/AjxFMahe+zupwzr2cw4lTJR35/rtXm5qemZ2bX6gvLi2vrDbW1s9dklmBXZGoxF7G4FBJg12SpPAytQg6VngRD48q/+IWrZOJOaNRipGGayMHUgCV0un9VaPpt/wx+F8STEiTTXBy1fgI+4nINBoSCpzrBX5KUQ6WpFBY1MPMYQpiCNfYK6kBjS7Kx0ULvp05oISnaLlUfCzi948ctHMjHZeXGujG/fYq8T+vl9HgIMqlSTNCI6ogkgrHQU5YWS6AvC8tEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODdyLRGkw/DztFL4jysIqLB3kzKIp6uVfwe52/pLvbOmz5p3vNdmcy3DzbZFtshwVsn7XZMTthXSYYsgf2yJ68J+/Ze/Fev05r3uRng/2A9/YJ+pqeNA==</latexit><latexit sha1_base64="FdaIzsu+eSdqJu0naYvVewGUZ4s=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLIKrkoig7krduFSwKjRBbqa3OnRmEmZu1BLyBW71a1yJW3/AjxFMahe+zupwzr2cw4lTJR35/rtXm5qemZ2bX6gvLi2vrDbW1s9dklmBXZGoxF7G4FBJg12SpPAytQg6VngRD48q/+IWrZOJOaNRipGGayMHUgCV0un9VaPpt/wx+F8STEiTTXBy1fgI+4nINBoSCpzrBX5KUQ6WpFBY1MPMYQpiCNfYK6kBjS7Kx0ULvp05oISnaLlUfCzi948ctHMjHZeXGujG/fYq8T+vl9HgIMqlSTNCI6ogkgrHQU5YWS6AvC8tEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODdyLRGkw/DztFL4jysIqLB3kzKIp6uVfwe52/pLvbOmz5p3vNdmcy3DzbZFtshwVsn7XZMTthXSYYsgf2yJ68J+/Ze/Fev05r3uRng/2A9/YJ+pqeNA==</latexit>

0
<latexit sha1_base64="ULlULq7ntK89N8TTQVQKz2pcQ/w=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6k304rGCVaEJ5WX7WpfubsLuiyIhv8Cr/hpP4tU/4I8RTGoPap3TMPMeM0ycKunI9z+8mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnlkswK7IhEJfYmBodKGuyQJIU3qUXQscLreHRW+dd3aJ1MzCU9pBhpGBo5kAKolC78XqPpt/wx+DQJJqTJJmj3Gp9hPxGZRkNCgXPdwE8pysGSFAqLepg5TEGMYIjdkhrQ6KJ8XLTgu5kDSniKlkvFxyL+/MhBO/eg4/JSA926v14l/ud1MxocRbk0aUZoRBVEUuE4yAkrywWQ96VFIqiaI5eGC7BAhFZyEKIUs3KSemjwXiRag+nn4WnRDaI8rOLiQd4MiqJe7hX8XWeadPZbxy3/4qB5cjoZrsa22Q7bYwE7ZCfsnLVZhwmG7JE9sWfv2XvxXr2379MZb/KzxX7Be/8Cgaqd7A==</latexit><latexit sha1_base64="ULlULq7ntK89N8TTQVQKz2pcQ/w=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6k304rGCVaEJ5WX7WpfubsLuiyIhv8Cr/hpP4tU/4I8RTGoPap3TMPMeM0ycKunI9z+8mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnlkswK7IhEJfYmBodKGuyQJIU3qUXQscLreHRW+dd3aJ1MzCU9pBhpGBo5kAKolC78XqPpt/wx+DQJJqTJJmj3Gp9hPxGZRkNCgXPdwE8pysGSFAqLepg5TEGMYIjdkhrQ6KJ8XLTgu5kDSniKlkvFxyL+/MhBO/eg4/JSA926v14l/ud1MxocRbk0aUZoRBVEUuE4yAkrywWQ96VFIqiaI5eGC7BAhFZyEKIUs3KSemjwXiRag+nn4WnRDaI8rOLiQd4MiqJe7hX8XWeadPZbxy3/4qB5cjoZrsa22Q7bYwE7ZCfsnLVZhwmG7JE9sWfv2XvxXr2379MZb/KzxX7Be/8Cgaqd7A==</latexit><latexit sha1_base64="ULlULq7ntK89N8TTQVQKz2pcQ/w=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6k304rGCVaEJ5WX7WpfubsLuiyIhv8Cr/hpP4tU/4I8RTGoPap3TMPMeM0ycKunI9z+8mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnlkswK7IhEJfYmBodKGuyQJIU3qUXQscLreHRW+dd3aJ1MzCU9pBhpGBo5kAKolC78XqPpt/wx+DQJJqTJJmj3Gp9hPxGZRkNCgXPdwE8pysGSFAqLepg5TEGMYIjdkhrQ6KJ8XLTgu5kDSniKlkvFxyL+/MhBO/eg4/JSA926v14l/ud1MxocRbk0aUZoRBVEUuE4yAkrywWQ96VFIqiaI5eGC7BAhFZyEKIUs3KSemjwXiRag+nn4WnRDaI8rOLiQd4MiqJe7hX8XWeadPZbxy3/4qB5cjoZrsa22Q7bYwE7ZCfsnLVZhwmG7JE9sWfv2XvxXr2379MZb/KzxX7Be/8Cgaqd7A==</latexit>

H<latexit sha1_base64="uJ+lFq/XCPzhwo9ffo+Ndrp3nFg=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuSiKCupO66VLBaqEJ5WZ6q4MzkzBzo0jIF7i1X+NK3PoDfoxgUrvwdVaHc+7lHE6cKunI99+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnpkswK7IpEJbYXg0MlDXZJksJeahF0rPAqvj2t/Ks7tE4m5oIeUow0XBs5kgKolM47g0bTb/kT8L8kmJImm+Js0PgIh4nINBoSCpzrB35KUQ6WpFBY1MPMYQriFq6xX1IDGl2UT4oWfDdzQAlP0XKp+ETE7x85aOcedFxeaqAb99urxP+8fkajoyiXJs0IjaiCSCqcBDlhZbkA8qG0SARVc+TScAEWiNBKDkKUYlZOUg8N3otEazDDPGwX/SDKwyouHuXNoCjq5V7B73X+ku5+67jlnx80T9rT4Wpsm+2wPRawQ3bCOuyMdZlgyB7ZExt7Y+/Ze/Fev05nvOnPFvsB7+0TqfqeBA==</latexit><latexit sha1_base64="uJ+lFq/XCPzhwo9ffo+Ndrp3nFg=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuSiKCupO66VLBaqEJ5WZ6q4MzkzBzo0jIF7i1X+NK3PoDfoxgUrvwdVaHc+7lHE6cKunI99+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnpkswK7IpEJbYXg0MlDXZJksJeahF0rPAqvj2t/Ks7tE4m5oIeUow0XBs5kgKolM47g0bTb/kT8L8kmJImm+Js0PgIh4nINBoSCpzrB35KUQ6WpFBY1MPMYQriFq6xX1IDGl2UT4oWfDdzQAlP0XKp+ETE7x85aOcedFxeaqAb99urxP+8fkajoyiXJs0IjaiCSCqcBDlhZbkA8qG0SARVc+TScAEWiNBKDkKUYlZOUg8N3otEazDDPGwX/SDKwyouHuXNoCjq5V7B73X+ku5+67jlnx80T9rT4Wpsm+2wPRawQ3bCOuyMdZlgyB7ZExt7Y+/Ze/Fev05nvOnPFvsB7+0TqfqeBA==</latexit><latexit sha1_base64="uJ+lFq/XCPzhwo9ffo+Ndrp3nFg=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuSiKCupO66VLBaqEJ5WZ6q4MzkzBzo0jIF7i1X+NK3PoDfoxgUrvwdVaHc+7lHE6cKunI99+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnpkswK7IpEJbYXg0MlDXZJksJeahF0rPAqvj2t/Ks7tE4m5oIeUow0XBs5kgKolM47g0bTb/kT8L8kmJImm+Js0PgIh4nINBoSCpzrB35KUQ6WpFBY1MPMYQriFq6xX1IDGl2UT4oWfDdzQAlP0XKp+ETE7x85aOcedFxeaqAb99urxP+8fkajoyiXJs0IjaiCSCqcBDlhZbkA8qG0SARVc+TScAEWiNBKDkKUYlZOUg8N3otEazDDPGwX/SDKwyouHuXNoCjq5V7B73X+ku5+67jlnx80T9rT4Wpsm+2wPRawQ3bCOuyMdZlgyB7ZExt7Y+/Ze/Fev05nvOnPFvsB7+0TqfqeBA==</latexit>

L
<latexit sha1_base64="dlB4VUvfGIcfhT5byQeHVFoM4Vw=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvRW9ePCgYG2hCeVl+6qLu5uw+6JIyC/wqr/Gk3j1D/hjBJPag1rnNMy8xwwTp0o68v0Pb2p6ZnZufmGxtrS8srpWX9+4cklmBbZFohLbjcGhkgbbJElhN7UIOlbYiW9PKr9zh9bJxFzSQ4qRhmsjh1IAldLFWb/e8Jv+CHySBGPSYGOc9+uf4SARmUZDQoFzvcBPKcrBkhQKi1qYOUxB3MI19kpqQKOL8lHRgu9kDijhKVouFR+J+PMjB+3cg47LSw104/56lfif18toeBjl0qQZoRFVEEmFoyAnrCwXQD6QFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKSWqhwXuRaA1mkIfHRS+I8rCKi4d5IyiKWrlX8HedSdLeax41/Yv9Rut4PNwC22LbbJcF7IC12Ck7Z20mGLJH9sSevWfvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C7Cyngg=</latexit><latexit sha1_base64="dlB4VUvfGIcfhT5byQeHVFoM4Vw=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvRW9ePCgYG2hCeVl+6qLu5uw+6JIyC/wqr/Gk3j1D/hjBJPag1rnNMy8xwwTp0o68v0Pb2p6ZnZufmGxtrS8srpWX9+4cklmBbZFohLbjcGhkgbbJElhN7UIOlbYiW9PKr9zh9bJxFzSQ4qRhmsjh1IAldLFWb/e8Jv+CHySBGPSYGOc9+uf4SARmUZDQoFzvcBPKcrBkhQKi1qYOUxB3MI19kpqQKOL8lHRgu9kDijhKVouFR+J+PMjB+3cg47LSw104/56lfif18toeBjl0qQZoRFVEEmFoyAnrCwXQD6QFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKSWqhwXuRaA1mkIfHRS+I8rCKi4d5IyiKWrlX8HedSdLeax41/Yv9Rut4PNwC22LbbJcF7IC12Ck7Z20mGLJH9sSevWfvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C7Cyngg=</latexit><latexit sha1_base64="dlB4VUvfGIcfhT5byQeHVFoM4Vw=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvRW9ePCgYG2hCeVl+6qLu5uw+6JIyC/wqr/Gk3j1D/hjBJPag1rnNMy8xwwTp0o68v0Pb2p6ZnZufmGxtrS8srpWX9+4cklmBbZFohLbjcGhkgbbJElhN7UIOlbYiW9PKr9zh9bJxFzSQ4qRhmsjh1IAldLFWb/e8Jv+CHySBGPSYGOc9+uf4SARmUZDQoFzvcBPKcrBkhQKi1qYOUxB3MI19kpqQKOL8lHRgu9kDijhKVouFR+J+PMjB+3cg47LSw104/56lfif18toeBjl0qQZoRFVEEmFoyAnrCwXQD6QFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKSWqhwXuRaA1mkIfHRS+I8rCKi4d5IyiKWrlX8HedSdLeax41/Yv9Rut4PNwC22LbbJcF7IC12Ck7Z20mGLJH9sSevWfvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C7Cyngg=</latexit>

Figura 1.1. Barra di spessore variabile.

bidimensionale simmetrico rispetto all’asse delle x. Deriviamo l’equazione della conduzione termica
in forma del tutto generale. Il flusso diffusivo di calore i è dato dalla legge di Fourier (vedi [2])

j = −k(T )∇T,

dove T è la temperatura e k > 0 è la conducibilità termica che, in generale, può dipendere dalla
temperatura stessa. La quantità j · n dσ rappresenta la quantità di calore che fluisce attraverso
l’elemento infinitesimo dσ con normale n nell’unità di tempo, si veda la Fig. 1.2. Sia Ω una porzione
fissata del dominio occupato dal mezzo. La quantità di calore in Ω è data da

H =

∫
Ω

ρcTdx,

dove ρ rappresenta la densità del mezzo e c la sua capacità termica. Anche ρ e c possono dipendere in
generale dalla temperatura, ma per semplicità comunque verranno considerate costanti. Il bilancio
di energia si scrive



2 1 Problemi di conduzione termica

x

n

d�

j
<latexit sha1_base64="34gWlnqPod9UqpZLYEXaWpomHbo=">AAACG3icbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KblxWsCo2QW6mtzo6MwkzN4qE/Au3+mtciVsX/hjBpFbwdVeHc+7lHr44VdKR7795Y+MTk1PTtZn67Nz8wmJjafnYJZkV2BWJSuxpDA6VNNglSQpPU4ugY4Un8fV+lZ/coHUyMUd0l2Kk4cLIgRRApXUWaqDLeJBfFeeNpt/yh8P/imAkmmw0nfPGe9hPRKbRkFDgXC/wU4pysCSFwqIeZg5TENdwgb1SGtDoonzYuODrmQNKeIqWS8WHJn6/yEE7d6fjcrNq6H5nlflf1stosBPl0qQZoRHVI5IKh4+csLJEgbwvLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZmVbOqhwVuRaA2mn4d7RS+I8i9YzaAo6iWv4Dedv6K72dpt+YdbzfbeCFyNrbI1tsECts3a7IB1WJcJZtg9e2CP3qP35D17L5+rY97oZoX9GO/1A5oNokY=</latexit><latexit sha1_base64="34gWlnqPod9UqpZLYEXaWpomHbo=">AAACG3icbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KblxWsCo2QW6mtzo6MwkzN4qE/Au3+mtciVsX/hjBpFbwdVeHc+7lHr44VdKR7795Y+MTk1PTtZn67Nz8wmJjafnYJZkV2BWJSuxpDA6VNNglSQpPU4ugY4Un8fV+lZ/coHUyMUd0l2Kk4cLIgRRApXUWaqDLeJBfFeeNpt/yh8P/imAkmmw0nfPGe9hPRKbRkFDgXC/wU4pysCSFwqIeZg5TENdwgb1SGtDoonzYuODrmQNKeIqWS8WHJn6/yEE7d6fjcrNq6H5nlflf1stosBPl0qQZoRHVI5IKh4+csLJEgbwvLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZmVbOqhwVuRaA2mn4d7RS+I8i9YzaAo6iWv4Dedv6K72dpt+YdbzfbeCFyNrbI1tsECts3a7IB1WJcJZtg9e2CP3qP35D17L5+rY97oZoX9GO/1A5oNokY=</latexit><latexit sha1_base64="34gWlnqPod9UqpZLYEXaWpomHbo=">AAACG3icbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KblxWsCo2QW6mtzo6MwkzN4qE/Au3+mtciVsX/hjBpFbwdVeHc+7lHr44VdKR7795Y+MTk1PTtZn67Nz8wmJjafnYJZkV2BWJSuxpDA6VNNglSQpPU4ugY4Un8fV+lZ/coHUyMUd0l2Kk4cLIgRRApXUWaqDLeJBfFeeNpt/yh8P/imAkmmw0nfPGe9hPRKbRkFDgXC/wU4pysCSFwqIeZg5TENdwgb1SGtDoonzYuODrmQNKeIqWS8WHJn6/yEE7d6fjcrNq6H5nlflf1stosBPl0qQZoRHVI5IKh4+csLJEgbwvLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZmVbOqhwVuRaA2mn4d7RS+I8i9YzaAo6iWv4Dedv6K72dpt+YdbzfbeCFyNrbI1tsECts3a7IB1WJcJZtg9e2CP3qP35D17L5+rY97oZoX9GO/1A5oNokY=</latexit><latexit sha1_base64="3NLtemECrAcSTUGfoZW2qmmMDbg=">AAACA3icbVC7TsNAEDzzDOYVapoTERJVZNMAHYKGEiRCkGwrWp83cOLubN2tQZHlH6Dla6gQn8HHIGGHFECYajSzq9mdtFDSURB8eAuLS8srq501f33D39za7m7cuLy0AgciV7m9TcGhkgYHJEnhbWERdKpwmD6ct/7wEa2TubmmSYGJhjsjx1IANdLlqNsL+sEUfJ6EM9JjM4y6n3GWi1KjIaHAuSgMCkoqsCSFwtqPS4cFiAe4w6ihBjS6pJqeWfP90gHlvEDLpeJTEX9uVKCdm+i0mdRA9+6v14r/eVFJ4+OkkqYoCY1og0gqnAY5YWXzP/JMWiSC9nLk0nABFojQSg5CNGLZFOLHBp9ErjWYrIrP6ihMqriNS8dVL6xrv6kr/FvOPBkc9k/6wVXAOmyX7bEDFrIjdsou2CUbMMEy9sxevBfv1Xv7bnXBm9W7w37Be/8CTnybRg==</latexit><latexit sha1_base64="cDjTuqbDYhr1jtH+1y2+uySrynU=">AAACEHicbZDBbtNAFEWfSwshDTRly2ZEhMQqstlAdxVsWLZS00TEVvQ8eUmnmRlbM8+gyvJfsCVf01XVH+jHVKodUqkkvaure2f0rk6aa+U5DO+CnRe7ey9ftV639ztv3h50DzvnPiucpIHMdOZGKXrSytKAFWsa5Y7QpJqG6eJ70w9/kfMqs2d8lVNicG7VTEnkOvoZG+SLdFZeVpNuL+yHK4ltE61ND9Y6mXTv42kmC0OWpUbvx1GYc1KiYyU1Ve248JSjXOCcxrW1aMgn5WpxJT4WHjkTOTmhtFiF9PRHicb7K5PWL5uFfrNrwue6ccGzr0mpbF4wWdkcYqVpdchLp2oUJKbKETM2y0koKyQ6ZCanBEpZh0XNph1b+i0zY9BOy/hbNY6S8hFWL6qqds0r2qSzbQaf+0f98DSEFryHD/AJIvgCx/ADTmAAEiz8gb+wDJbBdXDzD+xOsCb8Dv5TcPsAnn6gwA==</latexit><latexit sha1_base64="cDjTuqbDYhr1jtH+1y2+uySrynU=">AAACEHicbZDBbtNAFEWfSwshDTRly2ZEhMQqstlAdxVsWLZS00TEVvQ8eUmnmRlbM8+gyvJfsCVf01XVH+jHVKodUqkkvaure2f0rk6aa+U5DO+CnRe7ey9ftV639ztv3h50DzvnPiucpIHMdOZGKXrSytKAFWsa5Y7QpJqG6eJ70w9/kfMqs2d8lVNicG7VTEnkOvoZG+SLdFZeVpNuL+yHK4ltE61ND9Y6mXTv42kmC0OWpUbvx1GYc1KiYyU1Ve248JSjXOCcxrW1aMgn5WpxJT4WHjkTOTmhtFiF9PRHicb7K5PWL5uFfrNrwue6ccGzr0mpbF4wWdkcYqVpdchLp2oUJKbKETM2y0koKyQ6ZCanBEpZh0XNph1b+i0zY9BOy/hbNY6S8hFWL6qqds0r2qSzbQaf+0f98DSEFryHD/AJIvgCx/ADTmAAEiz8gb+wDJbBdXDzD+xOsCb8Dv5TcPsAnn6gwA==</latexit><latexit sha1_base64="VabYP/ne69mJx/sJZDeaiEwdHTk=">AAACG3icbZA7S8RAFIUnvl1fq5Y2g4tgtSQ2aresjaWCq+ImyM3sXR2dmYSZG0VC/oWt/horsbXwxwgmcQVftzqccy/38MWpko58/80bG5+YnJqemW3MzS8sLjWXV45dklmBPZGoxJ7G4FBJgz2SpPA0tQg6VngSX+9V+ckNWicTc0R3KUYaLowcSgFUWmehBrqMh/lVcd5s+W2/Hv5XBCPRYqM5OG++h4NEZBoNCQXO9QM/pSgHS1IoLBph5jAFcQ0X2C+lAY0uyuvGBd/IHFDCU7RcKl6b+P0iB+3cnY7Lzaqh+51V5n9ZP6PhTpRLk2aERlSPSCqsHzlhZYkC+UBaJIKqOXJpuAALRGglByFKMyvZNEKDtyLRGswgD7tFP4jyL1itoCgaJa/gN52/orfV3m37h36r0x2Bm2FrbJ1tsoBtsw7bZwesxwQz7J49sEfv0Xvynr2Xz9Uxb3Szyn6M9/oBmM2iQg==</latexit><latexit sha1_base64="34gWlnqPod9UqpZLYEXaWpomHbo=">AAACG3icbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KblxWsCo2QW6mtzo6MwkzN4qE/Au3+mtciVsX/hjBpFbwdVeHc+7lHr44VdKR7795Y+MTk1PTtZn67Nz8wmJjafnYJZkV2BWJSuxpDA6VNNglSQpPU4ugY4Un8fV+lZ/coHUyMUd0l2Kk4cLIgRRApXUWaqDLeJBfFeeNpt/yh8P/imAkmmw0nfPGe9hPRKbRkFDgXC/wU4pysCSFwqIeZg5TENdwgb1SGtDoonzYuODrmQNKeIqWS8WHJn6/yEE7d6fjcrNq6H5nlflf1stosBPl0qQZoRHVI5IKh4+csLJEgbwvLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZmVbOqhwVuRaA2mn4d7RS+I8i9YzaAo6iWv4Dedv6K72dpt+YdbzfbeCFyNrbI1tsECts3a7IB1WJcJZtg9e2CP3qP35D17L5+rY97oZoX9GO/1A5oNokY=</latexit><latexit sha1_base64="34gWlnqPod9UqpZLYEXaWpomHbo=">AAACG3icbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KblxWsCo2QW6mtzo6MwkzN4qE/Au3+mtciVsX/hjBpFbwdVeHc+7lHr44VdKR7795Y+MTk1PTtZn67Nz8wmJjafnYJZkV2BWJSuxpDA6VNNglSQpPU4ugY4Un8fV+lZ/coHUyMUd0l2Kk4cLIgRRApXUWaqDLeJBfFeeNpt/yh8P/imAkmmw0nfPGe9hPRKbRkFDgXC/wU4pysCSFwqIeZg5TENdwgb1SGtDoonzYuODrmQNKeIqWS8WHJn6/yEE7d6fjcrNq6H5nlflf1stosBPl0qQZoRHVI5IKh4+csLJEgbwvLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZmVbOqhwVuRaA2mn4d7RS+I8i9YzaAo6iWv4Dedv6K72dpt+YdbzfbeCFyNrbI1tsECts3a7IB1WJcJZtg9e2CP3qP35D17L5+rY97oZoX9GO/1A5oNokY=</latexit><latexit sha1_base64="34gWlnqPod9UqpZLYEXaWpomHbo=">AAACG3icbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KblxWsCo2QW6mtzo6MwkzN4qE/Au3+mtciVsX/hjBpFbwdVeHc+7lHr44VdKR7795Y+MTk1PTtZn67Nz8wmJjafnYJZkV2BWJSuxpDA6VNNglSQpPU4ugY4Un8fV+lZ/coHUyMUd0l2Kk4cLIgRRApXUWaqDLeJBfFeeNpt/yh8P/imAkmmw0nfPGe9hPRKbRkFDgXC/wU4pysCSFwqIeZg5TENdwgb1SGtDoonzYuODrmQNKeIqWS8WHJn6/yEE7d6fjcrNq6H5nlflf1stosBPl0qQZoRHVI5IKh4+csLJEgbwvLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZmVbOqhwVuRaA2mn4d7RS+I8i9YzaAo6iWv4Dedv6K72dpt+YdbzfbeCFyNrbI1tsECts3a7IB1WJcJZtg9e2CP3qP35D17L5+rY97oZoX9GO/1A5oNokY=</latexit><latexit sha1_base64="34gWlnqPod9UqpZLYEXaWpomHbo=">AAACG3icbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KblxWsCo2QW6mtzo6MwkzN4qE/Au3+mtciVsX/hjBpFbwdVeHc+7lHr44VdKR7795Y+MTk1PTtZn67Nz8wmJjafnYJZkV2BWJSuxpDA6VNNglSQpPU4ugY4Un8fV+lZ/coHUyMUd0l2Kk4cLIgRRApXUWaqDLeJBfFeeNpt/yh8P/imAkmmw0nfPGe9hPRKbRkFDgXC/wU4pysCSFwqIeZg5TENdwgb1SGtDoonzYuODrmQNKeIqWS8WHJn6/yEE7d6fjcrNq6H5nlflf1stosBPl0qQZoRHVI5IKh4+csLJEgbwvLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZmVbOqhwVuRaA2mn4d7RS+I8i9YzaAo6iWv4Dedv6K72dpt+YdbzfbeCFyNrbI1tsECts3a7IB1WJcJZtg9e2CP3qP35D17L5+rY97oZoX9GO/1A5oNokY=</latexit><latexit sha1_base64="34gWlnqPod9UqpZLYEXaWpomHbo=">AAACG3icbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KblxWsCo2QW6mtzo6MwkzN4qE/Au3+mtciVsX/hjBpFbwdVeHc+7lHr44VdKR7795Y+MTk1PTtZn67Nz8wmJjafnYJZkV2BWJSuxpDA6VNNglSQpPU4ugY4Un8fV+lZ/coHUyMUd0l2Kk4cLIgRRApXUWaqDLeJBfFeeNpt/yh8P/imAkmmw0nfPGe9hPRKbRkFDgXC/wU4pysCSFwqIeZg5TENdwgb1SGtDoonzYuODrmQNKeIqWS8WHJn6/yEE7d6fjcrNq6H5nlflf1stosBPl0qQZoRHVI5IKh4+csLJEgbwvLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZmVbOqhwVuRaA2mn4d7RS+I8i9YzaAo6iWv4Dedv6K72dpt+YdbzfbeCFyNrbI1tsECts3a7IB1WJcJZtg9e2CP3qP35D17L5+rY97oZoX9GO/1A5oNokY=</latexit>

Figura 1.2. Flusso attraverso un elemento infinitesimo di superficie.

dH

dt
= −

∫
∂Ω

j · ndσ, (1.1)

dove l’integrale a secondo membro rappresenta il flusso netto di calore attraverso la superficie
∂Ω. L’equazione (1.1) ci dice che la variazione del calore di Ω è dovuta al flusso uscente/entrante
attraverso il suo bordo Ω. Utilizzando il teorema della divergenza si trova

dH

dt
=

∫
Ω

ρc
∂T

∂t
dx = −

∫
Ω

div(j)dx =

∫
Ω

div(k∇T )dx.

Supponendo k costante possiamo scrivere∫
Ω

[
ρc
∂T

∂t
− k∆T

]
dx = 0,

dove

∆T =
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
,

rappresenta il laplaciano di T . Dall’arbitrarietà del dominio Ω si ottiene

ρc
∂T

∂t
− k∆T = 0, (1.2)

ossia l’equazione del calore (equazione alle derivate parziali di tipo parabolico). Ritorniamo all’esem-
pio della sbarretta e supponiamo che siano assegnate le temperature sulle superfici x = 0 e x = L.
Supponiamo inoltre che non ci sia flusso di calore dalle superfici laterali y = ±h(x), come mostrato
in Fig. 1.3, ossia

j · n = 0 su y = ±h(x)

Il sistema è bidimensionale e l’incognita è la funzione T (x, y, t). Il problema può essere formulato
nella seguente maniera



1.1 Ipotesi di “small aspect ratio” 3

y = h(x)
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y = �h(x)
<latexit sha1_base64="BFutJJDJxe1N7DOFSUnHQCJMkn0=">AAACGHicbVBNT9tAFFyHj6bhK6VHLisiJDgQ2QjR9lApopceqVQTpNiKnjcvZJXdtbX7XIgs/4he4df0VHHl1h+DVDvNoQTmNJp5TzOaJFPSke//8Rorq2vrb5pvWxubW9s77Xe7ly7NrcBQpCq1Vwk4VNJgSJIUXmUWQScK+8n0S+33f6B1MjXfaZZhrOHayLEUQJXUn30+nhzeHg3bHb/rz8FfkmBBOmyBi2H7KRqlItdoSChwbhD4GcUFWJJCYdmKcocZiClc46CiBjS6uJjXLflB7oBSnqHlUvG5iP9/FKCdm+mkutRAE7fs1eJr3iCn8ce4kCbLCY2og0gqnAc5YWW1A/KRtEgEdXPk0nABFojQSg5CVGJeDdOKDN6IVGswoyI6LwdBXER1XDIuOkFZtqq9guV1XpLwpPup63877fTOFsM12R7bZ4csYB9Yj31lFyxkgk3ZT3bH7r1775f323v4d9rwFj/v2TN4j38BkG+gAA==</latexit><latexit sha1_base64="BFutJJDJxe1N7DOFSUnHQCJMkn0=">AAACGHicbVBNT9tAFFyHj6bhK6VHLisiJDgQ2QjR9lApopceqVQTpNiKnjcvZJXdtbX7XIgs/4he4df0VHHl1h+DVDvNoQTmNJp5TzOaJFPSke//8Rorq2vrb5pvWxubW9s77Xe7ly7NrcBQpCq1Vwk4VNJgSJIUXmUWQScK+8n0S+33f6B1MjXfaZZhrOHayLEUQJXUn30+nhzeHg3bHb/rz8FfkmBBOmyBi2H7KRqlItdoSChwbhD4GcUFWJJCYdmKcocZiClc46CiBjS6uJjXLflB7oBSnqHlUvG5iP9/FKCdm+mkutRAE7fs1eJr3iCn8ce4kCbLCY2og0gqnAc5YWW1A/KRtEgEdXPk0nABFojQSg5CVGJeDdOKDN6IVGswoyI6LwdBXER1XDIuOkFZtqq9guV1XpLwpPup63877fTOFsM12R7bZ4csYB9Yj31lFyxkgk3ZT3bH7r1775f323v4d9rwFj/v2TN4j38BkG+gAA==</latexit><latexit sha1_base64="BFutJJDJxe1N7DOFSUnHQCJMkn0=">AAACGHicbVBNT9tAFFyHj6bhK6VHLisiJDgQ2QjR9lApopceqVQTpNiKnjcvZJXdtbX7XIgs/4he4df0VHHl1h+DVDvNoQTmNJp5TzOaJFPSke//8Rorq2vrb5pvWxubW9s77Xe7ly7NrcBQpCq1Vwk4VNJgSJIUXmUWQScK+8n0S+33f6B1MjXfaZZhrOHayLEUQJXUn30+nhzeHg3bHb/rz8FfkmBBOmyBi2H7KRqlItdoSChwbhD4GcUFWJJCYdmKcocZiClc46CiBjS6uJjXLflB7oBSnqHlUvG5iP9/FKCdm+mkutRAE7fs1eJr3iCn8ce4kCbLCY2og0gqnAc5YWW1A/KRtEgEdXPk0nABFojQSg5CVGJeDdOKDN6IVGswoyI6LwdBXER1XDIuOkFZtqq9guV1XpLwpPup63877fTOFsM12R7bZ4csYB9Yj31lFyxkgk3ZT3bH7r1775f323v4d9rwFj/v2TN4j38BkG+gAA==</latexit>

y
<latexit sha1_base64="jdxsSTXmnAmHfBUv/uoVbO/M94M=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34tr6qLt0MFsFVSUR87EQ3LhWsFppQbqa3dejMJMzcKCXkC9zq17gSt/6AHyOY1C58ndXhnHs5hxOnSjry/Xdvanpmdm5+YbG2tLyyulZf37h2SWYFtkSiEtuOwaGSBlskSWE7tQg6VngTD88q/+YOrZOJuaJRipGGgZF9KYBK6XLUrTf8pj8G/0uCCWmwCS669Y+wl4hMoyGhwLlO4KcU5WBJCoVFLcwcpiCGMMBOSQ1odFE+LlrwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQLfut1eJ/3mdjPpHUS5NmhEaUQWRVDgOcsLKcgHkPWmRCKrmyKXhAiwQoZUchCjFrJykFhq8F4nWYHp5eFp0gigPq7i4nzeCoqiVewW/1/lLWnvN46Z/ud84OZgMt8C22DbbZQE7ZCfsnF2wFhMM2QN7ZE/ek/fsvXivX6dT3uRnk/2A9/YJ+KyeKQ==</latexit><latexit sha1_base64="jdxsSTXmnAmHfBUv/uoVbO/M94M=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34tr6qLt0MFsFVSUR87EQ3LhWsFppQbqa3dejMJMzcKCXkC9zq17gSt/6AHyOY1C58ndXhnHs5hxOnSjry/Xdvanpmdm5+YbG2tLyyulZf37h2SWYFtkSiEtuOwaGSBlskSWE7tQg6VngTD88q/+YOrZOJuaJRipGGgZF9KYBK6XLUrTf8pj8G/0uCCWmwCS669Y+wl4hMoyGhwLlO4KcU5WBJCoVFLcwcpiCGMMBOSQ1odFE+LlrwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQLfut1eJ/3mdjPpHUS5NmhEaUQWRVDgOcsLKcgHkPWmRCKrmyKXhAiwQoZUchCjFrJykFhq8F4nWYHp5eFp0gigPq7i4nzeCoqiVewW/1/lLWnvN46Z/ud84OZgMt8C22DbbZQE7ZCfsnF2wFhMM2QN7ZE/ek/fsvXivX6dT3uRnk/2A9/YJ+KyeKQ==</latexit><latexit sha1_base64="jdxsSTXmnAmHfBUv/uoVbO/M94M=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34tr6qLt0MFsFVSUR87EQ3LhWsFppQbqa3dejMJMzcKCXkC9zq17gSt/6AHyOY1C58ndXhnHs5hxOnSjry/Xdvanpmdm5+YbG2tLyyulZf37h2SWYFtkSiEtuOwaGSBlskSWE7tQg6VngTD88q/+YOrZOJuaJRipGGgZF9KYBK6XLUrTf8pj8G/0uCCWmwCS669Y+wl4hMoyGhwLlO4KcU5WBJCoVFLcwcpiCGMMBOSQ1odFE+LlrwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQLfut1eJ/3mdjPpHUS5NmhEaUQWRVDgOcsLKcgHkPWmRCKrmyKXhAiwQoZUchCjFrJykFhq8F4nWYHp5eFp0gigPq7i4nzeCoqiVewW/1/lLWnvN46Z/ud84OZgMt8C22DbbZQE7ZCfsnF2wFhMM2QN7ZE/ek/fsvXivX6dT3uRnk/2A9/YJ+KyeKQ==</latexit>

x
<latexit sha1_base64="FdaIzsu+eSdqJu0naYvVewGUZ4s=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLIKrkoig7krduFSwKjRBbqa3OnRmEmZu1BLyBW71a1yJW3/AjxFMahe+zupwzr2cw4lTJR35/rtXm5qemZ2bX6gvLi2vrDbW1s9dklmBXZGoxF7G4FBJg12SpPAytQg6VngRD48q/+IWrZOJOaNRipGGayMHUgCV0un9VaPpt/wx+F8STEiTTXBy1fgI+4nINBoSCpzrBX5KUQ6WpFBY1MPMYQpiCNfYK6kBjS7Kx0ULvp05oISnaLlUfCzi948ctHMjHZeXGujG/fYq8T+vl9HgIMqlSTNCI6ogkgrHQU5YWS6AvC8tEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODdyLRGkw/DztFL4jysIqLB3kzKIp6uVfwe52/pLvbOmz5p3vNdmcy3DzbZFtshwVsn7XZMTthXSYYsgf2yJ68J+/Ze/Fev05r3uRng/2A9/YJ+pqeNA==</latexit><latexit sha1_base64="FdaIzsu+eSdqJu0naYvVewGUZ4s=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLIKrkoig7krduFSwKjRBbqa3OnRmEmZu1BLyBW71a1yJW3/AjxFMahe+zupwzr2cw4lTJR35/rtXm5qemZ2bX6gvLi2vrDbW1s9dklmBXZGoxF7G4FBJg12SpPAytQg6VngRD48q/+IWrZOJOaNRipGGayMHUgCV0un9VaPpt/wx+F8STEiTTXBy1fgI+4nINBoSCpzrBX5KUQ6WpFBY1MPMYQpiCNfYK6kBjS7Kx0ULvp05oISnaLlUfCzi948ctHMjHZeXGujG/fYq8T+vl9HgIMqlSTNCI6ogkgrHQU5YWS6AvC8tEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODdyLRGkw/DztFL4jysIqLB3kzKIp6uVfwe52/pLvbOmz5p3vNdmcy3DzbZFtshwVsn7XZMTthXSYYsgf2yJ68J+/Ze/Fev05r3uRng/2A9/YJ+pqeNA==</latexit><latexit sha1_base64="FdaIzsu+eSdqJu0naYvVewGUZ4s=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLIKrkoig7krduFSwKjRBbqa3OnRmEmZu1BLyBW71a1yJW3/AjxFMahe+zupwzr2cw4lTJR35/rtXm5qemZ2bX6gvLi2vrDbW1s9dklmBXZGoxF7G4FBJg12SpPAytQg6VngRD48q/+IWrZOJOaNRipGGayMHUgCV0un9VaPpt/wx+F8STEiTTXBy1fgI+4nINBoSCpzrBX5KUQ6WpFBY1MPMYQpiCNfYK6kBjS7Kx0ULvp05oISnaLlUfCzi948ctHMjHZeXGujG/fYq8T+vl9HgIMqlSTNCI6ogkgrHQU5YWS6AvC8tEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODdyLRGkw/DztFL4jysIqLB3kzKIp6uVfwe52/pLvbOmz5p3vNdmcy3DzbZFtshwVsn7XZMTthXSYYsgf2yJ68J+/Ze/Fev05r3uRng/2A9/YJ+pqeNA==</latexit>

j · n = 0
<latexit sha1_base64="HbFZmrC5Vk9hjit3BGuOhLohk04="></latexit><latexit sha1_base64="HbFZmrC5Vk9hjit3BGuOhLohk04="></latexit><latexit sha1_base64="HbFZmrC5Vk9hjit3BGuOhLohk04="></latexit>

j · n = 0
<latexit sha1_base64="HbFZmrC5Vk9hjit3BGuOhLohk04="></latexit><latexit sha1_base64="HbFZmrC5Vk9hjit3BGuOhLohk04="></latexit><latexit sha1_base64="HbFZmrC5Vk9hjit3BGuOhLohk04="></latexit>

T = Tin
<latexit sha1_base64="kzu2Nr75szu5qWTIlMbNbDv9dKU=">AAACGXicbVBNS8NAEN34bf2qevSyWARPJRFBPQiiF48VWi00oUy2U13c3YTdiSIhf8Kr/hpP4tWTP0YwqT1o9Z0e783wZl6cKunI9z+8qemZ2bn5hcXa0vLK6lp9fePSJZkV2BGJSmw3BodKGuyQJIXd1CLoWOFVfHtW+Vd3aJ1MTJseUow0XBs5lAKolLrt43Y/l6bo1xt+0x+B/yXBmDTYGK1+/TMcJCLTaEgocK4X+ClFOViSQmFRCzOHKYhbuMZeSQ1odFE+urfgO5kDSniKlkvFRyL+3MhBO/eg43JSA924Sa8S//N6GQ0Po/KfNCM0ogoiqXAU5ISVZRHIB9IiEVSXI5eGC7BAhFZyEKIUs7KZWmjwXiRagxnk4WnRC6I8rOLiYd4IiqJW9hVMtvOXdPaaR03/Yr9xcjouboFtsW22ywJ2wE7YOWuxDhNMsUf2xJ69Z+/Fe/XevkenvPHOJvsF7/0LaGWhFQ==</latexit><latexit sha1_base64="kzu2Nr75szu5qWTIlMbNbDv9dKU=">AAACGXicbVBNS8NAEN34bf2qevSyWARPJRFBPQiiF48VWi00oUy2U13c3YTdiSIhf8Kr/hpP4tWTP0YwqT1o9Z0e783wZl6cKunI9z+8qemZ2bn5hcXa0vLK6lp9fePSJZkV2BGJSmw3BodKGuyQJIXd1CLoWOFVfHtW+Vd3aJ1MTJseUow0XBs5lAKolLrt43Y/l6bo1xt+0x+B/yXBmDTYGK1+/TMcJCLTaEgocK4X+ClFOViSQmFRCzOHKYhbuMZeSQ1odFE+urfgO5kDSniKlkvFRyL+3MhBO/eg43JSA924Sa8S//N6GQ0Po/KfNCM0ogoiqXAU5ISVZRHIB9IiEVSXI5eGC7BAhFZyEKIUs7KZWmjwXiRagxnk4WnRC6I8rOLiYd4IiqJW9hVMtvOXdPaaR03/Yr9xcjouboFtsW22ywJ2wE7YOWuxDhNMsUf2xJ69Z+/Fe/XevkenvPHOJvsF7/0LaGWhFQ==</latexit><latexit sha1_base64="kzu2Nr75szu5qWTIlMbNbDv9dKU=">AAACGXicbVBNS8NAEN34bf2qevSyWARPJRFBPQiiF48VWi00oUy2U13c3YTdiSIhf8Kr/hpP4tWTP0YwqT1o9Z0e783wZl6cKunI9z+8qemZ2bn5hcXa0vLK6lp9fePSJZkV2BGJSmw3BodKGuyQJIXd1CLoWOFVfHtW+Vd3aJ1MTJseUow0XBs5lAKolLrt43Y/l6bo1xt+0x+B/yXBmDTYGK1+/TMcJCLTaEgocK4X+ClFOViSQmFRCzOHKYhbuMZeSQ1odFE+urfgO5kDSniKlkvFRyL+3MhBO/eg43JSA924Sa8S//N6GQ0Po/KfNCM0ogoiqXAU5ISVZRHIB9IiEVSXI5eGC7BAhFZyEKIUs7KZWmjwXiRagxnk4WnRC6I8rOLiYd4IiqJW9hVMtvOXdPaaR03/Yr9xcjouboFtsW22ywJ2wE7YOWuxDhNMsUf2xJ69Z+/Fe/XevkenvPHOJvsF7/0LaGWhFQ==</latexit>

T = 0
<latexit sha1_base64="+uhDLWUXP6kL+51jxGkFl1FW5Gc=">AAACFHicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBPQiiF4+KrQpNkJfta13c3YTdF6WE/ASv+ms8iVfv/hjBpPag1TkNM+8xw8Spko58/8ObmJyanpmdm68tLC4tr9RX1y5dklmBbZGoxF7H4FBJg22SpPA6tQg6VngV351U/tU9WicT06JBipGGvpE9KYBK6aJ16N/UG37TH4L/JcGINNgIZzf1z7CbiEyjIaHAuU7gpxTlYEkKhUUtzBymIO6gj52SGtDoonxYteBbmQNKeIqWS8WHIv78yEE7N9BxeamBbt24V4n/eZ2MevtRLk2aERpRBZFUOAxywspyA+RdaZEIqubIpeECLBChlRyEKMWsHKUWGnwQidZgunl4XHSCKA+ruLiXN4KiqJV7BePr/CXtneZB0z/fbRwdj4abYxtsk22zgO2xI3bKzlibCdZnj+yJPXvP3ov36r19n054o5919gve+xfASp6R</latexit><latexit sha1_base64="+uhDLWUXP6kL+51jxGkFl1FW5Gc=">AAACFHicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBPQiiF4+KrQpNkJfta13c3YTdF6WE/ASv+ms8iVfv/hjBpPag1TkNM+8xw8Spko58/8ObmJyanpmdm68tLC4tr9RX1y5dklmBbZGoxF7H4FBJg22SpPA6tQg6VngV351U/tU9WicT06JBipGGvpE9KYBK6aJ16N/UG37TH4L/JcGINNgIZzf1z7CbiEyjIaHAuU7gpxTlYEkKhUUtzBymIO6gj52SGtDoonxYteBbmQNKeIqWS8WHIv78yEE7N9BxeamBbt24V4n/eZ2MevtRLk2aERpRBZFUOAxywspyA+RdaZEIqubIpeECLBChlRyEKMWsHKUWGnwQidZgunl4XHSCKA+ruLiXN4KiqJV7BePr/CXtneZB0z/fbRwdj4abYxtsk22zgO2xI3bKzlibCdZnj+yJPXvP3ov36r19n054o5919gve+xfASp6R</latexit><latexit sha1_base64="+uhDLWUXP6kL+51jxGkFl1FW5Gc=">AAACFHicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBPQiiF4+KrQpNkJfta13c3YTdF6WE/ASv+ms8iVfv/hjBpPag1TkNM+8xw8Spko58/8ObmJyanpmdm68tLC4tr9RX1y5dklmBbZGoxF7H4FBJg22SpPA6tQg6VngV351U/tU9WicT06JBipGGvpE9KYBK6aJ16N/UG37TH4L/JcGINNgIZzf1z7CbiEyjIaHAuU7gpxTlYEkKhUUtzBymIO6gj52SGtDoonxYteBbmQNKeIqWS8WHIv78yEE7N9BxeamBbt24V4n/eZ2MevtRLk2aERpRBZFUOAxywspyA+RdaZEIqubIpeECLBChlRyEKMWsHKUWGnwQidZgunl4XHSCKA+ruLiXN4KiqJV7BePr/CXtneZB0z/fbRwdj4abYxtsk22zgO2xI3bKzlibCdZnj+yJPXvP3ov36r19n054o5919gve+xfASp6R</latexit>

Figura 1.3. Condizioni al contorno per il problema della conduzione.
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(1.3)

dove To è la temperatura all’istante iniziale t = 0, Tin è la temperatura su x = 0 e dove si è posto
uguale a zero la temepratura in x = L1. Esistono formule di rappresentazione per la soluzione di
(1.3) ma, in generale, per avere informazioni di carattere quantitativo sulla soluzione il problema
deve essere risolto numericamente. Il problema (1.3) è un problema evolutivo governato da una
equazione alle derivate parziali di tipo parabolico.

1.1 Ipotesi di “small aspect ratio”

Definiamo H = max |[0,L]h(x)| e supponiamo che valga la seguente relazione

ε =
H

L
<< 1, (1.4)

dove L rappresenta la lunghezza della sbarretta. In pratica supponiamo che l’ampiezza caratteristica
della sbarretta sia di gran lunga più piccola della sua lunghezza. Questa ipotesi è detta di small
aspect ratio o di strato sottile. Il suo nome deriva dal considerare la sbarra come un sottile strato di
materiale, visto il rapporto fra ampiezza e lunghezza. Sotto l’ipotesi (1.4) le equazioni del problema
(1.3) possono essere riscritte in forma adimensionale in modo da far comparire dei termini contenenti
ε. Infatti, riscalando le variabili nel seguente modo

x = Lx̃, y = Hỹ, T = TinT̃ , t = θt̃

1 n rappresenta la normale alle superfici laterali y = ±h(x).
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l’equazione del calore diventa (
ρcH2

θk

)
∂T̃

∂t̃
−
(
ε2 ∂

2T̃

∂x̃2
+
∂2T̃

∂ỹ2

)
= 0, (1.5)

dove θ è un tempo caratteristico che stabilisce la scala temporale di evoluzione del fenomeno. Quando

θ =
ρcH2

k
,

significa che stiamo considerando il tempo caratteristico diffusivo nella direzione trasversale alla
sbarretta. Quando invece consideriamo

θ =
ρcL2

k
,

stiamo considerando invece quello lungo la direzione y. Le condizioni al contorno (1.3)2,3,4 diventano

T̃ (0, ỹ, t̃) = 1, T̃ (1, ỹ, t̃) = 0, n ·
(
ε
∂T̃

∂x̃
,
∂T̃

∂ỹ

)∣∣∣∣∣
ỹ=±h̃

= 0,

dove

n
∣∣∣
ỹ=h̃

=
(−εh̃x, 1)√

1 + ε2h̃2
x

, n
∣∣∣
ỹ=−h̃

=
(−εh̃x,−1)√

1 + ε2h̃2
x

,

rappresentano i versori normali a y = h e y = −h rispettivamente. Infine la condizione iniziale
diventa T̃o(x̃, ỹ). Supponiamo adesso che la scala temporale che utilizziamo (quella del fenomeno
che vogliamo osservare) sia tale che

θ >>
ρcH2

k
.

In questo caso il numero di Fourier relativo alla conduzione

Fo =

(
ρcH2

θk

)
<< 1,

risulta trascurabile cosicché possiamo eliminare il termine con la derivata temporale in (1.5).
Omettendo per semplicità i tilda si trova

ε2Txx + Tyy = 0,

T (0, y) = 1,

T (1, y) = 0,

(−εhx, 1) · (εTx, Ty)
∣∣∣
h

= 0,

(−εhx,−1) · (εTx, Ty)
∣∣∣
−h

= 0,

(1.6)

Il problema (1.6) è un problema ellittico per cui la condizione iniziale non è più necessaria.
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1.2 Sviluppo asintotico

Dal momento che nel problema (1.6) compare il rapporto ε, ha senso considerare una soluzione che
può essere espresse nella forma

T (x, y) = T0(x, y) + εT1(x, y) + ε2T2(x, y) + ............. (1.7)

ossia una soluzione espressa come serie di potenze di ε. L’idea è quella di considerare invece del
problema per T quello per i vari T0, T1......, corrispondenti ai vari termini dell’espansione in ε. In
questo modo otterremo, per i vari gradi di ε, problemi semplificati che trascurano i termini contenenti
potenze di ε superiori al grado considerato. In pratica si ottiene una successione di problemi che
possono essere risolti iterativamente. Se le soluzioni di questi problemi sono O(1) allora già la
soluzione T0 fornisce una buona approssimazione, poiché le correzioni apportate dai gradi successivi
saranno molto piccole essendo proporzionali a ε o a potenze intere di ε. Iniziamo quindi considerando
l’ordine zero. Il problema (1.6) diventa (dobbiamo eliminare tutto ciò che contiene ε)

T0yy = 0,

T0(0, y) = 1,

T0(1, y) = 0,

T0y

∣∣∣
y=±h

= 0.

(1.8)

La soluzione del problema (1.8) è data da una qualsiasi funzione T0(x) tale che T0(0) = 1, T0(1) = 0,
per cui non è unica. Per determinare quella giusta dobbiamo andare a considerare l’ordine 1, ossia
il problema 

T1yy = 0,

T1(0, y) = 0,

T0(1, y) = 0,

T1y

∣∣∣
y=±h

= 0.

(1.9)

Anche in questo caso però si trova un’ infinità di soluzioni. Allora consideriamo l’ordine 2

T0xx + T2yy = 0,

T2(0, y) = 0,

T2(1, y) = 0,

−T0xhx + T2y

∣∣∣
y=h

= 0,

−T0xhx − T2y

∣∣∣
y=−h

= 0,

(1.10)

la cui soluzione risulta
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T2(x, y) = −T0xx(x)
y2

2
+ f(x), (1.11)

dove f(x) è incognita2. La derivata rispetto a y è data da

T2y(x, y) = −T0xx(x)y.

Utilizzando le condizioni di flusso nullo (1.10)4,5 si trova

(T0xh)x = T0xhx + T0xxh = 0,

che implica
∂T0(x)

∂x
h(x) = C.

Integrando in x, con la condizione T0(0) = 1 si trova

T0 − 1 =

x∫
0

C

h(ξ)
dξ. (1.12)

La costante C si determina ponendo x = 1 nella (1.12) e ricordando che T0(1) = 0, cioè

C = −

 1∫
0

1

h(ξ)
dξ

−1

. (1.13)

In conclusione

T0(x) = 1−
∫ x

0
h−1dξ∫ 1

0
h−1dξ

. (1.14)

Nel caso h = 1 (lastra con bordo piano) si ottiene il classico profilo lineare decrescente per la
temperatura

T0(x) = 1− x. (1.15)

In questo caso siamo stati capaci di determinare la soluzione all’ordine 0 con l’ausilio dei problemi di
ordine 1 e 2. Notiamo che quest’ultimi non sono stati risolti dal momento che abbiamo una infinità
di soluzioni per T1 e che T2 è definito a meno della funzione f(x).

1.3 Caso con raffreddamento

Supponiamo che sulla superficie laterale valga la legge di raffreddamento di Newton

k∇T · n = α(Text − T |y=±h), (1.16)

dove T |y=±h è la temperatura della sbarretta su y = ±h e Text è la temperatura esterna alla
sbarretta (ad esempio la temperatura dell’aria). Il fattore di proporzionalità α è detto coefficiente
di scambio termico. Per semplicità poniamo Text = 0 e consideriamo il caso rettangolare in cui la
superficie h(x) = 1. La riscalatura di Text a zero non comporta perdita di generalità, dal momento

2 Notare che la (1.11) è stata derivata utilizzando la condizione di simmetria T2y = 0 su y = 0. Questa
condizione deriva dalla simmetria geometrica del problema
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che sommare o sottrarre a T una temperatura fissata non altera la natura del problema. Trascurando
la dipendenza temporale, il problema adimensionale diventa

ε2Txx + Tyy = 0,

T (0, y, t) = 1,

T (1, y, t) = 0,

Ty + (Hαk−1)T
∣∣∣
y=1

= 0.

Ty − (Hαk−1)T
∣∣∣
y=−1

= 0.

(1.17)

Il coefficiente

Bi =
Hα

k
,

prende il nome di numero di Biot e rappresenta il rapporto fra lo scambio termico del solido con
l’aria e la conduzione interna al corpo. Le ultime due relazioni di (1.17) derivano dalla condizione
(1.16) considerando che n = (0,±1) su y = ±H. Supponiamo

Bi =
αH

k
= O(ε2)

αH

k
= γ2ε2 γ2 = O(1) (1.18)

e cerchiamo nuovamente la soluzione come sviluppo

T (x, y) = T0(x, y) + εT1(x, y) + ε2T2(x, y) + ............. (1.19)

Anche in questo caso i problemi all’ordine zero e uno non ci danno informazioni utili. In particolare
si trova nuovamente che l’ordine 0 è soddisfatto da una qualsiasi funzione T0(x) tale che T0(1) = 0
e T0(0) = 1 e che all’ordine 1 una soluzione è data da T1(x, y) ≡ 0. All’ordine due si ottiene il
problema 

T0xx + T2yy = 0,

T2(0, y) = 0,

T2(1, y) = 0,

T2y = −γ2T0

∣∣∣
y=1

,

T2y = γ2T0

∣∣∣
y=−1

.

(1.20)

La soluzione è nuovamente data da

T2(x, y) = −T0xx
y2

2
+ f(x), (1.21)

per cui, tenuto conto delle (1.20)4,5 si ottiene

T0xx − γ2T0 = 0. (1.22)
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La (1.22) è una equazione differenziale omogenea del secondo ordine la cui soluzione generale è data
da

T0 = Ae−γx +Beγx. (1.23)

Imponendo le condizioni al contorno T0(0) = 1 e T0(1) = 0 si ottiene il sistemaA+B = 1,

Ae−γ +Beγ = 0,

la cui soluzione è data da

A = − e2γ

1− e2γ
, B =

1

1− e2γ
.

Sostituendo nella (1.23) si trova

T0(x) =
sinh

[
γ(1− x)

]
sinh γ

. (1.24)

Notiamo che per γ → 0 (caso adiabatico con h = 1) la (1.24) si riduce alla (1.15).

1.4 Problema con convezione

Supponiamo adesso che nel dominio considerato il calore sia trasportato anche per convezione, ossia
supponiamo che ci sia un trasporto di calore attraverso il moto stesso delle particelle che costituiscono
il mezzo (si pensi ad esempio ad un fluido in movimento). In questo caso il flusso totale si divide
in flusso diffusivo (quello considerato nelle sezioni precedenti e dato dalla legge di Fourier) e flusso
convettivo

jdiff = −k∇T (Flusso diffusivo),

jconv = ρcTv (Flusso convettivo),

dove v è il vettore che rappresenta la velocità delle particelle. Consideriamo un dominio Ω contenuto
nel mezzo le cui particelle si muovono con velocità v. La massa del dominio Ω è data da

m(t) =

∫
Ω

ρ(x, t)dx,

dove ρ(x, t) rappresenta la densità del mezzo nel punto x al tempo t, ossia la quantità di materia
contenuta in un volume rappresentativo sufficientemente piccolo centrato nel punto x. Il flusso di
particelle attraverso ∂Ω è dato da jm = ρv dal momento che queste ultime si muovono con velocità
v. Analogamente a quanto visto per il calore possiamo affermare che la quantità di materia che
attraversa la superficie infinitesima dσ per unità di tempo è jm · ndσ, dove n è la dormale a dσ.
Possiamo scrivere una equazione di bilancio per la massa simile alla (1.1)

dm

dt
=

∫
Ω

∂ρ

∂t
dx = −

∫
∂Ω

jm · ndσ = −
∫
∂Ω

ρv · ndσ.
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Applicando il teorema della divergenza si trova∫
Ω

[
∂ρ

∂t
+ div(ρv)

]
dx

Data l’arbitrarietà del dominio Ω si trova

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0, (1.25)

che rappresenta la forma locale del bilancio di massa detta anche equazione di continuità. Nel caso
di un mezzo omogeneo con densità ρ = costante, si ha div v = 0. I moti in cui div v = 0 si dicono
solenoidali o isocorici. In questo tipo di moto i volumi di parti materiali3 del continuo vengono
conservati. Supponendo che ρ, c, k siano costanti, il bilancio energetico in un volume Ω risulta
adesso

d

dt

[∫
Ω

ρcTdx

]
= −

∫
Ω

div
(
− k∇T + ρcTv

)
dx.

Si ottiene perciò ∫
Ω

ρc∂T
∂t
− k∆T + ρcT div v︸ ︷︷ ︸

=0

+ρc∇T · v

 dx = 0,

cosicché l’equazione del calore si modifica in

ρc
∂T

∂t
− k∆T + ρc∇T · v = 0, (1.26)

L’equazione (1.26) si chiama equazione di convezione-diffusione. Quando v = 0 si ottiene la classica
equazione di conduzione studiata nelle sezioni precedenti. Consideriamo ancora una volta un dominio
come quello della figura 1.3, ma con le pareti laterali parallele all’asse delle x (dominio rettangolare).
Supponiamo che tale dominio sia occupato da un mezzo (ad esempio un fluido) che scorre con velocità
v = U i data4. L’equazione (1.26) diventa

ρc
∂T

∂t
− k∆T + ρcU

∂T

∂x
= 0. (1.27)

Riscalando le variabili come nelle sezioni precedenti e trascurando la derivata temporale troviamo(
ρcUH2

kL

)
∂T̃

∂x̃
= ε2 ∂

2T̃

∂x̃2
+
∂2T̃

∂ỹ2
(1.28)

Il gruppo adimensionale

Pe =
ρcUH2

kL
=

(
ρcH2

k

)
(
L

U

) ,

viene chiamato numero di Peclet e rappresenta il rapporto fra il tempo caratteristico di diffusione e
quello di convezione. In pratica il numero di Peclet da una misura del peso giocato dalla convezione

3 Per volume materiale si intende un volume in evoluzione che ad ogni istante è costituito dalle medesime
particelle di fluido.

4 In generale la velocità v deve essere ricavata dal bilancio della quantità di moto.
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rispetto alla diffusione. Supponiamo che Pe= O(1), anzi per semplicità assumiamo proprio che
Pe= 1. Poniamo come condizioni al contorno

T̃ (0, y) = 1,
∂T̃

∂x̃
(1, y) = 0, T̃ (x,±1) = 0, (1.29)

ossia temperatura fissata all’ingresso e sulle superfici laterali e flusso nullo all’uscita. All’ordine zero
(omettendo i tilda) il problema diventa 

T0yy = T0x,

T0(0, y) = 1,

T0

∣∣∣
y=±1

= 0.

∂T0

∂x

∣∣∣
x=1

= 0.

(1.30)

L’equazione (1.30)1 è una equazione alle derivate parziali parabolica in cui la x gioca il ruolo del
tempo. Quindi, una volta data la condizione in x = 0, non ha senso specificare un’altra condizione
in x = 1 poiché in generale la soluzione del problema (1.30)1,2,3 non la soddisferà. Per comprendere
e superare questo “paradosso” dobbiamo pensare che la riscalatura che ha condotto alla (1.30)1

non valga in prossimità di x = 1. Cerchiamo la soluzione dell’equazione (1.30)1 per separazione di
variabili5, ossia cerchiamo la soluzione nella forma

T0(x, y) = X(x)Y (y),

cosicché

X
′
(x)Y (y) = X(x)Y

′′
(y) =⇒ X

′
(x)

X(x)
=
Y
′′
(y)

Y (y)
= −λ, (1.31)

dove λ è una costante poiché X e Y dipendono da variabili indipendenti distinte. Si trova

Y
′′

+ λY = 0. (1.32)

Se supponiamo che λ = −α2 < 0, allora l’equazione da risolvere diventa Y
′′−α2Y = 0 che ammette

come soluzioni
Y = Ae−αy +Beαy. (1.33)

Imponendo le condizioni al contorno su y = ±1 troviamoAe−α +Beα = 0,

Aeα +Be−α = 0,

la cui unica soluzione (se α 6= 0) è data da A = B = 0, ossia Y (y) = 0. Questo porta alla soluzione
banale T0 = 0 che però non è accettabile in quanto in x = 0 la soluzione deve soddisfare la condizione
T0 = 1. Si deduce quindi che λ non può essere negativo. Se λ = 0 allora la soluzione della (1.32) è
data da Y = Ay +B. In questo caso, imponendo le condizioni di Dirichlet su y = ±1 si trova

5 Si veda [10])
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A−B = 0,

che implica A = B = 0, ossia nuovamente la soluzione banale. Di conseguenza λ = α2 > 0 con la
soluzione di (1.32) è data da

Y = A cos(αy) +B sin(αy). (1.34)

Imponendo le condizioni al contorno troviamoA cos(α) +B sin(α) = 0,

A cos(α)−B sin(α) = 0,

la cui soluzione è data da A = 0 e sin(α) = 0, ossia α = nπ con n = 0, 1, 2, 3.... In pratica per ogni
n abbiamo la soluzione

Yn(y) = Bn sin(nπy).

La soluzione Xn(x) relativa a λn = n2π2 sarà la soluzione di X
′

= −λnX, cioè

Xn(x) = exp
[
−n2π2x

]
.

per cui
Xn(x)Yn(y) = Bn exp

[
−n2π2x

]
sin(nπy).

Qualsiasi combinazione lineare di queste soluzioni è una soluzione stessa, per cui possiamo scrivere

T0(x, y) =

∞∑
n=0

Bn sin(nπy) exp
[
−n2π2x

]
, (1.35)

dove i coefficienti Bn sono i coefficienti dello sviluppo di Fourier del dato iniziale T0 = 1. Infatti
imponendo la condizione su x = 0 troviamo

1 =

∞∑
n=0

Bn sin(nπy). (1.36)

Moltiplicando la (1.36) per sin(mπy) ed integrando tra 0 e 1 troviamo∫ 1

0

sin(mπy)dy =

∞∑
n=0

Bn

∫ 1

0

sin(nπy) sin(mπy)dy︸ ︷︷ ︸
δnm/2

,

dove δnm è la delta di Kronecher con δnn = 1 e δnm = 0 se n 6= m. Integrando si verifica facilmente
che

Bn =
2

nπ
[1− (−1)n] . (1.37)

Di conseguenza, la soluzione del problema (1.30)1−3 è data dalla (1.35) con i coefficienti Bn dati
dalla (1.37). Tale soluzione chiaramente non soddisfa la condizione di flusso nullo in x = 1. Come
detto in precedenza si suppone che il problema riscalato (1.30) valga dappertutto tranne che in una
piccola regione di ampiezza δ in prossimità di x = 1. Questa regione prende il nome di boundary
layer termico (BL). Nel boundary layer la riscalatura che abbiamo effettuato non è adeguata, dal
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momento che la lunghezza caratteristica non è quella di tutta la sbarretta ma quella molto più
piccola dello strato limite termico. Introduciamo allora una nuova variabile adimensionale ξ tale che

x− 1 = δξ ξ < 0, (1.38)

con δ parametro “piccolo” da determinare. Quando x si muove nel boundary layer, la nuova variabile
adimensionale ξ varia fra 0 e −1. Inoltre dx = δdξ e

∂

∂x
=

1

δ

∂

∂ξ

Con questa nuova variabile il problema (1.28) diventa

1

δ

∂T

∂ξ
=
ε2

δ2

∂2T

∂ξ2
+
∂2T

∂y2
. (1.39)

Supponiamo che δ = O(ε2) e per semplicità scriviamo δ = ε2. L’equazione (1.39) si trasforma in

∂T

∂ξ
=
∂2T

∂ξ2
+ ε2 ∂

2T

∂y2
. (1.40)

cosicché il problema all’ordine zero nel boundary layer diventa

∂T0b

∂ξ
=
∂2T0b

∂ξ2
, ξ < 0

T0b(ξ,±1) = 0,

∂T0b

∂ξ
(0, y) = 0.

(1.41)

Notiamo che il problema (1.41) è un problema di tipo ellittico. La soluzione di tale problema necessita
della conoscenza di un dato al contorno anche per il bordo sinistro ξ = −1 del boundary layer di
spessore δ, che però non è specificato. La soluzione di (1.41) è pertanto data da

T0b = A(y), (1.42)

con A funzione arbitraria della sola y tale che A(±1) = 0. Ovviamente di queste funzioni ne possiamo
trovare una infinità. Per determinare la funzione A dobbiamo fare il cosidetto “mathching” fra le
due scale, ossia imporre

A(y) = T0(1, y), (1.43)

dove T0(1, y) è dato dalla (1.35). La condizione (1.43) fornisce la condizione di accoppiamento fra il
problema nel boundary layer (1.41) e quello nel bulk (1.30).

1.5 Transizioni di fase solido-liquido: il problema di Stefan

Consideriamo il problema della transizione di fase solido-liquido. Per semplicità immaginiamo che
il materiale in cui si osserva la transizione di fase sia l’acqua, cosicché la transizione sia quella di
acqua e ghiaccio, anche se il modello può essere applicato ad altri materiali puri.
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⌦s

⌦`

�

liquido

solido

Figura 1.4. Schema del dominio occupato dal liquido e dal solido.

Il passaggio liquido-solido è caratterizzato da due parametri fondamentali: la temperatura di
transizione Tm ed il calore latente λ necessario a sciogliere (o solidificare) la sostanza stessa. Consi-
deriamo allora un dominio Ω ⊂ R come quello schematizzato in Fig. 1.4. Il dominio sarà suddiviso
in due regioni Ω` e Ωs in cui l’acqua si trova allo stato liquido e allo stato solido rispettivamente,
per cui scriveremo

Ω = Ω` ∪ Ωs.

Le due regioni sono separate da una superficie Γ su cui avviene la transizione di fase. Sulla superficie
Γ assumeremo che la temperatura sia quella di solidificazione dell’acqua (o di fusione del ghiaccio),
ossia Tm = 0. Supponiamo che il sistema sia statico, ossia la velocità delle sue particelle sia nulla.
In entrambi i sotto-domini la temperatura soddisfa l’equazione del calore, per cui

ρscs
∂Ts
∂t
− ks∆Ts = 0 in Ωs

ρ`c`
∂T`
∂t
− k`∆T` = 0 in Ω`

La superficie Γ varia nel tempo per via dell’evoluzione del processo di solidificazione-scioglimento e
di conseguenza anche i domini Ωs e Ω` variano nel tempo. La superficie Γ è dunque una incognita
del problema e prende il nome di frontiera mobile o frontiera libera. Il problema della determinazione
della temperatura e della superficie su cui avviene la transizione di fase prende il nome di problema
di Stefan a due fasi.

Per determinare la soluzione è necessario introdurre una ulteriore condizione su Γ. Questa con-
dizione è ottenuta imponendo il bilancio del flusso termico su Γ. A questo scopo consideriamo un
elemento infinitesimo dσ della superficie Γ ed indichiamo con n la normale che punta verso la fase
solida e con v la velocità della frontiera nel punto x su cui è centrato l’elemento infinitesimo dσ6.
La quantità di calore assorbita (in caso di scioglimento) o rilasciata (in caso di solidificazione) che
si osserva sperimentalmente viene detta calore latente λ. In pratica

ρjλv · n (1.44)

rappresenta il calore assorbito (j = `) oppure rilasciato (j = s) per unità di superficie e per unità
di tempo. La quantità (1.44) deve essere bilanciata dal flusso netto di calore attraverso Γ per cui
scriveremo

ρjλv · n = −k`∇T` · n + ks∇Ts · n (1.45)

6 La superficie Γ non è materiale, per cui la sua velocità può non essere nulla anche se tutto il sistema è
statico.
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Figura 1.5. Interfaccia di transizione.

dove prenderemo j = ` nel caso dello scioglimento (v · n > 0) oppure j = s nel caso della solidifica-
zione (v · n < 0). La condizione (1.45) prende il nome di condizione di Stefan. Supponiamo che Γ
sia rappresentata in forma implicita da S(x, t) = 0. Si ha

∂S

∂t
+∇S · v = 0 n = ± ∇S‖∇S‖

Di conseguenza

v · n = ∓ St
‖∇S‖

cosicché la (1.45) può essere riscritta come

−ρjλSt =
[
− k`∇T` + ks∇Ts

]
· ∇S (1.46)

Il problema di Stefan consiste nel cercare la terna (T`, Ts, S) sotto opportune condizioni iniziali ed
al bordo. Il problema è assai complesso sia dal punto di vista analitico che da quello numerico.

Noi considereremo un caso speciale unidimensionale e ad una fase. In pratica consideriamo la
situazione in cui Ω = R e Γ è rappresentato dall’equazione implicita S = x−s(t) = 0, dove la regione
x < s(t) rappresenta la fase liquida e x > s(t) la fase solida in cui si suppone che la temperatura sia
identicamente uguale a zero, vedi Fig. 1.6. Il problema in questo caso si dice ad una fase poiché non

solido
liquido

x = s(t)

Ts = 0T` > 0

x

Figura 1.6. Problema unidimensionale ad una fase.

c’è bisogno di risolvere l’equazione per la temperatura nella fase solida. Le equazioni che descrivono
il problema sono
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ρ`c`
∂T`
∂t
− k`

∂2T`
∂x2

= 0 x 6 s(t), t > 0

T`(s, t) = 0 t > 0

ρ`λṡ = −k`
∂T`
∂x

(s, t) t > 0

s(0) = so so ∈ R

T`(x, 0) = T`o(x) x 6 so

(1.47)

dove so è la posizione iniziale dell’interfaccia e T`o(x) è la temperatura iniziale. Il problema (1.47)
deve essere completato con una condizione per la temperatura per x → −∞, se si considera il
dominio infinito, oppure per un qualche xL < so. Queste condizioni possono essere di tipo Dirichlet
(se si assegna il valore della temperatura) oppure di Neumann (se si assegna il flusso di calore).

Riscaliamo il problema utilizzando le variabili adimensionali

T` = TcT̃ x = Lx̃ t =

(
ρ`c`L

2

k`

)
t̃

s = Ls̃ so = Ls̃o T`o = TcT̃o

dove L è una lunghezza caratteristica del fenomeno e dove scegliamo come temperatura caratteristica

Tc =
λ

c`
.

Omettendo per semplicità i˜il problema riscalato diventa

∂T

∂t
− ∂2T

∂x2
= 0 x 6 s(t), t > 0

T (s, t) = 0 t > 0

ṡ = −∂T
∂x

(s, t) t > 0

s(0) = so so ∈ R

T (x, 0) = To(x) x < so

(1.48)

1.6 Soluzioni auto-similari per il problema di Stefan

Consideriamo il problema (1.48) e cerchiamo soluzioni del tipo

T (x, t) = f
(
γ(t)x

)
= f(ξ) ξ = γ(t)x, (1.49)

dove γ ed f sono incognite. Soluzioni del tipo (1.49) sono dette auto-similari. Sostituendo la (1.49)
nella (1.48)1 si trova

f ′γ̇x− γ2f ′′ = 0
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che implica
f ′′

ξf ′
=

γ̇

γ3
= c c ∈ R

poiché ξ e t sono variabili indipendenti. Dal momento che T (s, t) = 0 si trova

s(t)γ(t) = ξo f(ξo) = 0.

L’integrazione della equazione per γ con γ(0) =∞ conduce a

− 1

2γ2
= ct c ∈ R.

Se vogliamo che γ esista per tutti i tempi allora necessariamente c < 0, per cui possiamo porre
c = −λ2 < 0. Di conseguenza

γ(t) =
1

λ
√

2t
s(t) = ξoλ

√
2t = 2α

√
t α ∈ R.

ossia l’interfaccia di transizione evolve come la radice di t. Adesso integriamo l’equazione per f

ln
∣∣∣f ′∣∣∣ = −λ

2ξ2

2
+ c =⇒ f ′ = e−

λ2ξ2

2 +c

Integrando la f ′ tra ξo e ξ si trova

f(ξ) = ec
∫ ξ

ξo

e−
λ2ζ2

2 dζ =

√
2ec

λ

∫ λξ√
2

λξo√
2

e−ζ
2

dζ

Introduciamo la funzione degli errori

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−ζ
2

dζ

il cui grafico è mostrato nella figura 1.7. Osserviamo che la funzione è dispari con

d erf(z)

dz
=

2√
π
e−z

2

lim
z→∞

erf(z) = 1.

Ponendo

A =

√
2πec

2λ

possiamo scrivere

f(ξ) = A

[
erf

(
ξλ√

2

)
− erf

(
ξoλ√

2

)]
ossia

T (x, t) = A

[
erf

(
x

2
√
t

)
− erf

(
ξoλ√

2

)]
Ricordiamo adesso che

Tx(x, t) =
A√
πt
e−

x2

4t ṡ =
α√
t
,

per cui, imponendo la condizione (1.48)3 si trova
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Figura 1.7. La funzione degli errori.

A = −√παeα2

Le soluzioni allora sono date da
T (x, t) =

√
παeα

2

[
erf(α)− erf

(
x

2
√
t

)]
s(t) = 2α

√
t

(1.50)

La soluzione (1.50) è detta soluzione di Neumann e descrive varie situazioni di carattere fisico.
Notiamo che α è incognita e deve essere determinata imponendo la condizione iniziale.

Esempio 1: (α > 0 e x < 2α
√
t) In questo caso stiamo considerando il dominio infinito x < 2α

√
t

mostrato in figura 1.8. Si vede facilmente che per x < 0

t

x

x = 2↵
p

tT > 0

To(↵)

Figura 1.8. Esempio 1.

lim
t→0

T (x, t) =
√
παeα

2
[

erf(α) + 1
]

= To(α) > 0.
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Esempio 2: (α > 0 e 0 < x < 2α
√
t) In questo caso stiamo considerando il dominio limitato

0 < x < 2α
√
t mostrato in figura 1.9. In questo caso dobbiamo considerare il limite per x→ 0+ che

t

x

x = 2↵
p

t
T > 0

T1(↵)

Figura 1.9. Esempio 2.

fornisce
lim
x→0+

T (x, t) =
√
παeα

2

erf(α) = T1(α) > 0.

Esempio 3: (α < 0 e x < 2α
√
t) In questo caso stiamo considerando il dominio illimitato x < 2α

√
t

mostrato in figura 1.10. In questo caso dobbiamo considerare il limite per t→ 0 che fornisce

t

x

x = 2↵
p

t

To(↵)

T < 0

Figura 1.10. Esempio 3.

lim
t→0

T (x, t) =
√
παeα

2
[

erf(α) + 1
]

= To(α) < 0.

Questo ultimo esempio è molto interessante dal punto di vista fisico poiché rappresenta la situazione
del cosiddetto sottoraffreddamento (in inglese supercooling). Infatti, come si evince dalla figura 1.10,
siamo nella situazione in cui la fase liquida si trova al di sotto della temperatura di formazione
del ghiaccio. Si tratta insomma di acqua a temperatura inferiore allo zero. Da un punto di vista
fisico si osserva che in questa situazione, se si perturba lo stato di quiete (agitando ad esempio
il liquido o introducendo un corpo estraneo), si provoca l’istantanea solidificazione del materiale.
L’esempio 3 rappresenta una situazione instabile da un punto di vista termodinamico, cioè il liquido
è in condizione metastabile.

Possiamo interpretare gli esempi 1-3 anche come problema inverso, ossia:
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• (Pb 1) Dato Θo > 0 determinare α affinché To(α) = Θo
• (Pb 2) Dato Θ1 > 0 determinare α affinché T1(α) = Θ1

• (Pb 3) Dato Θo < 0 determinare α affinché To(α) = Θo

Possiamo provare il seguente

Teorema 1 I problemi 1-2 hanno una unica soluzione α > 0 per ogni scelta di Θ0, Θ1. Il problema
3 ha invece una unica soluzione se Θo ∈ (−1, 0).

dim. Per il problema 1 si osserva che

T ′o(α) =
√
πeα

2
(

1 + 2α2
)[

1 + erf(α)
]

+ 2α > 0 α > 0

con
lim
α→∞

To(α) =∞ To(0) = 0

Per cui To(α) è una funzione monotona strettamente crescente (si veda la Fig. 1.11). Allo stesso

-4 -3 -2 -1 0 1 2
-3

-2

-1

0

1

2

3

T
o
(

)

funzione T
o
( )

Figura 1.11. La funzione To(α) per α ∈ R.

modo si vede che
T ′1(α) =

√
πeα

2
(

1 + 2α2
)

erf(α) + 2α > 0 α > 0

con
lim
α→∞

T1(α) =∞ T1(0) = 0

per cui anche il problema 2 ammette soluzione per qualunque scelta Θ1 > 0 (si veda la Fig. 1.12).
Per quanto riguarda invece il problema 3 dimostrare l’esistenza di una soluzione per Θo ∈ (−1, 0)
non è immediato. Per prima cosa calcoliamo il limite di To(α) per α → −∞. Utilizzando la regola
de l’Hopital si trova

lim
α→−∞

To(α) = lim
α→−∞

√
π
[

erf(α) + 1
]

e−α2

α

= lim
α→−∞

2e−α
2

−2e−α2 − e−α2

α2

= −1 (1.51)

Osserviamo poi che
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Figura 1.12. La funzione T1(α) per α ∈ R+.

T ′o(α) = To(α)
1 + 2α2

α
+ 2α T ′′o (α) = T ′o(α)

1 + 2α2

α
+ 2 + To(α)

2α2 − 1

α2

con T ′o(0) =
√
π. Supponiamo che ᾱ < 0 sia un punto T ′o(ᾱ) = 0. Si ha

To(ᾱ) = − 2ᾱ2

1 + 2ᾱ2
∈ (−1, 0)

T ′′o (ᾱ) =
4

1 + 2ᾱ2
> 0,

per cui ᾱ può essere solamente un punto di minimo t.c. To(ᾱ) ∈ (−1, 0), contraddicendo la (1.51).
Se ne conclude che T ′o(α) > 0 anche per α < 0 e questo conclude la dimostrazione del teorema.

L’interpretazione fisica del teorema 1 risulta adesso chiara. Mentre lo scioglimento del ghiaccio
è dovuto ad una temperatura iniziale positiva oppure ad una temperatura positiva sulla superficie
x = 0, la conversione di un liquido sottoraffreddato in ghiaccio a temperatura nulla è possibile solo
se la temperatura iniziale è negativa ma non eccessivamente fredda, ossia per Θo ∈ (−1, 0).
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La teoria dello strato limite

In questo capitolo ci occupiamo del problema del flusso di un fluido viscoso con bassa viscosità at-
torno ad un profilo solido. Lo studio di questo tipo di dinamica ci porterà all’introduzione dello
strato limite della quantità di moto, ossia una regione in prossimità di una parete solida in cui gli
effetti viscosi del fluido sono non trascurabili anche per piccoli valori della viscosità. Da un punto di
vista matematico abbiamo a che fare con qualcosa di simile a quanto visto nella sezione 1.4, anche
se qui il problema è di natura meccanica e non termica.

La teoria dello strato limite si basa sul lavoro dell’ingegnere tedesco Ludwig Prandtl che all’i-
nizio del ’900 ipotizzò, in un flusso potenziale attorno ad un ostacolo, l’esistenza di una zona in
prossimità dell’ostacolo, detta appunto strato limite, in cui la velocità differisce drasticamente da
quella uniforme caratteristica della porzione di fluido lontana dall’ostacolo.

Prandtl ipotizzò inoltre che le dimensioni dello strato limite fossero piccole rispetto alle dimen-
sioni caratteristiche del campo di moto del fluido. Le linee di corrente di un tale flusso rimangono
perciò inalterate fin quando non intersecano lo strato limite, cominciando poi a deflettere a causa
del drastico rallentamento della velocità .

Cominciamo quindi considerando il flusso di un fluido viscoso newtoniano con bassa viscosità,
come ad esempio l’aria, attorno ad un profilo solido fisso. Per far questo dobbiamo prima dare alcuni
cenni riguardo la cinematica e la dinamica dei mezzi continui.

2.1 Richiami di meccanica dei continui

Per descrivere il moto di fluido supponiamo che esso occupi un dominio formato da punti materiali
dotati di massa. Supponiamo che il dominio occupato dal fluido ad un istante t = 0 sia una certa
regione Ωo ⊂ R3. Supponiamo invece che all’istante t > 0 il medesimo fluido occupi una regione Ωt,
come rappresentato in Fig. 2.1 . La configurazione Ωo si dice configurazione di riferimento, mentre
la Ωt si dice configurazione attuale. Un punto X ∈ Ωo viene portato nel punto x ∈ Ωt attraverso la
mappa

x = χ(X, t). (2.1)

La funzione χ : R3 → R3 rappresenta il moto ed è una incognita da determinare per mezzo di
equazioni di bilancio. Le coordinate X della configurazione di riferimento si dicono coordinate la-
grangiane, mentre le x della configurazione attuale si dicono coordinate euleriane. Definiamo il
gradiente di deformazione

F =
∂χ

∂X
,
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Figura 2.1. Volume materiale di fluido.

dove F è un tensore del secondo ordine (ossia una matrice 3× 3) tale che

Fij =
∂χi
∂Xj

.

Per evitare problematiche di natura topologica richiederemo che χ ∈ C2 e che lo Jacobiano

J = det F > 0. (2.2)

Per descrivere l’evoluzione del mezzo continuo possiamo utilizzare due tipi di approcci:

• approccio lagrangiano: si descrive l’evoluzione dei punti X seguendone la traiettoria al variare
del tempo

• approccio euleriano: si descrive l’evoluzione del sistema ponendosi in un punto x dello spazio e
osservando le particelle che al variare del tempo transitano per quel punto.

In meccanica dei fluidi l’approccio comunemente utilizzato è quello euleriano. La velocità e
l’accelerazione di un punto X nella rappresentazione lagrangiana sono date da

v(X, t) =
∂χ

∂t
(X, t) a(X, t) =

∂2χ

∂t2
(X, t),

mentre nella rappresentazione euleriana

v(x, t) =
∂χ

∂t
(X, t)

∣∣∣
X=χ−1(x,t)

a(x, t) =
∂2χ

∂t2
(X, t)

∣∣∣
X=χ−1(x,t)

dove
X = χ−1(x, t) (2.3)

è la mappa inversa di (2.1) la cui esistenza è garantita dalla (2.2). Supponiamo che G rappresenti una
qualsiasi quantità scalare definita sul mezzo continuo. Per G avremo due rappresentazioni: quella
lagrangiana GL(X, t) e quella euleriana GE(x, t). In particolare possiamo scrivere

G = GL(X, t) = GE(x, t),

dove il passaggio da una rappresentazione all’altra si effettua tramite la (2.1) e la sua inversa (2.3).
Derivando GL rispetto al tempo si trova
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dG

dt
=
∂GL
∂t

(X, t),

dal momento che le X non dipendono dal tempo. Se invece deriviamoGE rispetto al tempo otteniamo

dG

dt
=
dGE
dt

=
∂

∂t

[
GE(χ(X, t), t)

]
= ∇xGE(x, t) · v(x, t) +

∂GE
∂t

(x, t),

dove il gradiente è fatto rispetto alle coordinate euleriane. Notiamo dunque che nella derivata eule-
riana la variazione nel tempo ha anche un termine convettivo dovuto al fatto che al variare del tempo
la particella che transita per x non è sempre la stessa. La derivata d/dt si dice derivata materiale
o derivta sostanziale, e rappresenta la derivazione nel tempo lungo le traiettorie delle particelle. I
moti stazionari sono quelli per cui localmente

∂v

∂t
(x, t) = 0.

Una porzione di continuo si dice volume materiale quando le particelle che compongono il volume
sono, al variare del tempo, sempre le stesse. Consideriamo allora una quantità scalareG definita su un
volume materiale Ωt e consideriamo in particolare la sua rappresentazione euleriana. Per semplicità
eliminiamo il pedice E . Possiamo provare (rimandiamo il lettore interessato alla dimostrazione a [7])
che

d

dt

∫
Ωt

G(x, t)dx =

∫
Ωt

[
∂G

∂t
+ div

(
Gv
)]
dx. (2.4)

La relazione (2.4) è nota anche come teorema del trasporto di Reynolds. Attraverso la (2.4) è facile
ricavare l’equazione di continuità (1.25). Infatti prendendo G = ρ e considerando che la (2.4) vale
per Ωt ma anche per ogni sottodomino di Ωt si trova esattamente la (1.25). Prendendo G = 1 si
trova

d

dt

∫
Ωt

dx =
d

dt

[
Vol (Ωt)

]
=

∫
Ωt

div vdx, (2.5)

da cui si nota che se div v = 0 (campo vettoriale solenoidale) il volume di qualsiasi dominio materiale
viene conservato durante il moto (moto isocorico). Per scrivere il bilancio della quantità di moto di
un dominio materiale Ωt (l’equivalente della seconda legge di Newton per i mezzi continui) dobbiamo
scrivere la relazione

d

dt

(
quantità di moto di Ωt

)
= Risultante delle forze applicate a Ωt

La quantità di moto di Ωt è data da

Q =

∫
Ωt

ρvdx.

Utilizzando il teorema del trasporto (2.4) per la i-esima componente si trova

dQi
dt

=

∫
Ωt

∂

∂t

(
ρvi

)
+ div

(
ρviv

)
dx =

∫
Ωt

vi
∂ρ

∂t
+ vi div

(
ρv
)

︸ ︷︷ ︸
=0

+ρ
∂vi
∂t

+ ρ∇vi · vdx.

per cui
dQi
dt

=

∫
Ωt

ρ

(
∂vi
∂t

+∇vi · v
)
dx. (2.6)
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Introducendo il tensore gradiente di velocità

∇v =



∂v1

∂x

∂v1

∂y

∂v1

∂z

∂v2

∂x

∂v2

∂y

∂v2

∂z

∂v3

∂x

∂v3

∂y

∂v3

∂z


possiamo scrivere la (2.6) in forma vettoriale

dQ

dt
=

∫
Ωt

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
dx. (2.7)

dove

(∇v)v =



∂v1

∂x

∂v1

∂y

∂v1

∂z

∂v2

∂x

∂v2

∂y

∂v2

∂z

∂v3

∂x

∂v3

∂y

∂v3

∂z




v1

v2

v3



è il prodotto righe per colonne. La (2.7) rappresenta la velocità di variazione della quantità di moto
del volume Ωt. Adesso dobbiamo scrivere la risultante delle forze applicate a Ωt. Per far questo
introduciamo il concetto di sforzo all’interno del volume Ωt (per una trattazione più rigorosa si
veda [7]). In un mezzo continuo lo stato delle forze è dato da un vettore t(x,n, t) denominato sforzo.
Lo sforzo rappresenta la forza per unità di superficie esercitata su un elemento di superficie dσ
(centrato in x e con normale n) da una delle due porzioni del mezzo separate dalla superficie dσ,
vedi Fig. 2.2. Per il principio di azione e reazione

t(x,−n, t) = −t(x,n, t).

La componente dello sforzo lungo la normale n si dice normale, mentre la componente lungo lo
spazio tangente a dσ si chiama di taglio. Supponendo che Ωt sia una parte del mezzo continuo e
quindi circondato da una ulteriore porzione del mezzo, possiamo asserire che l’azione della parte
complementare a Ωt esercita una forza su ∂Ωt data da

ΦS =

∫
∂Ωt

t(x,n, t)dσ, (2.8)

dove n rappresenta la normale esterna a ∂Ωt. Le altre forze che agiscono su Ωt si dicono forze di massa
ed agiscono a distanza (l’esempio più comune è la forza di gravità). Queste si indicano mediante un
vettore risultante f che rappresenta la forza per unità di massa agente su Ωt. In conclusione le forze
di massa possono essere rappresentate come

ΦM =

∫
Ωt

ρf(x, t)dx. (2.9)
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x

d�

t(x,n; t)
<latexit sha1_base64="uSVh0a56bic65q80rCm+YMiuke8="></latexit><latexit sha1_base64="uSVh0a56bic65q80rCm+YMiuke8="></latexit><latexit sha1_base64="uSVh0a56bic65q80rCm+YMiuke8="></latexit>

= T(x, t)n
<latexit sha1_base64="uZLR7F+97gWiz37RDjj8oruR9vQ="></latexit><latexit sha1_base64="uZLR7F+97gWiz37RDjj8oruR9vQ="></latexit><latexit sha1_base64="uZLR7F+97gWiz37RDjj8oruR9vQ="></latexit>

Componente normale
<latexit sha1_base64="nX0xkm3/nlW3VnqzG5OXTX+0aes="></latexit><latexit sha1_base64="nX0xkm3/nlW3VnqzG5OXTX+0aes="></latexit><latexit sha1_base64="nX0xkm3/nlW3VnqzG5OXTX+0aes="></latexit>

Componente di taglio
<latexit sha1_base64="FziMGOyOsYiJhZ24eWgxaboQn2Y="></latexit><latexit sha1_base64="FziMGOyOsYiJhZ24eWgxaboQn2Y="></latexit><latexit sha1_base64="FziMGOyOsYiJhZ24eWgxaboQn2Y="></latexit>

Figura 2.2. Sforzo in un mezzo continuo.

Il bilancio della quantità di moto è dato dunque da

dQ

dt
= ΦS + ΦM .

Utilizzando le (2.7), (2.8), (2.9) si ottiene∫
Ωt

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
dx =

∫
∂Ωt

t(x,n, t)dσ +

∫
Ωt

ρf(x, t)dx, (2.10)

che rappresenta la formulazione integrale del bilancio della quantità di moto (o momento lineare).
È possibile dimostrare il seguente

Teorema 1 (Cauchy) Il vettore t(x,n, t) è lineare in n per cui è possibile determinare un tensore
T con componenti Tij(x, t) tale che

t(x,n, t) = T(x, t)n.

Dimostrazione Prendiamo un tetraedro infinitesimale come quello rappresentato in Fig. 2.3 e
osserviamo che esso ha tre facce perpendicolari agli assi coordinati e una normale a n. Supponiamo
che dσ sia l’area della superficie normale a n e che dσi sia l’area della superficie normale a ei. L’area
dσi può essere determinata facendo la proiezione di dσ sulla faccia perpendicolare a ei

dσi = (n · ei)dσ = nidσ,

dove
n = n1e1 + n2e2 + n3e3.

L’equazione di equilibrio per il tetraedro infinitesimo è data da

0 = ΦS + ΦM .

Ricordando che le dimensioni del tetraedro sono infinitesime (per cui possiamo non considerare gli
integrali nell’equazione di bilancio), dalla (2.10) si ottiene
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Figura 2.3. Tetraedro di Cauchy

ρ(x, t)f(x, t)dx︸ ︷︷ ︸
forze di massa

+

3∑
i=1

t(x,−ei, t)dσi + t(x,n, t)dσ︸ ︷︷ ︸
forze di superficie

= 0,

o analogamente

ρ(x, t)f(x, t)dx +

3∑
i=1

t(x,−ei, t)nidσ + t(x,n, t)dσ = 0. (2.11)

Dato che dx rappresenta il volume del tetraedro e dσ una delle sue facce si ha

lim
dσ→ 0

(
dx

dσ

)
= 0,

cosicché, dividendo la (2.11) per dσ e calcolando il limite dσ → 0, otteniamo

t(x,n, t) =

3∑
i=1

t(x, ei, t)ni.

Se definiamo il tensore dello stress di Cauchy T(x, t) come il tensore le cui colonne sono date dai
vettori t(x, ei, t) troviamo

t(x,n, t) = T(x, t)n.

Per cui
Tij(x, t) = t(x, ei, t) · ej .

e

T =


T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

 (2.12)
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In pratica t può essere espresso mediante un tensore del secondo ordine (una matrice 3 × 3) applicata
ad n. La componente normale dello sforzo è

tn = (Tn · n)n,

mentre quella tangenziale è
tt = Tn− (Tn · n)n.

Il tensore degli sforzi di Cauchy T è simmetrico1 e rappresenta lo stato di tensione del mezzo.
L’equazione (2.10) diventa dunque∫

Ωt

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
dx =

∫
∂Ωt

T(x, t)ndσ +

∫
Ωt

ρf(x, t)dx. (2.13)

Applicando il teorema delle divergenza a ciascuna componente dell’integrale di superficie su ∂Ωt
nella (2.13) si trova che ∫

∂Ωt

Tndσ =

∫
Ωt

div Tdx.

dove

div T =



∂T11

∂x
+
∂T12

∂y
+
∂T13

∂z

∂T12

∂x
+
∂T22

∂y
+
∂T23

∂z

∂T13

∂x
+
∂T23

∂y
+
∂T33

∂z


Per l’arbitrarietà di Ωt si trova

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
= div T + ρf , (2.14)

che rappresenta la formulazione locale del bilancio del momento lineare o quantità di moto.
La forma di T dipende dalla natura del mezzo continuo che stiamo considerando (solido, liquido,

elastico, viscoso, ecc). Il tensore T è solitamente dato in funzione delle variabili cinematiche del
sistema (e.g. velocità o sue derivate). L’equazione che specifica la dipendenza di T dalle variabili
cinematiche e/o termodinamiche si dice equazione costitutiva.

2.2 Fluidi Newtoniani e fluidi ideali

Come detto in precedenza, lo stato di tensione T dipende dal tipo di materiale che stiamo consi-
derando. Solitamente nei fluidi T è legato alle variabili cinematiche come la velocità. Per un fluido
viscoso incomprimibile si ha

T = −pI + µ(∇v +∇vT ) (2.15)

dove µ è un coefficiente chiamato viscosità, p è la pressione e

1 La simmetria di T si prova imponendo il bilancio del momento angolare. Per la dimostrazione si veda [7].



28 2 La teoria dello strato limite

I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (2.16)

è il tensore identità. Sostituendo la (2.15) nella (2.14) troviamo

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
= −∇p+ µdiv(∇v +∇vT ) + ρf . (2.17)

Mediante semplici calcoli è possibile mostrare che

div(∇v +∇vT ) = ∇(div v) + µ∆v,

dove

∆v =



∂2v1

∂x2
+
∂2v1

∂y2
+
∂2v1

∂z2

∂2v2

∂x2
+
∂2v2

∂y2
+
∂2v2

∂z2

∂2v3

∂x2
+
∂2v3

∂y2
+
∂2v3

∂z2


Ricordando che in un fluido incomprimibile div v = 0, si trova la cosiddetta equazione di Navier-
Stokes

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
= −∇p+ µ∆v + ρf . (2.18)

Una derivazione rigorosa dell’equazione di Navier-Stokes può essere trovata in [1]. I fluidi in cui
µ = 0 si dicono ideali o inviscidi. L’equazione costitutiva dei fluidi ideali è

T = −pI

e il bilancio della quantità di moto si riduce a

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
= −∇p+ ρf ,

nota anche come equazione di Eulero. Notiamo che, mentre l’equazione di Navier-Stokes è del secondo
ordine (sono presenti infatti le derivate seconde della velocità), l’equazione di Eulero è del primo
ordine.

2.3 La teoria dello strato limite

In generale i fluidi sono definiti come mezzi continui in cui gli sforzi di taglio sono nulli in condizioni
statiche. Questo significa che a risposo l’unica componente non nulla dello sforzo è quella normale.
Nei fluidi ideali le componenti di taglio sono nulle anche in condizioni dinamiche, il che significa che
gli strati di fluido non esercitano sforzi di taglio l’un con l’altro. Ovviamente l’assunzione di fluido
ideale è una idealizzazione, in quanto in realtà si tratta di un fluido viscoso con viscosità molto
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bassa. La forza di “drag” (trascinamento) esercitata sulle pareti di un solido immerso in un fluido
ideale è dunque nulla, in quanto l’azione di taglio esercitata dal fluido è pari a zero. Questo risultato,
noto anche come “paradosso di d’Alembert”, contrasta con l’esperienza quotidiana, basti pensare
alla forza esercitata dall’aria (che con buona approssimazione può essere considerata un fluido ideale)
su un braccio posto fuori dal finestrino di una macchina in moto.

Considerando un profilo solido come quello mostrato in Fig. 2.4, dall’ipotesi di fluido ideale
abbiamo che la velocità tangenziale delle particelle di aria sul profilo non risente del fatto che tali
particelle sono a contatto con il mezzo rigido (velocità tangenziale non nulla). Ma se la forza di
trascinamento non è nulla, come si evince dall’esperimento del braccio fuori dal finestrino, allora
in qualche maniera queste particelle debbono “attaccarsi” al profilo rigido. Per superare questo
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Figura 2.4. Profilo alare e strato limite.

paradosso Prandtl, nel 1904, propose l’ipotesi che in prossimità del profilo rigido l’aria si comporti
come un fluido viscoso (che si attacca dunque al solido trascinando quindi il corpo), mentre lontano
da esso si comporti come un fluido ideale. In questo caso la velocità dell’aria sul profilo, ossia
la velocità relativa aria-solido, è nulla. In pratica, in un piccolo intorno dell’ala di spessore δ la
velocità dell’aria varia molto rapidamente da 0 fino ad un valore uniforme. Lo spessore di questo
intorno viene chiamato “strato limite” (boundary layer in inglese) e può variare lungo il profilo, ossia
si ha δ = δ(s), dove s rappresenta l’ascissa curvilinea che descrive il profilo alare. In Figura 2.4 viene
mostrato il profilo solido e lo strato limite attorno ad esso.

2.4 Modello per il calcolo dello spessore dello strato limite

Vogliamo scrivere un modello matematico che ci permetta di calcolare lo spessore dello strato limite.
Per far questo consideriamo una idealizzazione in cui il profilo diventa una lastra piana di lunghezza
L, ossia un oggetto unidimensionale, come quello mostrato in Figura 2.5. Come in precedenza,
l’idealizzazione del modello ci permetterà di dedurre il comportamento del profilo in situazioni
più generali di quella di una lastra. Il modello semplice (idealizzato) ci darà dunque informazioni
circa il comportamento nel caso di un profilo bidimensionale. Il moto di un fluido incomprimibile
newtoniano è governato dalla equazione di Navier-Stokes (2.18) che in assenza di forze di massa
diventa 

div v = 0,

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
= −∇p+ µ∆v

(2.19)

Consideriamo il caso 2D, ossia quello in cui
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Figura 2.5. Strato limite: il caso di una lastra piana.

v(x, y, t) = v1(x, y, t)e1 + v2(x, y, t)e2. (2.20)

L’equazione (2.19) diventa

∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
= 0,

ρ

(
∂v1

∂t
+ v1

∂v1

∂x
+ v2

∂v1

∂y

)
= −∂p

∂x
+ µ

(
∂2v1

∂x2
+
∂2v1

∂y2

)

ρ

(
∂v2

∂t
+ v1

∂v2

∂x
+ v2

∂v2

∂y

)
= −∂p

∂y
+ µ

(
∂2v2

∂x2
+
∂2v2

∂y2

)
(2.21)

Le equazioni (2.21) descrivono il moto dell’aria in prossimità della lastra. Lontano dalla lastra, ossia
al di fuori dello strato limite, le (2.21) sono automaticamente soddisfatte da un campo di velocità e
pressione uniformi. Il problema (2.21) deve essere accoppiato alle condizioni al contorno

lim
y→∞

v = V∞e1,

lim
y→∞

p = po,

v = 0, su y = 0, x > 0.

(2.22)

Le prime due relazioni di (2.22) ci dicono che lontano dalla lastra la velocità e la pressione sono
uniformi, mentre la (2.22)3 corrisponde alla richiesta che le particelle di fluido aderiscano alla lastra
solida.

2.5 Adimensionalizzazione

Come per il problema termico, anche per questo, usiamo grandezze caratteristiche per identificare,
nelle (2.21), quali termini “contano” e quali no. Considereremo solamente il caso stazionario, ossia
quello in cui le derivate temporali vengono trascurate. Consideriamo un sistema di riferimento
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solidale con la lastra e supponiamo che la velocità dell’aria lontano dal profilo alare sia v = V∞e1.
Riscaliamo le variabili del modello nel seguente modo:

v1 = V∞ṽ1, v2 =

(
V∞D
L

)
ṽ2, p = ρV 2

∞p̃

x = Lx̃, y = Dỹ,

dove D è uno spessore caratteristico del boundary layer che deve essere determinato. La riscala-
tura della pressione ρV 2

∞ viene anche indicata con il termine “scala di pressione aerodinamica” e
rappresenta l’ordine di grandezza delle forze inerziali. Supponiamo, seguendo l’idea di Prandtl, che
D << L ed introduciamo il parametro

ε =
D

L
<< 1, (2.23)

che afferma che lo spessore caratteristico dello strato limite è piccolo in confronto alla lunghezza L
della lastra. In questo caso

v1 = V∞ṽ1, v2 = εV∞ṽ2, x = Lx̃, y = εLỹ.

Le equazioni che governano il moto stazionario (in cui si trascura la dipendenza dal tempo) in forma
adimensionale diventano
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)
∂2ṽ1

∂x̃2
+

(
V∞
ε2L2

)
∂2ṽ1

∂ỹ2

]
,

(
ερV 2
∞

L

)[
ṽ1
∂ṽ2

∂x̃
+ ṽ2

∂ṽ2

∂ỹ

]
= −

(
ρV 2
∞

εL

)
∂p̃

∂ỹ
+ µ

[(
εV∞
L2

)
∂2ṽ2

∂x̃2
+

(
εV∞
ε2L2

)
∂2ṽ2

∂ỹ2

]
.

Dopo un pò di calcoli si trova (omettiamo i tilda per semplicità )

∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
= 0,

[
v1
∂v1

∂x
+ v2

∂v1

∂y

]
= −∂p

∂x
+

(
µLV∞
ρV 2∞ε2L2

)[
ε2 ∂

2v1

∂x2
+
∂2v1

∂y2

]
,

[
v1
∂v2

∂x
+ v2

∂v2

∂y

]
= − 1

ε2

∂p

∂y
+

(
µLV∞
ρV 2∞ε2L2

)[
ε2 ∂

2v2

∂x2
+
∂2v2

∂y2

]
,

(2.24)

Introduciamo il numero di Reynolds

Re =
ρV∞L
µ

=
ρV 2
∞(

µV∞
L

) , (2.25)
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che rappresenta il rapporto fra le forze inerziali e quelle viscose. Il coefficiente di fronte alle derivate
del secondo ordine in (2.24) diventa (

µLV∞
ρV 2∞ε2L2

)
=

1

ε2Re
. (2.26)

In conclusione possiamo riscrivere il problema come

∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
= 0,

[
v1
∂v1

∂x
+ v2

∂v1

∂y

]
= −∂p

∂x
+

(
1

ε2Re

)[
ε2 ∂

2v1

∂x2
+
∂2v1

∂y2

]
,

[
v1
∂v2

∂x
+ v2

∂v2

∂y

]
= − 1

ε2

∂p

∂y
+

(
1

ε2Re

)[
ε2 ∂

2v2

∂x2
+
∂2v2

∂y2

]
,

Supponiamo che V∞ sia molto grande, cosicché Re >> 1. Supponiamo, ad esempio, che

Re = O(ε−2) =⇒ ε2Re = O(1),

e poniamo

α =
1

ε2Re
= O(1). (2.27)

Trascuriamo adesso tutti i termini contenenti ε, ossia consideriamo l’ordine zero del problema. Il
sistema di equazioni diventa 

∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
= 0,

v1
∂v1

∂x
+ v2

∂v1

∂y
= −∂p

∂x
+ α

∂2v1

∂y2
,

0 = −∂p
∂y
.

(2.28)

Il problema dunque si semplifica notevolmente, pur mantenendo il suo carattere non lineare. Adesso
riscriviamo le condizioni al contorno in forma adimensionale. Otteniamo

lim
y→∞

v1 = 1,

lim
y→∞

p = po,

v1 = v2 = 0, su y = 0, x > 0.

La seconda condizione accoppiata con la (2.28)3 ci dice che p = po ovunque. Dobbiamo quindi
risolvere il problema
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∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
= 0,

v1
∂v1

∂x
+ v2

∂v1

∂y
= α

∂2v1

∂y2
, ,

lim
y→∞

v1 = 1,

v1 = v2 = 0, su y = 0, x > 0,

(2.29)

la cui soluzione fornirà il campo di velocità nello strato limite.

2.6 L’equazione di Blasius

Il fisico tedesco P. Blasius propose nel 1907 di risolvere il problema (2.29) mediante una soluzione
di tipo auto similare. Questo metodo permette di ridurre il problema (2.29), composto da equazioni
alle derivate parziali, ad un problema composto esclusivamente da una equazione differenziale non
lineare. In pratica si cerca una soluzione nella forma

v1(x, y) = f ′(s) s =
y√
αx

, (2.30)

dove f ′(s) è incognita. Il motivo per il quale scegliamo la derivata prima di f e non f stessa
risulterà più chiaro di seguito. Osserviamo preliminarmente che

∂s

∂x
=

y√
α

∂

∂x

( 1√
x

)
= − s

2x
,

∂s

∂y
=

1√
αx

,

per cui
∂v1

∂x
= − s

2x
f ′′(s),

∂v1

∂y
=

1√
αx

f ′′(s),

∂2v1

∂y2
= f ′′′(s)

1

αx
,

∂v2

∂y
= −∂v1

∂x
= f ′′(s)

s

2x
.

Inoltre

∂v2

∂s
=
∂v2

∂y

∂y

∂s
= f ′′(s)

sα

2
√
αx

,

da cui si ottiene

v2 =

∫
∂v2

∂s
ds =

α

2
√
αx

∫
f ′′(s)sds.

Integrando per parti in s si trova

v2 =
α

2
√
αx

[
f ′(s)s− f(s)

]
. (2.31)
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Per semplicità abbiamo preso la costante di integrazione pari a 0, dal momento che siamo interessati
alla determinazione di f ′, per cui una qualsiasi scelta della constante non altera il nostro risultato.
Questo è sostanzialmente il motivo per cui abbiamo posto v1 = f ′. Sostituendo nella (2.29)2 troviamo

− s

2x
f ′(s)f ′′(s) +

α

2
√
αx

[
f ′(s)s− f(s)

]f ′′(s)√
αx

=
α

αx
f ′′′(s),

che, dopo qualche semplificazione, fornisce

2f ′′′(s) + f(s)f ′′(s) = 0. (2.32)

ossia una equazione differenziale non lineare del terzo ordine. Il problema è stato dunque trasformato
in 

2f ′′′(s) + f(s)f ′′(s) = 0,

f(0) = f ′(0) = 0,

lim
s→∞

f ′(s) = 1.

(2.33)

Per prima cosa notiamo che il problema (2.33) non è un problema di Cauchy, dal momento che
invece del dato f ′′(0) abbiamo quello per la f ′(s) con s→∞. Senza entrare nel merito del problema
della soluzione numerica notiamo innanzitutto che (2.33) può essere ricondotto ad un problema
differenziale del primo ordine mediante le sostituzioni

u = f ′,

ζ = u′ = f ′′,

ζ ′ = f ′′′ = −f
′′f
2

= −ζf
2
.

L’equazione (2.33)1 si riduce al sistema del primo ordine

d

ds


u

ζ

f

 =


ζ

−ζf
2

u

 = F(u, ζ, f). (2.34)

I dati al contorno diventano

u(0) = 0 u(∞) = 1 f(0) = 0.

Notiamo che ∫ ∞
0

du

ds
ds = u(∞)− u(0) = 1,

che implica ∫ ∞
0

ζ(s)ds = 1. (2.35)
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Un metodo per la soluzione può essere quello di risolvere il problema (2.34) con i dati

u(0) = 0 ζ(0) = γ, f(0) = 0,

in modo da ottenere una soluzione ζ(s; γ) che dipende dal parametro γ. Successivamente si determina
γ imponendo la (2.35).

2.7 La determinazione dello strato limite

In Fig. 2.6 si riporta il grafico di f ′(s). Tabulando i valori della f ′(s) si nota che f ′(5) ≈ 0.99. Questo
significa che per s > 5 la velocità dimensionale si discosta da V∞ dello 0.01%. In altre parole si
ha che per x e y tali che s = y/(

√
αx) ≥ 5 gli effetti della viscosità possono essere considerati

trascurabili. Possiamo utilizzare dunque il valore s = 5 come valore per la definizione dello spessore
dello strato limite. Poniamo quindi

s = 5 =
δ(x)√
αx

.

Passando a variabili dimensionali scriviamo

0 2 4 6 8 10

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 2.6. Soluzioni f ′(s) e (f ′(s)s− f(s))/2.

5 =

δ(x)

D√
α
x

L

(2.36)

Ricordandosi che

α =
1

ε2Re
=

µ

ρV∞L
1

ε2
,

si trova, sempre in variabili dimensionali, che

5 =
(δ/D)√
xµ

ρV∞D2

, (2.37)
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ossia che

δ(x) = 5

√
xν

V∞
, (2.38)

dove ν = µ/ρ è la cosiddetta viscosità cinematica. Il boundary layer quindi aumenta con l’aumentare
della x proporzionalmente alla radice di x, come mostrato in Fig. 2.7. Una volta determinata,
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L
<latexit sha1_base64="IhyUFavt/9Bu7NUWDIytDXSGn1E=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBBQ+iFw8eFKwtNKG8bF91cXcTdl8UCfkFXvXXeBKv/gF/jGBSe9DqnIaZ95hh4lRJR77/4U1MTk3PzM7N1xYWl5ZX6qtrVy7JrMCWSFRiOzE4VNJgiyQp7KQWQccK2/HtSeW379A6mZhLekgx0nBt5EAKoFK6OOvVG37TH4L/JcGINNgI5736Z9hPRKbRkFDgXDfwU4pysCSFwqIWZg5TELdwjd2SGtDoonxYtOBbmQNKeIqWS8WHIv78yEE796Dj8lID3bhxrxL/87oZDfajXJo0IzSiCiKpcBjkhJXlAsj70iIRVM2RS8MFWCBCKzkIUYpZOUktNHgvEq3B9PPwuOgGUR5WcfEgbwRFUSv3CsbX+UtaO82Dpn+x2zg6HA03xzbYJttmAdtjR+yUnbMWEwzZI3tiz96z9+K9em/fpxPe6Ged/YL3/gWu5J4C</latexit><latexit sha1_base64="IhyUFavt/9Bu7NUWDIytDXSGn1E=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBBQ+iFw8eFKwtNKG8bF91cXcTdl8UCfkFXvXXeBKv/gF/jGBSe9DqnIaZ95hh4lRJR77/4U1MTk3PzM7N1xYWl5ZX6qtrVy7JrMCWSFRiOzE4VNJgiyQp7KQWQccK2/HtSeW379A6mZhLekgx0nBt5EAKoFK6OOvVG37TH4L/JcGINNgI5736Z9hPRKbRkFDgXDfwU4pysCSFwqIWZg5TELdwjd2SGtDoonxYtOBbmQNKeIqWS8WHIv78yEE796Dj8lID3bhxrxL/87oZDfajXJo0IzSiCiKpcBjkhJXlAsj70iIRVM2RS8MFWCBCKzkIUYpZOUktNHgvEq3B9PPwuOgGUR5WcfEgbwRFUSv3CsbX+UtaO82Dpn+x2zg6HA03xzbYJttmAdtjR+yUnbMWEwzZI3tiz96z9+K9em/fpxPe6Ged/YL3/gWu5J4C</latexit><latexit sha1_base64="IhyUFavt/9Bu7NUWDIytDXSGn1E=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBBQ+iFw8eFKwtNKG8bF91cXcTdl8UCfkFXvXXeBKv/gF/jGBSe9DqnIaZ95hh4lRJR77/4U1MTk3PzM7N1xYWl5ZX6qtrVy7JrMCWSFRiOzE4VNJgiyQp7KQWQccK2/HtSeW379A6mZhLekgx0nBt5EAKoFK6OOvVG37TH4L/JcGINNgI5736Z9hPRKbRkFDgXDfwU4pysCSFwqIWZg5TELdwjd2SGtDoonxYtOBbmQNKeIqWS8WHIv78yEE796Dj8lID3bhxrxL/87oZDfajXJo0IzSiCiKpcBjkhJXlAsj70iIRVM2RS8MFWCBCKzkIUYpZOUktNHgvEq3B9PPwuOgGUR5WcfEgbwRFUSv3CsbX+UtaO82Dpn+x2zg6HA03xzbYJttmAdtjR+yUnbMWEwzZI3tiz96z9+K9em/fpxPe6Ged/YL3/gWu5J4C</latexit>

Figura 2.7. Lo strato limite.

l’espressione dello strato limite (2.38) ci consente di calcolare l’azione dinamica che il fluido esercita
sulla lastra piana. Indichiamo con τw lo sforzo di taglio (forza per unità di superficie) che il fluido
esercita sulla lastra. Osserviamo che

τw = Te2 · e1 =
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T31 T32 T33




0

1

0


 ·


1

0

0

 = T12.

Inoltre, ricordando l’equazione costitutiva di un fluido newtoniano (2.15), si vede facilmente che

τw = T12

∣∣∣
y=0

= µ

(
∂v1

∂y
+
∂v2

∂x

)∣∣∣∣
y=0

Dal momento che v2(x, 0) = 0 si ha
∂v2

∂x
(x, 0) = 0

cosicché lo sforzo di taglio in variabili dimensionali si scrive

τw = µ
∂v1

∂y

∣∣∣
y=0

.

Passando a variabili adimensionali si ha

τw =

(
µV∞
D

)(
∂v1

∂y

) ∣∣∣
y=0

=

(
µV∞
D

)
1√
αx/L

f ′′(0). (2.39)

Con semplici calcoli si ottiene
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τw = µV∞

√
V∞
xν

f ′′(0). (2.40)

Notiamo che lo stress in x = 0 diventa infinito, dal momento che f ′′(0) ≈ 0.34. Tale singolarità è
comunque integrabile, cosicché lo stress totale Tw che agisce sulla faccia superiore della lastra è dato
da

Tw = µV∞

√
V∞
ν
f ′′(0)

∫ L

0

1√
x
dx = 2µV∞

√
V∞
ν
f ′′(0)

√
L. (2.41)
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Neutralizzazione di soluzioni acide

Consideriamo in questo capitolo un modello matematico per descrivere il processo di neutralizzazione
di una soluzione acida. Gli acidi sono sostanze che hanno la capacità di trasferire ioni idrogeno H+ ad
altre molecole. Quando per esempio si immette dell’acido cloridrico (HCl) in acqua esso si dissocia
ioni H+ e Cl−

HCl → H+ + Cl−

Gli ioni idrogeno reagiscono con le molecole d’acqua producendo ioni H3O+. Una soluzione dove la
concentrazione di ioni H3O+ supera quella degli ioni OH− si dice una soluzione acida. Per comodità
invece di considerare la concentrazione degli ioni H3O+ si usa semplicemente il simbolo H+. Per
costruire il nostro modello noi considereremo una soluzione di acido cloridrico HCl in cui viene
immesso del materiale reagente1. L’acido cloridrico si dissocia nella soluzione acquosa in ioni H+ e
ioni Cl−. Quando la concentrazione degli ioni H+ disciolti in soluzione è al di sopra di un certo valore
detto di neutralità la soluzione si dice acida. La misura dell’acidità di una soluzione viene indicata
solitamente mediante il logaritmo della concentrazione, ossia il pH. Più alta è la concentrazione di
ioni H+ più basso è il pH e quindi più acida è la soluzione.

Gli ioni H+ che vengono in contatto con il solido reagente vengono neutralizzati, cosicché la
quantità presente in soluzione diminuisce, innalzando di conseguenza il pH della soluzione. Quando
la concentrazione di ioni H+ raggiunge una soglia di neutralità la reazione di neutralizzazione cessa
e la soluzione si dice neutra.

Nella modellizzazione di una reazione chimica è necessario scrivere la cosiddetta cinetica di
reazione, ossia la legge che lega la velocità di reazione v alla concentrazione di uno o più reagenti.
In generale la cinetica di reazione nel caso di una unica specie reagente si può esprimere come

v = −k[A]m,

dove k è una costante di proporzionalità detta costante di reazione, [A] è la concentrazione del
reagente e m è l’ordine della reazione. Quando m = 1 si parla di reazione del primo ordine in cui la
velocità di reazione è proporzionale alla concentrazione del reagente.

In questo capitolo studieremo un modello per descrivere l’evoluzione della concentrazione di ioni
H+ di una soluzione acida supponendo che la soluzione reagisca con un materiale solido reagente.
Studieremo dunque un modello per l’evoluzione del pH della soluzione utilizzando come variabile del
problema la concentrazione molare degli ioni H+. Deriveremo il problema matematico in una forma
del tutto generale per poi focalizzarci sul caso unidimensionale di una sbarretta di lunghezza fissata.

1 Ad esempio carbonato di calcio
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Non ci addentreremo nell’analisi matematica del problema (buona posizione, stabilità delle soluzioni
ecc), ma faremo vedere la natura multi-scala nel tempo e nello spazio del problema e considereremo
situazioni semplificate in cui è possibile determinare soluzioni analitiche che forniranno interessanti
indicazioni sul processo fisico considerato. Il materiale di questo capito è quasi interamente ripreso
dal lavoro [6].

3.1 Modello generale

Consideriamo un dominio tridimensionale Ω = Ωs(t) ∪ Ωl(t), dove Ωs(t) è costituito dal materiale
solido reagente e Ωl(t) è costituito dalla soluzione acida, vedi Fig. 3.1. Indichiamo la dipendenza
temporale per i domini Ωl e Ωs poiché i due domini variano nel tempo per via del consumo del
materiale reagente a causa della reazione. La frontiera ∂Ω può essere suddivisa in ∂Ω = Γl∪Γs dove

Γl = Ω̄l ∩ ∂Ω,

Γs = Ω̄s ∩ ∂Ω.

Γl e Γs denotano le frontiere fisse dei domini liquido e solido. Possiamo pensare ad Ω come ad un
contenitore in cui sono presenti il materiale solido reagente Ωs ed il liquido da neutralizzare Ωl. In-

⌦s(t)
<latexit sha1_base64="3P/p3nLC1Ft9TtBMpOC7au3BEWI=">AAACHHicbVDLSsRAEJz4dn2tevQyuAh6WRIR1JvoxZsKrgpJWDqzvevgzCTMdBQJ+Qyv+jWexKvgxwgm6x581amo6qaKSjIlHfn+uzc2PjE5NT0z25ibX1hcai6vXLg0twI7IlWpvUrAoZIGOyRJ4VVmEXSi8DK5Oar9y1u0TqbmnO4zjDUMjOxLAVRJYXSicQBdt0lb3WbLb/tD8L8kGJEWG+G02/yIeqnINRoSCpwLAz+juABLUigsG1HuMANxAwMMK2pAo4uLYeWSb+QOKOUZWi4VH4r4/aMA7dy9TqpLDXTtfnu1+J8X5tTfiwtpspzQiDqIpMJhkBNWVlsg70mLRFA3Ry4NF2CBCK3kIEQl5tU4jcjgnUi1BtMrosMyDOIiquOSftEKyrJR7RX8Xucv6Wy399v+2U7r4HA03AxbY+tskwVslx2wY3bKOkywlD2wR/bkPXnP3ov3+nU65o1+VtkPeG+fNGKh/A==</latexit><latexit sha1_base64="3P/p3nLC1Ft9TtBMpOC7au3BEWI=">AAACHHicbVDLSsRAEJz4dn2tevQyuAh6WRIR1JvoxZsKrgpJWDqzvevgzCTMdBQJ+Qyv+jWexKvgxwgm6x581amo6qaKSjIlHfn+uzc2PjE5NT0z25ibX1hcai6vXLg0twI7IlWpvUrAoZIGOyRJ4VVmEXSi8DK5Oar9y1u0TqbmnO4zjDUMjOxLAVRJYXSicQBdt0lb3WbLb/tD8L8kGJEWG+G02/yIeqnINRoSCpwLAz+juABLUigsG1HuMANxAwMMK2pAo4uLYeWSb+QOKOUZWi4VH4r4/aMA7dy9TqpLDXTtfnu1+J8X5tTfiwtpspzQiDqIpMJhkBNWVlsg70mLRFA3Ry4NF2CBCK3kIEQl5tU4jcjgnUi1BtMrosMyDOIiquOSftEKyrJR7RX8Xucv6Wy399v+2U7r4HA03AxbY+tskwVslx2wY3bKOkywlD2wR/bkPXnP3ov3+nU65o1+VtkPeG+fNGKh/A==</latexit><latexit sha1_base64="3P/p3nLC1Ft9TtBMpOC7au3BEWI=">AAACHHicbVDLSsRAEJz4dn2tevQyuAh6WRIR1JvoxZsKrgpJWDqzvevgzCTMdBQJ+Qyv+jWexKvgxwgm6x581amo6qaKSjIlHfn+uzc2PjE5NT0z25ibX1hcai6vXLg0twI7IlWpvUrAoZIGOyRJ4VVmEXSi8DK5Oar9y1u0TqbmnO4zjDUMjOxLAVRJYXSicQBdt0lb3WbLb/tD8L8kGJEWG+G02/yIeqnINRoSCpwLAz+juABLUigsG1HuMANxAwMMK2pAo4uLYeWSb+QOKOUZWi4VH4r4/aMA7dy9TqpLDXTtfnu1+J8X5tTfiwtpspzQiDqIpMJhkBNWVlsg70mLRFA3Ry4NF2CBCK3kIEQl5tU4jcjgnUi1BtMrosMyDOIiquOSftEKyrJR7RX8Xucv6Wy399v+2U7r4HA03AxbY+tskwVslx2wY3bKOkywlD2wR/bkPXnP3ov3+nU65o1+VtkPeG+fNGKh/A==</latexit>

⌦l(t)
<latexit sha1_base64="6FHXM76SkDWWaSmGqLgMbnD1Chg=">AAACHHicbVDLSsRAEJz4dn2tevQyuAh6WRIR1JvoxZsKrgpJWDqzvevgzCTMdBQJ+Qyv+jWexKvgxwgm6x581amo6qaKSjIlHfn+uzc2PjE5NT0z25ibX1hcai6vXLg0twI7IlWpvUrAoZIGOyRJ4VVmEXSi8DK5Oar9y1u0TqbmnO4zjDUMjOxLAVRJYXSicQBdtUlb3WbLb/tD8L8kGJEWG+G02/yIeqnINRoSCpwLAz+juABLUigsG1HuMANxAwMMK2pAo4uLYeWSb+QOKOUZWi4VH4r4/aMA7dy9TqpLDXTtfnu1+J8X5tTfiwtpspzQiDqIpMJhkBNWVlsg70mLRFA3Ry4NF2CBCK3kIEQl5tU4jcjgnUi1BtMrosMyDOIiquOSftEKyrJR7RX8Xucv6Wy399v+2U7r4HA03AxbY+tskwVslx2wY3bKOkywlD2wR/bkPXnP3ov3+nU65o1+VtkPeG+fKIuh9Q==</latexit><latexit sha1_base64="6FHXM76SkDWWaSmGqLgMbnD1Chg=">AAACHHicbVDLSsRAEJz4dn2tevQyuAh6WRIR1JvoxZsKrgpJWDqzvevgzCTMdBQJ+Qyv+jWexKvgxwgm6x581amo6qaKSjIlHfn+uzc2PjE5NT0z25ibX1hcai6vXLg0twI7IlWpvUrAoZIGOyRJ4VVmEXSi8DK5Oar9y1u0TqbmnO4zjDUMjOxLAVRJYXSicQBdtUlb3WbLb/tD8L8kGJEWG+G02/yIeqnINRoSCpwLAz+juABLUigsG1HuMANxAwMMK2pAo4uLYeWSb+QOKOUZWi4VH4r4/aMA7dy9TqpLDXTtfnu1+J8X5tTfiwtpspzQiDqIpMJhkBNWVlsg70mLRFA3Ry4NF2CBCK3kIEQl5tU4jcjgnUi1BtMrosMyDOIiquOSftEKyrJR7RX8Xucv6Wy399v+2U7r4HA03AxbY+tskwVslx2wY3bKOkywlD2wR/bkPXnP3ov3+nU65o1+VtkPeG+fKIuh9Q==</latexit><latexit sha1_base64="6FHXM76SkDWWaSmGqLgMbnD1Chg=">AAACHHicbVDLSsRAEJz4dn2tevQyuAh6WRIR1JvoxZsKrgpJWDqzvevgzCTMdBQJ+Qyv+jWexKvgxwgm6x581amo6qaKSjIlHfn+uzc2PjE5NT0z25ibX1hcai6vXLg0twI7IlWpvUrAoZIGOyRJ4VVmEXSi8DK5Oar9y1u0TqbmnO4zjDUMjOxLAVRJYXSicQBdtUlb3WbLb/tD8L8kGJEWG+G02/yIeqnINRoSCpwLAz+juABLUigsG1HuMANxAwMMK2pAo4uLYeWSb+QOKOUZWi4VH4r4/aMA7dy9TqpLDXTtfnu1+J8X5tTfiwtpspzQiDqIpMJhkBNWVlsg70mLRFA3Ry4NF2CBCK3kIEQl5tU4jcjgnUi1BtMrosMyDOIiquOSftEKyrJR7RX8Xucv6Wy399v+2U7r4HA03AxbY+tskwVslx2wY3bKOkywlD2wR/bkPXnP3ov3+nU65o1+VtkPeG+fKIuh9Q==</latexit>

⌃(t)
<latexit sha1_base64="WPkt2zF12jolw6t9UHOeeQILcfg=">AAACGnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9SZ68ahobaUJ8rJ9rYu7m7D7okjIr/Cqv8aTePXijxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797Y+MTk1PTMbG1ufmFxqb68cuGSzApsiUQlthODQyUNtkiSwk5qEXSssB3fHFV++xatk4k5p/sUIw0DI/tSAJXSZXgmBxo2aeuq3vCb/hD8LwlGpMFGOLmqf4S9RGQaDQkFznUDP6UoB0tSKCxqYeYwBXEDA+yW1IBGF+XDwgXfyBxQwlO0XCo+FPH7Rw7auXsdl5ca6Nr99irxP6+bUX8vyqVJM0IjqiCSCodBTlhZLoG8Jy0SQdUcuTRcgAUitJKDEKWYldPUQoN3ItEaTC8PD4tuEOVhFRf380ZQFLVyr+D3On9Ja7u53/RPdxoHh6PhZtgaW2ebLGC77IAdsxPWYoJp9sAe2ZP35D17L97r1+mYN/pZZT/gvX0Cj4GhHg==</latexit><latexit sha1_base64="WPkt2zF12jolw6t9UHOeeQILcfg=">AAACGnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9SZ68ahobaUJ8rJ9rYu7m7D7okjIr/Cqv8aTePXijxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797Y+MTk1PTMbG1ufmFxqb68cuGSzApsiUQlthODQyUNtkiSwk5qEXSssB3fHFV++xatk4k5p/sUIw0DI/tSAJXSZXgmBxo2aeuq3vCb/hD8LwlGpMFGOLmqf4S9RGQaDQkFznUDP6UoB0tSKCxqYeYwBXEDA+yW1IBGF+XDwgXfyBxQwlO0XCo+FPH7Rw7auXsdl5ca6Nr99irxP6+bUX8vyqVJM0IjqiCSCodBTlhZLoG8Jy0SQdUcuTRcgAUitJKDEKWYldPUQoN3ItEaTC8PD4tuEOVhFRf380ZQFLVyr+D3On9Ja7u53/RPdxoHh6PhZtgaW2ebLGC77IAdsxPWYoJp9sAe2ZP35D17L97r1+mYN/pZZT/gvX0Cj4GhHg==</latexit><latexit sha1_base64="WPkt2zF12jolw6t9UHOeeQILcfg=">AAACGnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9SZ68ahobaUJ8rJ9rYu7m7D7okjIr/Cqv8aTePXijxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797Y+MTk1PTMbG1ufmFxqb68cuGSzApsiUQlthODQyUNtkiSwk5qEXSssB3fHFV++xatk4k5p/sUIw0DI/tSAJXSZXgmBxo2aeuq3vCb/hD8LwlGpMFGOLmqf4S9RGQaDQkFznUDP6UoB0tSKCxqYeYwBXEDA+yW1IBGF+XDwgXfyBxQwlO0XCo+FPH7Rw7auXsdl5ca6Nr99irxP6+bUX8vyqVJM0IjqiCSCodBTlhZLoG8Jy0SQdUcuTRcgAUitJKDEKWYldPUQoN3ItEaTC8PD4tuEOVhFRf380ZQFLVyr+D3On9Ja7u53/RPdxoHh6PhZtgaW2ebLGC77IAdsxPWYoJp9sAe2ZP35D17L97r1+mYN/pZZT/gvX0Cj4GhHg==</latexit>

�l
<latexit sha1_base64="omLpK+o5RiR/WFGG2yvVgTcferk=">AAACGXicbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KLnSpYLXQhHIzvdXBmUmYuVEk5E+4tb/Glbh15Y8RTGoXvu7qcM69nMsXp0o68v13b2p6ZnZuvrZQX1xaXlltrK1fuiSzAjsiUYntxuBQSYMdkqSwm1oEHSu8im+Pq/zqDq2TibmghxQjDddGDqUAKq1ueAJaQ1/1G02/5Y+H/xXBRDTZZM76jY9wkIhMoyGhwLle4KcU5WBJCoVFPcwcpiBu4Rp7pTSg0UX5+N+Cb2cOKOEpWi4VH5v4/SIH7dyDjstNDXTjfmeV+V/Wy2h4EOXSpBmhEVURSYXjIiesLEEgH0iLRFB9jlwaLsACEVrJQYjSzEoy9dDgvUhKNGaQh0dFL4jysKqLh3kzKIp6ySv4Teev6Oy2Dlv++V6zfTQBV2ObbIvtsIDtszY7ZWeswwRT7JE9sZE38p69F+/1a3XKm9xssB/jvX0CWeuhDA==</latexit><latexit sha1_base64="omLpK+o5RiR/WFGG2yvVgTcferk=">AAACGXicbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KLnSpYLXQhHIzvdXBmUmYuVEk5E+4tb/Glbh15Y8RTGoXvu7qcM69nMsXp0o68v13b2p6ZnZuvrZQX1xaXlltrK1fuiSzAjsiUYntxuBQSYMdkqSwm1oEHSu8im+Pq/zqDq2TibmghxQjDddGDqUAKq1ueAJaQ1/1G02/5Y+H/xXBRDTZZM76jY9wkIhMoyGhwLle4KcU5WBJCoVFPcwcpiBu4Rp7pTSg0UX5+N+Cb2cOKOEpWi4VH5v4/SIH7dyDjstNDXTjfmeV+V/Wy2h4EOXSpBmhEVURSYXjIiesLEEgH0iLRFB9jlwaLsACEVrJQYjSzEoy9dDgvUhKNGaQh0dFL4jysKqLh3kzKIp6ySv4Teev6Oy2Dlv++V6zfTQBV2ObbIvtsIDtszY7ZWeswwRT7JE9sZE38p69F+/1a3XKm9xssB/jvX0CWeuhDA==</latexit><latexit sha1_base64="omLpK+o5RiR/WFGG2yvVgTcferk=">AAACGXicbZBLS8NAFIUnPmt9VV26GSyCq5KIoO6KLnSpYLXQhHIzvdXBmUmYuVEk5E+4tb/Glbh15Y8RTGoXvu7qcM69nMsXp0o68v13b2p6ZnZuvrZQX1xaXlltrK1fuiSzAjsiUYntxuBQSYMdkqSwm1oEHSu8im+Pq/zqDq2TibmghxQjDddGDqUAKq1ueAJaQ1/1G02/5Y+H/xXBRDTZZM76jY9wkIhMoyGhwLle4KcU5WBJCoVFPcwcpiBu4Rp7pTSg0UX5+N+Cb2cOKOEpWi4VH5v4/SIH7dyDjstNDXTjfmeV+V/Wy2h4EOXSpBmhEVURSYXjIiesLEEgH0iLRFB9jlwaLsACEVrJQYjSzEoy9dDgvUhKNGaQh0dFL4jysKqLh3kzKIp6ySv4Teev6Oy2Dlv++V6zfTQBV2ObbIvtsIDtszY7ZWeswwRT7JE9sZE38p69F+/1a3XKm9xssB/jvX0CWeuhDA==</latexit>

�s
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Figura 3.1. Dominio generico tridimensionale Ω

dichiamo con c(x, t) la concentrazione molare di ioni H+ in Ωl(t). Dal momento che in stechiometria
le reazioni vengono quantificate in termini di rapporti molari, ha senso scegliere come dimensioni
di c(x, t) moli per unità di volume, ad esempio [c] = mo`/`t. La concentrazione c(x, t) ci permette
di quantificare l’acidità della soluzione: più è alta la concentrazione, più acida è la soluzione. Un
altro modo per quantificare l’acidità è quello di considerare il cosiddetto pH della soluzione definito
come

pH = −log10

(
c(x, t) mo`/`t

1 mo`/`t

)
. (3.1)

Indichiamo con Σ(t) la superficie di separazione fra la regione solida e quella liquida. Ovviamente
questa superficie dipenderà dal tempo per via dell’evoluzione delle due regioni. Infatti la neutra-
lizzazione di ioni H+ comporta necessariamente il consumo di materiale reagente. In un rapporto
stechiometrico 1:1 questo significa che per ogni mole di ioni neutralizzata viene consumata una mole
di materiale reagente. Nel caso dell’acido cloridrico e del carbonato di calcio la reazione è
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CaCO3 + 2HCl 
 Ca2+ + H2O + CO2

In questo caso il rapporto stechiometrico è 1 : 2 poiché 1 mole di CaCO3 neutralizza due moli di
H+. Per semplicità noi considereremo una reazione in cui il rapporto stechiometrico è di 1:1. Sia
S(x, t) = 0 la rappresentazione cartesiana di Σ(t). La normale a Σ(t) è data da

n = ± ∇S‖∇S‖ (3.2)

Nella regione Ωl(t) gli ioni possono migrare per diffusione e la concentrazione evolve in base alla
legge di Fick che afferma che il trasporto in soluzione degli ioni H+ avviene per trasferimento da
punti a concentrazione più alta verso punti a concentrazione più bassa, tendendo ad uniformare la
concentrazione. Questa legge, analoga a quella di Fourier per l’energia termica, ci dice in pratica
che il flusso di ioni H+ è dato da

j = −D∇c,
dove D (supposto costante) rappresenta il coefficiente di diffusività. Analogamente al caso termico,
in assenza di convezione (la parte liquida è supposta immobile), l’equazione per c è

∂c

∂t
−D∆c = 0 x ∈ Ωl(t) t ≥ 0. (3.3)

Il termine di sorgente pari a zero ci dice che non c’è creazione o rimozione di ioni H+ all’interno
della soluzione. Il flusso di c attraverso la frontiera fissa Γl viene posto uguale a 0 poiché assumiamo
che gli ioni non possano “scappare” dalla frontiera fissa della parte liquida Γl. Scriviamo dunque

j · nl = −D∇c · nl = 0 x ∈ Γl, (3.4)

dove nl rappresenta la normale a Γl. Sperimentalmente si osserva che le moli di H+ che sono in
contatto con Ωs sulla superficie Σ reagiscono e vengono neutralizzate con una velocità di reazione
proporzionale alla concentrazione di ioni H+ presenti su Σ, processo matematicamente analogo alla
legge di raffreddamento di Newton studiata nel capitolo precedente. In pratica abbiamo a che fare
con una reazione del primo ordine la cui cinetica può essere scritta come

v = −k(c− co)+, (3.5)

dove co è la concentrazione di neutralità , k è una costante di proporzionalità e v rappresenta il
numero di moli neutralizzate per unità di superficie e per unità di tempo. Il pedice + rappresenta
la parte positiva di c− co, ossia

(c− co)+ = max {0; c− co} .

Quando c 6 co, ossia quando la concentrazione di ioni H+ è al di sotto di quella di neutralità , la
reazione non ha più luogo e v = 0. Le dimensioni di k e di v sono quindi

[v] =
mol

`2 · t [k] =
`

t
.

La concentrazione di neutralità corrisponde ad un pH=7, per cui

co = 10−7 mol

`t
.

Integrando la (3.5) sulla superficie Σ si ottiene
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Σ

vdσ = −k
∫

Σ

(c− co)+dσ, (3.6)

che ci fornisce il numero totale di moli neutralizzate sulla superficie reagente per unità di tempo.
Il numero di moli di H+ neutralizzate per unità di tempo coincide con il numero di moli di solido
consumate per unità di tempo - questo poiché il rapporto stechiometrico nella reazione è di 1 a 1 -
per cui possiamo imporre il seguente bilancio di massa

d

dt

[∫
Ωs(t)

ρdx

]
=

∫
Σ

vdσ, (3.7)

Nella (3.7) ρ rappresenta la densità molare del solido reagente, ossia le moli per unità di volume.
Ricordiamo che la densità molare non è altro che la densità classica (massa per unità di volume)
divisa per il peso molecolare. Osserviamo che il dominio Ωs(t) non è un dominio materiale, poiché
ad ogni istante non è composto dalle stesse particelle di solido. Utilizzando il teorema del trasporto
per domini non materiali (si veda [7]) il membro di sinistra della (3.7) può essere riscritto come∫

Ωs(t)

∂ρ

∂t
dx +

∫
∂Ωs(t)

ρ(w · n)dσ =

∫
Σ

vdσ, (3.8)

dove w rappresenta la velocità della superficie

∂Ωs = Γs ∪ Σ.

Si noti che anche la superficie Σ non è una superficie materiale, nel senso che ad ogni istante le
particelle del dominio che la compongono non sono le stesse. Si osservi infatti che il nostro sistema
è completamente statico (sia il fluido che il solido sono immobili nel sistema di riferimento scelto),
per cui il moto della superficie non può coincidere con quello delle particelle che la compongono.
Se la densità molare del solido è costante, ossia se consideriamo che la distribuzione di massa della
parte solida sia omogenea, si ha ∂ρ/∂t = 0. Osservando poi che la velocità di Γs è nulla possiamo
scrivere ∫

Σ

ρ(w · n)dσ =

∫
Σ

vdσ. (3.9)

Con riferimento alla figura 3.2 notiamo che la velocità normale w ·n è la proiezione della velocità w

x

n

d�

solido

liquido

⌃
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wn
<latexit sha1_base64="QLnZG3nSc+jIi+1wXWvt7dbdXEU=">AAACFHicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvZV68ahoVWhCedm+1sXdTdh9USTkJ3i1v8aTePXujxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797U9Mzs3PzCYm1peWV1rb6+cemSzArsiEQl9joGh0oa7JAkhdepRdCxwqv49rjyr+7QOpmYC3pIMdIwNHIgBVApnd/3TK/e8Jv+GPwvCSakwSY47dU/wn4iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCuIUhdktqQKOL8nHVgu9kDijhKVouFR+L+P0jB+3cg47LSw104357lfif181ocBjl0qQZoRFVEEmF4yAnrCw3QN6XFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKUWqhwXuRaA2mn4ftohtEeVjFxYO8ERRFrdwr+L3OX9LZax41/bP9Rqs9GW6BbbFttssCdsBa7ISdsg4TbMge2RMbeSPv2XvxXr9Op7zJzyb7Ae/tE5zLnxQ=</latexit><latexit sha1_base64="QLnZG3nSc+jIi+1wXWvt7dbdXEU=">AAACFHicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvZV68ahoVWhCedm+1sXdTdh9USTkJ3i1v8aTePXujxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797U9Mzs3PzCYm1peWV1rb6+cemSzArsiEQl9joGh0oa7JAkhdepRdCxwqv49rjyr+7QOpmYC3pIMdIwNHIgBVApnd/3TK/e8Jv+GPwvCSakwSY47dU/wn4iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCuIUhdktqQKOL8nHVgu9kDijhKVouFR+L+P0jB+3cg47LSw104357lfif181ocBjl0qQZoRFVEEmF4yAnrCw3QN6XFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKUWqhwXuRaA2mn4ftohtEeVjFxYO8ERRFrdwr+L3OX9LZax41/bP9Rqs9GW6BbbFttssCdsBa7ISdsg4TbMge2RMbeSPv2XvxXr9Op7zJzyb7Ae/tE5zLnxQ=</latexit><latexit sha1_base64="QLnZG3nSc+jIi+1wXWvt7dbdXEU=">AAACFHicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvZV68ahoVWhCedm+1sXdTdh9USTkJ3i1v8aTePXujxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797U9Mzs3PzCYm1peWV1rb6+cemSzArsiEQl9joGh0oa7JAkhdepRdCxwqv49rjyr+7QOpmYC3pIMdIwNHIgBVApnd/3TK/e8Jv+GPwvCSakwSY47dU/wn4iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCuIUhdktqQKOL8nHVgu9kDijhKVouFR+L+P0jB+3cg47LSw104357lfif181ocBjl0qQZoRFVEEmF4yAnrCw3QN6XFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKUWqhwXuRaA2mn4ftohtEeVjFxYO8ERRFrdwr+L3OX9LZax41/bP9Rqs9GW6BbbFttssCdsBa7ISdsg4TbMge2RMbeSPv2XvxXr9Op7zJzyb7Ae/tE5zLnxQ=</latexit>

Figura 3.2. Velocità normale della superficie w · n = wn.
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lungo la normale n ad un punto x ∈ Σ. Se la superficie Σ è data in forma cartesiana allora possiamo
scrivere S(x(t), t) = 0, dove x(t) è un punto (non materiale) della superficie che si muove al variare
del tempo t con velocità w. Derivando rispetto al tempo si ha

dS

dt
=
∂S

∂t
+∇S · ẋ =

∂S

∂t
+∇S ·w = 0.

Ricordando la (3.2) si ha che

∂S

∂t
± ‖∇S‖n ·w = 0,

per cui

wn = n ·w = ± St
‖∇S‖ . (3.10)

Osservazione 1 Se scegliamo la normale uscente da Ωs allora dobbiamo prendere il segno meno
nella (3.10). Per capire il motivo di questa scelta supponiamo che Ωs(t) sia una sfera con raggio
R(t) decrescente nel tempo, come mostrato in Fig. 3.3. L’equazione cartesiana è perciò

S(x, t) = x2 + y2 + z2 −R2(t) = 0,

con
Ṙ(t) < 0.

Infatti, se supponiamo che la sfera si consumi si ha che il raggio deve diminuire per cui Ṙ(t) < 0.
In questo caso w è parallelo a n ma con direzione opposta per cui

R(t)
<latexit sha1_base64="wqGbxKLKIezAo8LIN2m4K13HSQA=">AAACFXicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9SZ68ahibaEJ5WX7Whd3N2H3RZGQv+BVf40n8erZHyOY1B78mtMw8x4zTJwq6cj3372Jyanpmdm5+drC4tLySn117colmRXYEolKbCcGh0oabJEkhZ3UIuhYYTu+Oan89i1aJxNzSfcpRhqGRg6kAKqki23a6dUbftMfgf8lwZg02BhnvfpH2E9EptGQUOBcN/BTinKwJIXCohZmDlMQNzDEbkkNaHRRPupa8K3MASU8Rcul4iMRv3/koJ2713F5qYGu3W+vEv/zuhkNDqJcmjQjNKIKIqlwFOSEleUIyPvSIhFUzZFLwwVYIEIrOQhRilm5Si00eCcSrcH08/C46AZRHlZx8SBvBEVRK/cKfq/zl7R2m4dN/3yvcXQ8Hm6ObbBNts0Cts+O2Ck7Yy0m2DV7YI/syXvynr0X7/XrdMIb/6yzH/DePgF2tJ7x</latexit><latexit sha1_base64="wqGbxKLKIezAo8LIN2m4K13HSQA=">AAACFXicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9SZ68ahibaEJ5WX7Whd3N2H3RZGQv+BVf40n8erZHyOY1B78mtMw8x4zTJwq6cj3372Jyanpmdm5+drC4tLySn117colmRXYEolKbCcGh0oabJEkhZ3UIuhYYTu+Oan89i1aJxNzSfcpRhqGRg6kAKqki23a6dUbftMfgf8lwZg02BhnvfpH2E9EptGQUOBcN/BTinKwJIXCohZmDlMQNzDEbkkNaHRRPupa8K3MASU8Rcul4iMRv3/koJ2713F5qYGu3W+vEv/zuhkNDqJcmjQjNKIKIqlwFOSEleUIyPvSIhFUzZFLwwVYIEIrOQhRilm5Si00eCcSrcH08/C46AZRHlZx8SBvBEVRK/cKfq/zl7R2m4dN/3yvcXQ8Hm6ObbBNts0Cts+O2Ck7Yy0m2DV7YI/syXvynr0X7/XrdMIb/6yzH/DePgF2tJ7x</latexit><latexit sha1_base64="wqGbxKLKIezAo8LIN2m4K13HSQA=">AAACFXicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9SZ68ahibaEJ5WX7Whd3N2H3RZGQv+BVf40n8erZHyOY1B78mtMw8x4zTJwq6cj3372Jyanpmdm5+drC4tLySn117colmRXYEolKbCcGh0oabJEkhZ3UIuhYYTu+Oan89i1aJxNzSfcpRhqGRg6kAKqki23a6dUbftMfgf8lwZg02BhnvfpH2E9EptGQUOBcN/BTinKwJIXCohZmDlMQNzDEbkkNaHRRPupa8K3MASU8Rcul4iMRv3/koJ2713F5qYGu3W+vEv/zuhkNDqJcmjQjNKIKIqlwFOSEleUIyPvSIhFUzZFLwwVYIEIrOQhRilm5Si00eCcSrcH08/C46AZRHlZx8SBvBEVRK/cKfq/zl7R2m4dN/3yvcXQ8Hm6ObbBNts0Cts+O2Ck7Yy0m2DV7YI/syXvynr0X7/XrdMIb/6yzH/DePgF2tJ7x</latexit>

w
<latexit sha1_base64="vNjGSYFO1XFCMmrkJQxSyu0prsA=">AAACG3icbZBPS8NAEMU3/rf+q3r0slgETyURQb1JvXhUsCo2oUy2U13c3YTdiVJCvoVX/TSexKsHP4xgUiuodU6P92aYxy9OlXTk++/exOTU9Mzs3HxtYXFpeaW+unbukswKbItEJfYyBodKGmyTJIWXqUXQscKL+Paoyi/u0DqZmDMapBhpuDayLwVQaV2FGugm7uf3Rbfe8Jv+cPi4CEaiwUZz0q1/hL1EZBoNCQXOdQI/pSgHS1IoLGph5jAFcQvX2CmlAY0uyoeNC76VOaCEp2i5VHxo4s+LHLRzAx2Xm1VD9zerzP+yTkb9/SiXJs0IjagekVQ4fOSElSUK5D1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQozaxkUwsN3otEazC9PGwVnSDKv2E1gqKolbyCv3TGRXunedD0T3cbh60RuDm2wTbZNgvYHjtkx+yEtZlghj2wR/bkPXnP3ov3+rU64Y1u1tmv8d4+Aa/wolM=</latexit><latexit sha1_base64="vNjGSYFO1XFCMmrkJQxSyu0prsA=">AAACG3icbZBPS8NAEMU3/rf+q3r0slgETyURQb1JvXhUsCo2oUy2U13c3YTdiVJCvoVX/TSexKsHP4xgUiuodU6P92aYxy9OlXTk++/exOTU9Mzs3HxtYXFpeaW+unbukswKbItEJfYyBodKGmyTJIWXqUXQscKL+Paoyi/u0DqZmDMapBhpuDayLwVQaV2FGugm7uf3Rbfe8Jv+cPi4CEaiwUZz0q1/hL1EZBoNCQXOdQI/pSgHS1IoLGph5jAFcQvX2CmlAY0uyoeNC76VOaCEp2i5VHxo4s+LHLRzAx2Xm1VD9zerzP+yTkb9/SiXJs0IjagekVQ4fOSElSUK5D1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQozaxkUwsN3otEazC9PGwVnSDKv2E1gqKolbyCv3TGRXunedD0T3cbh60RuDm2wTbZNgvYHjtkx+yEtZlghj2wR/bkPXnP3ov3+rU64Y1u1tmv8d4+Aa/wolM=</latexit><latexit sha1_base64="vNjGSYFO1XFCMmrkJQxSyu0prsA=">AAACG3icbZBPS8NAEMU3/rf+q3r0slgETyURQb1JvXhUsCo2oUy2U13c3YTdiVJCvoVX/TSexKsHP4xgUiuodU6P92aYxy9OlXTk++/exOTU9Mzs3HxtYXFpeaW+unbukswKbItEJfYyBodKGmyTJIWXqUXQscKL+Paoyi/u0DqZmDMapBhpuDayLwVQaV2FGugm7uf3Rbfe8Jv+cPi4CEaiwUZz0q1/hL1EZBoNCQXOdQI/pSgHS1IoLGph5jAFcQvX2CmlAY0uyoeNC76VOaCEp2i5VHxo4s+LHLRzAx2Xm1VD9zerzP+yTkb9/SiXJs0IjagekVQ4fOSElSUK5D1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQozaxkUwsN3otEazC9PGwVnSDKv2E1gqKolbyCv3TGRXunedD0T3cbh60RuDm2wTbZNgvYHjtkx+yEtZlghj2wR/bkPXnP3ov3+rU64Y1u1tmv8d4+Aa/wolM=</latexit><latexit sha1_base64="3NLtemECrAcSTUGfoZW2qmmMDbg=">AAACA3icbVC7TsNAEDzzDOYVapoTERJVZNMAHYKGEiRCkGwrWp83cOLubN2tQZHlH6Dla6gQn8HHIGGHFECYajSzq9mdtFDSURB8eAuLS8srq501f33D39za7m7cuLy0AgciV7m9TcGhkgYHJEnhbWERdKpwmD6ct/7wEa2TubmmSYGJhjsjx1IANdLlqNsL+sEUfJ6EM9JjM4y6n3GWi1KjIaHAuSgMCkoqsCSFwtqPS4cFiAe4w6ihBjS6pJqeWfP90gHlvEDLpeJTEX9uVKCdm+i0mdRA9+6v14r/eVFJ4+OkkqYoCY1og0gqnAY5YWXzP/JMWiSC9nLk0nABFojQSg5CNGLZFOLHBp9ErjWYrIrP6ihMqriNS8dVL6xrv6kr/FvOPBkc9k/6wVXAOmyX7bEDFrIjdsou2CUbMMEy9sxevBfv1Xv7bnXBm9W7w37Be/8CTnybRg==</latexit><latexit sha1_base64="5MrcovBeoHTWUhgIR/LzfeQSJ9I=">AAACEHicbZDNSuRAFIVv/O1p/1q3bgobwVWTuFF3Mm5mqWCr2AlyU31bC6sqoepmGgl5i9naT+NKfAEfRjDp6QFHPavDOVXcw5fmWnkOw9dgbn5hcWm59aO9srq2vtHZXL3wWeEk9WWmM3eVoietLPVZsaar3BGaVNNlen/S9Je/yXmV2XN+yCkxeGvVSEnkOrqODfJdOirH1U2nG/bCqcRXE81MF2Y6vem8xcNMFoYsS43eD6Iw56REx0pqqtpx4SlHeY+3NKitRUM+KaeLK7FbeORM5OSE0mIa0scfJRrvH0xav2wW+s9dE37XDQoeHSalsnnBZGVziJWm6SEvnapRkBgqR8zYLCehrJDokJmcEihlHRY1m3ZsaSwzY9AOy/hnNYiS8h+sblRV7ZpX9JnOV9Pf7x31wrMQWrANO7AHERzAMfyCU+iDBAt/4BEmwSR4Cp7/gp0LZoS34D8FL++z0qDN</latexit><latexit sha1_base64="5MrcovBeoHTWUhgIR/LzfeQSJ9I=">AAACEHicbZDNSuRAFIVv/O1p/1q3bgobwVWTuFF3Mm5mqWCr2AlyU31bC6sqoepmGgl5i9naT+NKfAEfRjDp6QFHPavDOVXcw5fmWnkOw9dgbn5hcWm59aO9srq2vtHZXL3wWeEk9WWmM3eVoietLPVZsaar3BGaVNNlen/S9Je/yXmV2XN+yCkxeGvVSEnkOrqODfJdOirH1U2nG/bCqcRXE81MF2Y6vem8xcNMFoYsS43eD6Iw56REx0pqqtpx4SlHeY+3NKitRUM+KaeLK7FbeORM5OSE0mIa0scfJRrvH0xav2wW+s9dE37XDQoeHSalsnnBZGVziJWm6SEvnapRkBgqR8zYLCehrJDokJmcEihlHRY1m3ZsaSwzY9AOy/hnNYiS8h+sblRV7ZpX9JnOV9Pf7x31wrMQWrANO7AHERzAMfyCU+iDBAt/4BEmwSR4Cp7/gp0LZoS34D8FL++z0qDN</latexit><latexit sha1_base64="JQ/2+wjW/qBJcXlgfXtCASFcGn8=">AAACG3icbZBLS8NAFIUnvq2vqks3g0VwVRI36q7oxqWCtWITys30tg6dmYSZG0VC/oVb/TWuxK0Lf4xgUiv4uqvDOfdyD1+cKunI99+8qemZ2bn5hcXa0vLK6lp9fePCJZkV2BaJSuxlDA6VNNgmSQovU4ugY4WdeHRc5Z0btE4m5pzuUow0DI0cSAFUWlehBrqOB/lt0as3/KY/Hv5XBBPRYJM57dXfw34iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCGMEQu6U0oNFF+bhxwXcyB5TwFC2Xio9N/H6Rg3buTsflZtXQ/c4q87+sm9HgIMqlSTNCI6pHJBWOHzlhZYkCeV9aJIKqOXJpuAALRGglByFKMyvZ1EKDtyLRGkw/D4+KbhDlX7AaQVHUSl7Bbzp/RXuvedj0z/xG62gCboFtsW22ywK2z1rshJ2yNhPMsHv2wB69R+/Je/ZePlenvMnNJvsx3usHrrCiTw==</latexit><latexit sha1_base64="vNjGSYFO1XFCMmrkJQxSyu0prsA=">AAACG3icbZBPS8NAEMU3/rf+q3r0slgETyURQb1JvXhUsCo2oUy2U13c3YTdiVJCvoVX/TSexKsHP4xgUiuodU6P92aYxy9OlXTk++/exOTU9Mzs3HxtYXFpeaW+unbukswKbItEJfYyBodKGmyTJIWXqUXQscKL+Paoyi/u0DqZmDMapBhpuDayLwVQaV2FGugm7uf3Rbfe8Jv+cPi4CEaiwUZz0q1/hL1EZBoNCQXOdQI/pSgHS1IoLGph5jAFcQvX2CmlAY0uyoeNC76VOaCEp2i5VHxo4s+LHLRzAx2Xm1VD9zerzP+yTkb9/SiXJs0IjagekVQ4fOSElSUK5D1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQozaxkUwsN3otEazC9PGwVnSDKv2E1gqKolbyCv3TGRXunedD0T3cbh60RuDm2wTbZNgvYHjtkx+yEtZlghj2wR/bkPXnP3ov3+rU64Y1u1tmv8d4+Aa/wolM=</latexit><latexit sha1_base64="vNjGSYFO1XFCMmrkJQxSyu0prsA=">AAACG3icbZBPS8NAEMU3/rf+q3r0slgETyURQb1JvXhUsCo2oUy2U13c3YTdiVJCvoVX/TSexKsHP4xgUiuodU6P92aYxy9OlXTk++/exOTU9Mzs3HxtYXFpeaW+unbukswKbItEJfYyBodKGmyTJIWXqUXQscKL+Paoyi/u0DqZmDMapBhpuDayLwVQaV2FGugm7uf3Rbfe8Jv+cPi4CEaiwUZz0q1/hL1EZBoNCQXOdQI/pSgHS1IoLGph5jAFcQvX2CmlAY0uyoeNC76VOaCEp2i5VHxo4s+LHLRzAx2Xm1VD9zerzP+yTkb9/SiXJs0IjagekVQ4fOSElSUK5D1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQozaxkUwsN3otEazC9PGwVnSDKv2E1gqKolbyCv3TGRXunedD0T3cbh60RuDm2wTbZNgvYHjtkx+yEtZlghj2wR/bkPXnP3ov3+rU64Y1u1tmv8d4+Aa/wolM=</latexit><latexit sha1_base64="vNjGSYFO1XFCMmrkJQxSyu0prsA=">AAACG3icbZBPS8NAEMU3/rf+q3r0slgETyURQb1JvXhUsCo2oUy2U13c3YTdiVJCvoVX/TSexKsHP4xgUiuodU6P92aYxy9OlXTk++/exOTU9Mzs3HxtYXFpeaW+unbukswKbItEJfYyBodKGmyTJIWXqUXQscKL+Paoyi/u0DqZmDMapBhpuDayLwVQaV2FGugm7uf3Rbfe8Jv+cPi4CEaiwUZz0q1/hL1EZBoNCQXOdQI/pSgHS1IoLGph5jAFcQvX2CmlAY0uyoeNC76VOaCEp2i5VHxo4s+LHLRzAx2Xm1VD9zerzP+yTkb9/SiXJs0IjagekVQ4fOSElSUK5D1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQozaxkUwsN3otEazC9PGwVnSDKv2E1gqKolbyCv3TGRXunedD0T3cbh60RuDm2wTbZNgvYHjtkx+yEtZlghj2wR/bkPXnP3ov3+rU64Y1u1tmv8d4+Aa/wolM=</latexit><latexit sha1_base64="vNjGSYFO1XFCMmrkJQxSyu0prsA=">AAACG3icbZBPS8NAEMU3/rf+q3r0slgETyURQb1JvXhUsCo2oUy2U13c3YTdiVJCvoVX/TSexKsHP4xgUiuodU6P92aYxy9OlXTk++/exOTU9Mzs3HxtYXFpeaW+unbukswKbItEJfYyBodKGmyTJIWXqUXQscKL+Paoyi/u0DqZmDMapBhpuDayLwVQaV2FGugm7uf3Rbfe8Jv+cPi4CEaiwUZz0q1/hL1EZBoNCQXOdQI/pSgHS1IoLGph5jAFcQvX2CmlAY0uyoeNC76VOaCEp2i5VHxo4s+LHLRzAx2Xm1VD9zerzP+yTkb9/SiXJs0IjagekVQ4fOSElSUK5D1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQozaxkUwsN3otEazC9PGwVnSDKv2E1gqKolbyCv3TGRXunedD0T3cbh60RuDm2wTbZNgvYHjtkx+yEtZlghj2wR/bkPXnP3ov3+rU64Y1u1tmv8d4+Aa/wolM=</latexit><latexit sha1_base64="vNjGSYFO1XFCMmrkJQxSyu0prsA=">AAACG3icbZBPS8NAEMU3/rf+q3r0slgETyURQb1JvXhUsCo2oUy2U13c3YTdiVJCvoVX/TSexKsHP4xgUiuodU6P92aYxy9OlXTk++/exOTU9Mzs3HxtYXFpeaW+unbukswKbItEJfYyBodKGmyTJIWXqUXQscKL+Paoyi/u0DqZmDMapBhpuDayLwVQaV2FGugm7uf3Rbfe8Jv+cPi4CEaiwUZz0q1/hL1EZBoNCQXOdQI/pSgHS1IoLGph5jAFcQvX2CmlAY0uyoeNC76VOaCEp2i5VHxo4s+LHLRzAx2Xm1VD9zerzP+yTkb9/SiXJs0IjagekVQ4fOSElSUK5D1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQozaxkUwsN3otEazC9PGwVnSDKv2E1gqKolbyCv3TGRXunedD0T3cbh60RuDm2wTbZNgvYHjtkx+yEtZlghj2wR/bkPXnP3ov3+rU64Y1u1tmv8d4+Aa/wolM=</latexit>

n

Figura 3.3. Velocità normale della superficie w · n = wn.

wn = w · n = ‖w‖‖n‖ cos(π) = −‖w‖. (3.11)

Inoltre
∂S

∂t
= −2Ṙ(t)R(t) > 0 ‖∇S‖ = 2‖x‖.

Dalla (3.10)
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−‖w‖︸ ︷︷ ︸
<0

= ±
(
− 2ṘR

2‖x‖

)
︸ ︷︷ ︸

>0

.

per cui dobbiamo sceglier il segno meno.

Di conseguenza scriviamo

wn = n ·w = − St
‖∇S‖ . (3.12)

cosicché la (3.9) diventa ∫
Σ

vdσ = −ρ
∫

Σ

St
‖∇S‖dσ = −k

∫
Σ

(c− co)+dσ. (3.13)

Dal momento che la (3.13) deve valere non solo per Σ, ma anche per ogni suo sottoinsieme, si ha

ρ
St
‖∇S‖ = k(c− co)+. (3.14)

La (3.14) rappresenta l’equazione di evoluzione di Σ. Notiamo che la relazione sopra non è sufficiente
alla chiusura del problema matematico. Infatti, dal momento che Σ non è a priori nota, abbiamo a
che fare con un problema a frontiera libera.

Per derivare la seconda condizione da imporre sulla frontiera libera Σ dobbiamo scrivere il flusso
netto attraverso la superficie Σ. Questo sarà dovuto al flusso diffusivo e al flusso convettivo dovuto
al moto della superficie stessa. Infatti, benché il sistema sia statico, la superficie Σ(t) non lo è e di
conseguenza la velocità relativa fluido/superficie non è nulla. Il flusso netto dovrà essere uguale
alla velocità di consumo di moli di H+ sulla superficie per via della reazione. Il bilancio di massa
impone che

d

dt

[∫
Ωl(t)

c(x, t)dx

]
=

d

dt

[∫
Ωs(t)

ρdx

]
=

∫
Σ

−k(c− co)+dσ, (3.15)

Di conseguenza ∫
Ωl(t)

∂c

∂t
dx +

∫
∂Ωl(t)

cw · n̂dx =

∫
Σ

−k(c− co)+dσ,

dove n̂ è la normale esterna a Ωl(t). Ricordando che c soddisfa la (3.3), che n̂ = −n e che w = 0 su
Γl si trova ∫

Ωl(t)

D∆cdx−
∫

Σ

cw · ndx =

∫
Σ

−k(c− co)+dσ,

che, tramite il teorema della divergenza applicato al primo integrale, conduce a∫
Σ

−D∇c · ndσ −
∫

Σ

cw · ndx =

∫
Σ

−k(c− co)+dσ.

Ricordando infine che quest’ultima equazione deve valere anche per ogni sottoinsieme di Σ si trova

−D∇c · n− cw · n︸ ︷︷ ︸
flusso netto attraverso Σ

= −k(c− co)+︸ ︷︷ ︸
Velocità di reazione

, (3.16)

che ci fornisce l’ulteriore condizione da imporre su Σ. Ricordando la (3.12) si ha
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−D∇c · n + c
St
‖∇S‖ = −k(c− co)+. (3.17)

Riassumendo il problema da risolvere è il seguente

ct −D∆c = 0, x ∈ Ωl(t),

c(x, 0) = ĉ(x), x ∈ Ωl(0),

S(x, 0) = Ŝ(x) = 0, x ∈ Ω̄l(0) ∩ Ω̄s(0)

∇c · n = 0, x ∈ Γl,

ρSt = ‖∇S‖k(c− co)+, t ≥ 0,

−D∇c · n + c
St
‖∇S‖ = −k(c− co)+, t ≥ 0,

(3.18)

dove ĉ(x) è la concentrazione iniziale di ioni H+ e Ŝ(x) = 0 è l’equazione che descrive l’interfaccia
fra solido e liquido all’istante iniziale. Il problema (3.18) è troppo complesso per essere studiato. Ci
limitiamo al caso 1D, che comunque ci fornirà interessanti informazioni circa il modello.

3.2 Il modello unidimensionale

Consideriamo una sbarretta unidimensionale come quella mostrata in figura 3.4. In questo caso la
superficie di separazione è data da

S(x, t) = x− s(t) = 0, (3.19)

mentre la velocità normale della frontiera è

wn = w · n = − St
‖∇S‖ = ṡ(t).

Il problema (3.18) si trasforma in

ct −Dcxx = 0, x ∈ [s, L], t ≥ 0,

c(x, 0) = ĉ(x), x ∈ [so, L],

s(0) = so, so ∈ (0, L)

cx(L, t) = 0, t ≥ 0,

−ρṡ = k(c− co)+, t ≥ 0,

−Dcx − cṡ = −k(c− co)+, t ≥ 0,

(3.20)

Eliminando k(c− co)+ nelle ultime due condizioni di (3.20), possiamo riscrivere l’ultima condizione
di (3.20) come
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solido liquido

x = s(t)

x
⌦l(t)
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Figura 3.4. Il problema 1D.

ṡ
[
ρ+ c

]
= −Dcx (3.21)

Il problema (3.20) è un problema a frontiera libera unidimensionale per le incognite c(x, t) e s(t). Le
condizioni di frontiera sono date dalle (3.20)5,6. La natura del problema è parabolica ed è possibile
provare la buona posizione del problema, ossia esistenza, unicità e dipendenza continua dai dati
della soluzione. Noi non studieremo analiticamente il problema ma ci limiteremo ad una analisi
asintotica in cui si possono determinare soluzioni esplicite.

3.3 Il problema adimensionale

Riscaliamo adesso il problema utilizzando variabili adimensionali. Consideriamo il valore massimo
della concentrazione iniziale cA definito come

cA = max
[so,L]

ĉ(x),

in modo che la concentrazione iniziale adimensioanle sia data da

˜̂c =
ĉ

cA
∈ (0, 1).

Riscaliamo poi le variabili adimnesionali nel seguente modo

c̃ =
c

cA
t̃ =

t

tref
x̃ =

x

L
s̃ =

s

L
, (3.22)

dove tref è un tempo caratteristico da stabilire. Il problema (3.20) diventa

c̃t̃ −
(
tref
tD

)
c̃x̃x̃ = 0, x̃ ∈ [s̃, 1], t̃ ≥ 0,

c̃(x̃, 0) = ˜̂c(x̃), x̃ ∈ [s̃o, 1],

s̃(0) = s̃o, s̃o ∈ (0, 1)

c̃x̃(1, t̃) = 0, t̃ ≥ 0,

− λ

tref
˙̃s =

θ

tD
(c̃− δ)+, t̃ ≥ 0,

˙̃s

tref
[λ+ c̃] = − c̃x̃

tD
, t ≥ 0,

(3.23)



3.3 Il problema adimensionale 47

dove abbiamo posto

δ =
co
cA

λ =
ρ

cA
θ =

tD
tR
,

e dove

tD =
L2

D
tR =

L

k
, (3.24)

rappresentano i tempi caratteristici della diffusione e della reazione rispettivamente. Il coefficiente
δ rappresenta il rapporto fra la concentrazione molare di neutralizzazione e quella di riferimento,
mentre λ quello fra la densità molare del solido reagente e la concentrazione molare di riferimento.
Il coefficiente

θ =
Lk

D
=
tD
tR
,

rappresenta il rapporto fra la scala temporale diffusiva e quella di reazione. Quando θ è piccolo si
ha che la diffusione avviene molto più rapidamente della reazione, mentre quando θ è grande si ha il
contrario. Se si suppone che la soluzione inizialmente sia sufficientemente acida si ha δ � 1. Infatti
assumendo

co = 10−7 mol

`t
cA = 10−2 mol

`t
,

ossia assumendo che la concentrazione iniziale abbia pH minimo uguale a 2, si ha

δ = 10−5 � 1.

per cui possiamo trascurare δ nel modello. A seconda della scala temporale selezionata come scala di
riferimento (diffusione o reazione) si ottengono due diversi problemi. Nella scala diffusiva tref = tD
il problema diventa

(PD)



c̃t̃ − c̃x̃x̃ = 0, x̃ ∈ [s̃, 1], t̃ ≥ 0,

c̃(x̃, 0) = ˜̂c(x̃), x̃ ∈ [s̃o, 1],

s̃(0) = s̃o, s̃o ∈ (0, 1)

c̃x̃(1, t̃) = 0, t̃ ≥ 0,

−λ ˙̃s = θc̃, t̃ ≥ 0,

˙̃s [λ+ c̃] = −c̃x̃, t ≥ 0,

(3.25)

mentre nella scala della reazione tref = tR

(PR)



θc̃t̃ − c̃x̃x̃ = 0, x̃ ∈ [s̃, 1], t̃ ≥ 0,

c̃(x̃, 0) = ˜̂c(x̃), x̃ ∈ [s̃o, 1],

s̃(0) = s̃o, s̃o ∈ (0, 1)

c̃x̃(1, t̃) = 0, t̃ ≥ 0,

−λ ˙̃s = c̃, t̃ ≥ 0,

θ ˙̃s [λ+ c̃] = −c̃x̃, t ≥ 0,

(3.26)
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Notiamo che, quando θ = 1 i due problemi diventano esattamente lo stesso. Infatti, in questo caso,
la scala temporale di diffusione e quella di reazione coincidono.

3.4 Ricerca di una soluzione classica per mezzo di tecniche di punto fisso

liquidosolido

x = s(t)

so
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Figura 3.5. Dominio del problema 1D.

In questa sezione illustreremo una tecnica di punto fisso utilizzata per la determinazione della
soluzione dei problemi (PD) e (PR). Per semplicità ci limiteremo al problema (PD), dal momento
che per il problema (PR) la metodologia è del tutto analoga. Introduciamo la nuova variabile

ũ(x̃, t̃) = λ(x̃− s̃) +

∫ x̃

s̃

c̃(q, t̃)dq,

dove (c̃, s̃) rappresenta la soluzione di (PD). Si osserva che

ũt̃ = −λ ˙̃s− c̃(s̃, t̃) ˙̃s+

∫ x̃

s̃

c̃t̃(q, t̃)dq,

per cui, ricordando che c̃t̃ = c̃x̃x̃, si ha

ũt̃ = −λ ˙̃s− c̃(s̃, t̃) ˙̃s+ c̃x̃(x̃, t̃)− c̃x̃(s̃, t̃).

Dalla (3.25)6 si ha che

c̃x̃(s̃, t̃) + ˙̃s
[
λ+ c̃(s̃, t̃)

]
= 0,

per cui
ũt̃(x̃, t̃) = c̃x̃(x̃, t̃).

Inoltre
ũx̃(x̃, t̃) = λ+ c̃(x̃, t̃) ũx̃x̃(x̃, t̃) = c̃x̃(x̃, t̃). (3.27)

cosicché ũ soddisfa
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ũt̃(x̃, t̃) = ũx̃x̃(x̃, t̃).

Per quanto riguarda le condizioni iniziali e al contorno troviamo

ũ(x̃, 0) = ˜̂u(x̃) = λ(x− s̃o) +

∫ x̃

s̃o

ˆ̃c(q)dq,

ũ(s̃, t̃) = 0.

Poiché ũt̃(1, t̃) = c̃x̃(1, t̃) = 0 si ha che
ũ(1, t̃) = cost.

Se supponiamo che ũ sia continua nel punto (1, 0) si trova

ũ(1, t̃) = ˜̂u(1).

Infine dalla (3.27) si trova

ũx̃(s̃, t̃) = λ+ c̃(s̃, t̃) = λ− λ

θ
˙̃s

In conclusione il problema (PD) è stato trasformato in

ũt̃ − ũx̃x̃ = 0, x̃ ∈ [s̃, 1], t̃ ≥ 0,

ũ(x̃, 0) = ˜̂u(x̃), x̃ ∈ [s̃o, 1],

ũ(1, t̃) = ˜̂u(1), t̃ ≥ 0,

ũ(s̃, t̃) = 0, t̃ ≥ 0,

ũx̃(s̃, t̃) = λ

(
1−

˙̃s

θ

)
, t̃ ≥ 0,

s̃(0) = s̃o, s̃o ∈ (0, 1)

(3.28)

Per determinare l’esistenza di una soluzione (in senso classico, ossia continua fino alle derivate
seconde) si può procedere nella seguente maniera. Si sceglie una funzione s̃∗(t̃) in un opportuno
insieme di funzioni Σ tale che s̃∗(0) = s̃o. Si risolve il problema (3.28)1−4 ottenendo una funzione
ũ(x̃, t̃) (per la buona posizione di questo tipo di problemi rimandiamo a [2]). Dopo di che si risolve
l’equazione differenziale ottenuta mediante le ultime due della (3.28)

λ ˙̃s = −θ
[
ũx̃(s̃∗, t̃)− λ

]
s̃(0) = s̃o

e si ottiene in questo modo una nuova funzione s̃(t̃). Se anche s̃(t̃) ∈ Σ allora abbiamo costruito un
operatore

Ψ : Σ→ Σ

tale che Ψ(s̃∗) = s̃. Se l’operatore Ψ ammette un punto fisso Ψ(s̃) = s̃ con s̃ ∈ Σ, allora quella
è la soluzione del problema. La difficoltà in questa procedura risiede nella scelta dell’insieme Σ e
nella dimostrazione delle proprietà dell’operatore Ψ , come ad esempio la continuità rispetto ad una
qualche norma di Σ.
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3.5 La soluzione stazionaria

In quel che segue, per semplicità omettiamo i tilde. Per entrambi i problemi (PD) e (PR) la soluzione
stazionaria (c∞, s∞) è data omettendo le derivate temporali, ossia risolvendo il problema

(PS)



cxx = 0, x ∈ [s∞, 1],

cx(1) = 0,

c(s∞) = 0,

cx(s∞) = 0,

(3.29)

che fornisce la soluzione
c∞ = 0, (3.30)

ma non ci dice niente su s∞. Per determinare la posizione di s∞ dobbiamo dare una formulazione
integrale delle condizioni di frontiera libera. Ovviamente, nel caso s∞ < 0, possiamo concludere che
la sbarretta di materiale reagente viene consumata in un tempo finito, dal momento che esisterà un
tempo finito t̄ tale che s(t̄) = 0. Il tempo t̄ sarà esattamente il tempo necessario affinché tutto il
materiale reagente sia consumato.

3.6 Formulazione integrale nella scala diffusiva

In questa sezione facciamo vedere come le condizioni di frontiera libera possono essere riformulate
per ottenere una relazione integrale per la frontiera mobile s(t). Questa formulazione sarà utile
per la determinazione della soluzione asintotica s∞. Consideriamo il problema diffusivo (PD). Con
riferimento alla figura 3.5 consideriamo l’equazione (3.25)1 (siamo dunque nella scala temporale
della diffusione) ed integriamola in

Ωt = {(x, τ) : x ∈ (s, 1) τ ∈ (0, t)}. (3.31)

Si ha ∫
Ωt

[
∂c

∂τ
− ∂

∂x

(
∂c

∂x

)]
dxdτ = 0.

Utilizzando le formule di Gauss-Green (si veda [7]) l’integrale doppio si trasforma nel seguente
integrale curvilineo ∮

Ωt

cdx+ cxdτ = 0,

ossia ∫ 1

so

ĉ(x)dx+

∫ t

0

cx(1, τ)︸ ︷︷ ︸
=0

dτ −
∫ 1

s(t)

c(x, t)dx−
∫ t

0

c(s, τ)ṡdτ −
∫ t

0

cx(s, τ)dτ = 0.

Ricordando la (3.25)6 la relazione sopra può essere riscritta come
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so

ĉ(x)dx−
∫ 1

s(t)

c(x, t)dx−
∫ t

0

c(s, τ)ṡdτ +

∫ t

0

ṡ (λ+ c(s, τ)) dτ = 0,

che ci fornisce

λ[so − s(t)] =

∫ 1

so

ĉ(x)dx−
∫ 1

s(t)

c(x, t)dx. (3.32)

Se adesso prendiamo il limite per t→∞ nella (3.32) troviamo

λ[so − s∞] =

∫ 1

so

ĉ(x)dx,

dal momento che dalla (3.30)
lim
t→∞

c(x, t) = c∞ = 0.

In conclusione si trova

λs∞ =

∫ so

0

λdx−
∫ 1

so

ĉ(x)dx. (3.33)

Di conseguenza avremo che se

(A)

∫ so

0

λdx >

∫ 1

so

ĉ(x)dx =⇒ s∞ > 0,

mentre se

(B)

∫ so

0

λdx ≤
∫ 1

so

ĉ(x)dx =⇒ s∞ ≤ 0.

Notiamo che i termini ∫ so

0

λdx

∫ 1

so

ĉ(x)dx, (3.34)

rappresentano la massa molare iniziale del solido reagente e degli ioni H+ rispettivamente (ovvia-
mente nella formulazione adimensionale). Quindi nel caso (A) c’è più solido di quanto ne serva per
neutralizzare tutta la soluzione (e quindi s∞ > 0), mentre nel caso (B) non ce ne è a sufficienza (e
quindi s∞ < 0). Nel caso (B) quindi esisterà un tempo finito nel quale tutto il solido verrà esaurito.
Nel caso (A) invece ci sarà uno spessore asintotico positivo s∞ definito dalla (3.33) a cui tende la
parte solida in un tempo sufficientemente lungo.

3.7 Il problema nella scala diffusiva

Consideriamo di nuovo la scala temporale diffusiva, ossia il problema (PD) e supponiamo che questa
sia molto più piccola di quella di reazione, ossia

tD � tR ⇐⇒ θ � 1.

Questo significa che, essendo la diffusione più rapida della reazione, i fenomeni di consumo dovuti
alla reazione non sono osservabili. Il problema (PD) diventa
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ct − cxx = 0,

c(x, 0) = ĉ(x),

cx(1, t) = 0,

s(0) = so,

ṡ(t) = 0,

cx(s, t) = 0,

(3.35)

Le condizioni (3.35)4,5 ci dicono che s non evolve nel tempo in questa scala temporale, ossia che
la lastra di solido non si consuma, in quanto in questa scala temporale la reazione non si è ancora
messa in moto. Il problema da risolvere sarà allora

ct − cxx = 0,

c(x, 0) = ĉ(x),

cx(1, t) = 0,

cx(so, t) = 0,

(3.36)

ossia un problema parabolico con condizioni di Neumann omogenee al bordo. Le soluzioni si possono
determinare nuovamente con il metodo di separazione delle variabili. Se invece consideriamo

tD � tR ⇐⇒ θ � 1.

il problema che otteniamo è il seguente 

ct − cxx = 0,

c(x, 0) = ĉ(x),

cx(1, t) = 0,

s(o) = so,

c(s, t) = 0,

cx(s, t) = −λṡ.

(3.37)

In questo caso c = 0 sulla superficie di reazione x = s(t). Questo significa che la concentrazione
di ioni H+ sulla superficie è sempre quella di neutralità e tutti gli ioni che arrivano sulla superficie
per diffusione vengono neutralizzati in maniera tale da mantenere la neutralità sulla superficie di
reazione. Osserviamo che il problema (3.37) è del tutto analogo al problema di Stefan ad una fase
unidimensionale (1.48), si veda anche [9].
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3.8 Il problema nella scala della reazione

Se invece consideriamo la scala della reazione assumendo sempre che

tD � tR ⇐⇒ θ � 1.

si ha 

cxx = 0,

cx(1, t) = 0,

s(0) = so,

λṡ(t) = −c,

cx(s, t) = 0,

(3.38)

In questo caso
c = f(t),

per cui
λṡ = −f(t) (3.39)

In questa situazione si ha che il profilo di concentrazione evolve per stati stazionari (soluzione quasi
stazionaria). In particolare si ha che dopo un transiente iniziale in cui la diffusione ha un ruolo
primario, la concentrazione diventa uniforme per cui, chiamando t = 0 l’istante in cui c è diventato
uniforme nella soluzione si ha

f(0) = fo,

che è da considerarsi noto. Dopo di ché, per determinare f(t) si considera il bilancio di massa in
questa evoluzione quasi-stazionaria

d

dt

[∫ s(t)

0

λdx

]
=

d

dt

[∫ 1

s(t)

f(t)dx

]

che conduce a
λs(t)− f(t)

[
1− s(t)

]
= λso − fo

[
1− so

]
Da quest’ultima si ricava

f(t) =
1

1− s
[
λs+ fo(1− so)− λso

]
> 0

Definiamo
γ = fo(1− so)− λso

e sostituiamo nella (3.39) ottenendo il problema di Cauchy
λṡ =

1

s− 1

[
λs+ γ

]
s(0) = so

(3.40)

Vogliamo che inizialmente s diminuisca e di conseguenza richiediamo che
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λṡ(0) =
1

so − 1

[
λso + γ

]
< 0.

Dal momento che so ∈ (0, 1), la disuguaglianza sopra implica che

fo(1− so) > 0,

che è soddisfatta sempre poiché so ∈ (0, 1) e fo > 0. Integrando la (3.40)1 tra 0 e t si trova∫ t

0

ds

dτ

s− 1[
λs+ γ

]dτ =
t

λ

che conduce a ∫ s

so

ξ − 1

λξ + γ
dξ =

t

λ
(3.41)

L’integrazione della (3.41) fornisce

t = (s− so)−
(

1 +
γ

λ

)
ln

(
λs+ γ

λso + γ

)
, (3.42)

che ha senso fino a che λs + γ > 0. Osserviamo che la presenza o meno di un asintoto verticale di
t(s) in [0, so] dipende dalla quantità γ. In particolare se

γ > 0 fo(1− so) > λso

allora non ci può essere asintoto orizzontale poiché la massa molare al tempo t = 0, ossia fo(1− so),
è maggiore della massa totale a t = 0 di reagente, ossia λso. In questo caso non ho reagente a
sufficienza per neutralizzare tutte le moli di H+ e di conseguenza s(t) deve per forza annullarsi in
un tempo finito tf facilmente calcolabile ponendo s = 0 nella (3.42)

tf = −so −
(

1 +
γ

λ

)
ln

(
γ

λso + γ

)
> 0. (3.43)

Se invece
γ < 0 fo(1− so) < λso,

allora le moli da neutralizzare sono minori delle moli di reagente a disposizione per neutralizzarle.
In questo caso allora avrò un asintoto verticale x = s∞ ∈ (0, so) tale che

lim
s→s+∞

t(s) =∞.

Un esempio di andamento della frontiera s(t) che si annulla in un tempo finito è mostrato in Fig.
3.6. Supponiamo adesso di considerare

tR � tD ⇐⇒ θ � 1,

ossia supponiamo di considerare che la reazione sia molto più rapida della diffusione. In questo caso
il problema (3.26) diventa 

ct = 0

c(x, 0) = ĉ(x)

ṡ = 0.

(3.44)
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Figura 3.6. Evoluzione di s(t) nella scala temporale della reazione con tD � tR.

In questa situazione c = ĉ(x) per tutti i tempi, ossia il profilo di c non cambia, dal momento
che la diffusione non è visibile in questa scala temporale. Questo significa che nel “bulk” della
soluzione il profilo di c non varia. Il problema (3.44) è ottenuto considerando la scala spaziale L.
Supponiamo adesso di considerare che in prossimità della superficie s ci sia uno strato limite di
spessore (dimensionale) h in cui la diffusione invece ha un suo peso. Scegliamo le dimensioni di tale
strato limite in modo che le scale diffusiva e di reazione siano dello stesso ordine. Scriviamo perciò

thD =
h2

D
(scala temporale diffusiva)

thR =
h

k
(scala temporale della reazione)

imponendo
thD
thR

=
h2k

Dh
=
hk

D
= O(1).

Per semplicità poniamo
thD
thR

= 1 ⇐⇒ h =
D

k
.

Lo spessore dello strato in forma adimensionale diventa

ζ =
h

L
=

D

kL
=

1

θ
.

Introduciamo allora la variabile adimensionale

ζξ = x,

in modo che quando x = O(ζ) si abbia ξ = O(1). L’equazione (3.26)1 diventa allora

ζ2θct − cξξ = 0.
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Adesso osserviamo che

ζ2θ =
1

θ
� 1, ζθ = 1.

Di conseguenza il problema (3.26) si riscrive come (omettiamo nuovamente i tilde e trascuriamo
nuovamente δ) 

cξξ = 0

−λṡ = c(s, t)

ṡ(λ+ c(s, t)) = −cξ(s, t)

s(0) = so.

(3.45)

Integrando in ξ una volta si trova
cξ(ξ, t) = λṡ(ṡ− 1).

Integrando ancora una volta si ha

c(ξ, t) = λṡ(ṡ− 1)ξ + ψ(t),

dove
ψ(t) = λṡ

[
s(1− ṡ)− 1

]
.

In conclusione si trova
c(ξ, t) = λṡ

[
(ṡ− 1)(ξ − s)− 1

]
.

Adesso impongo la continuità della soluzione in s+ 1, ossia del punto in cui finisce lo strato limite
e comincia il bulk. Impongo allora

ĉ(s) ≈ ĉ(s+ ζ) = c(s+ 1, t).

In conclusione trovo {
λṡ
[
(ṡ− 2

]
= ĉ(s)

s(0) = so
(3.46)

che è una equazione differenziale non lineare in forma implicita per la s. La sua soluzione numerica
ci fornisce l’evoluzione della frontiera mobile s(t). Dalla (3.47)1 si nota facilmente che

λṡ2 − 2λṡ− ĉ(s) = 0

per cui

ṡ = 1±
√

1 +
ĉ(s)

λ
.

Siccome ha senso solo la soluzione per cui ṡ < 0 prendiamo solamente l’equazione con il segno meno
davanti alla radice quadrata, ossia

ṡ

1−
√

1 +
ĉ(s)

λ

= 1.

In conclusione dobbiamo risolvere il problema



3.8 Il problema nella scala della reazione 57
ṡ

1−
√

1 +
ĉ(s)

λ

= 1

s(0) = so

(3.47)

La cui soluzione ci fornisce l’evoluzione della frontiera libera s(t).





4

Deposizione nei greggi cerosi

Il petrolio può essere considerato come una miscela di idrocarburi di diverso peso molecolare. I petroli
con alto contenuto di idrocarburi ad alto peso molecolare (come le paraffine) vengono chiamati
greggi cerosi o waxy crude oils (WCO’s). In particolari condizioni di temperatura e di pressione
le componenti paraffiniche, dette anche cere, possono precipitare producendo una fase segregata
che, in seguito ad un ulteriore abbassamento della temperatura, può intrappolare il petrolio in una
specie di gel molto viscoso. La temperatura alla quale si osserva la formazione dei primi cristalli
di paraffina viene definita cloud point (o WAT, wax appearing temperature), questo proprio perché
la fase segregata rende il petrolio opaco come una nuvola. La temperatura alla quale si comincia
ad osservare il passaggio verso una struttura gelatinosa che inibisce lo scorrimento in una condotta
si chiama pour point, o punto di scorrimento. Al di sotto di questa temperatura il greggio è assai
difficile da trasportare proprio a causa della sua struttura simil-solida. La WAT in generale si trova
in un range di temperatura non estremo, per cui la segregazione delle cere può avvenire anche a
temperatura ambiente.

Quando la fase segregata è presente il greggio può essere considerato come una soluzione satura
di cera. Se un gradiente di temperatura viene applicato alla soluzione, questo a sua volta genera
un gradiente di concentrazione, dal momento che la concentrazione di cera in regime di saturazione
è un funzione crescente della temperatura. In questa situazione si osserva la migrazione della cera
disciolta da zone ad alta concentrazione verso zone a bassa concentrazione, ossia da zone ad alta
temperatura verso zone a bassa temperatura. Questo fenomeno, chiamato molecular diffusion, è
responsabile, ad esempio, della formazione di depositi solidi sulle pareti delle condotte esposte a
condizioni termiche sufficientemente basse. Anche la reologia del fluido può risentire della presenza
della paraffina segregata. Infatti mentre a temperature elevate il petrolio può essere considerato
come un fluido newtoniano, in presenza di una fase segregata il suo comportamento può essere
assimilato a quello di un fluido di Bingham (vedi capitolo successivo), ossia un fluido visco-plastico
in cui sono presenti regioni indeformabili.

In questo capitolo vogliamo studiare il fenomeno della deposizione della cera su una parete fredda,
un problema dai risvolti pratici molto importanti. Nelle condotte infatti risulta necessario ripulire
periodicamente le pareti dai depositi formati, un’operazione costosa e difficile che rende la predizione
del tasso di crescita dei depositi di importanza fondamentale. La modellizzazione della deposizione
nei greggi cerosi incontra notevoli difficoltà dovute principalmente alla difficoltà di ottenere misure
dirette della diffusività della cera nell’olio. Infatti la diffusività è ottenuta indirettamente mediante
misure di deposizione per effetto di gradienti termici controllati. L’apparato sperimentale atto a
questa operazione è chiamato cold finger. Esso è concepito per la verifica dei modelli predittivi
di deposizione, ma anche per dedurre importanti parametri fisici presenti nei modelli mediante le
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greggio
<latexit sha1_base64="gypk4o7IdCw1d41i/Y3PHL/X65I="></latexit><latexit sha1_base64="gypk4o7IdCw1d41i/Y3PHL/X65I="></latexit><latexit sha1_base64="gypk4o7IdCw1d41i/Y3PHL/X65I="></latexit>

greggio
<latexit sha1_base64="gypk4o7IdCw1d41i/Y3PHL/X65I="></latexit><latexit sha1_base64="gypk4o7IdCw1d41i/Y3PHL/X65I="></latexit><latexit sha1_base64="gypk4o7IdCw1d41i/Y3PHL/X65I="></latexit>

parete interna
<latexit sha1_base64="0JJ8m2awQRj69Mf6ymEFYUOL0Cs=">AAACKnicbVDLSsRAEJz4dn2tevDgZXARPC2JCOpN9OJRwVVhE5bObK8OzkzCTMcHIV/jVb/Gk3j1NwQn6x581amo6qa7Ks2VdBSGr8HY+MTk1PTMbGNufmFxqbm8cu6ywgrsiExl9jIFh0oa7JAkhZe5RdCpwov05qj2L27ROpmZM3rIMdFwZeRACiAv9ZprMeE9WV3mYJGQS0NoDVS9Zitsh0PwvyQakRYb4aTX/Ij7mSg0GhIKnOtGYU5JCZakUFg14sJhDuIGrrDrqQGNLimHASq+WTigjOdouVR8KOL3jRK0cw869ZMa6Nr99mrxP69b0GAvKaXJC0Ij6kMkFQ4POWGlbwZ5X/rkBPXndX4uwAL5FiQHIbxY+KoascE7kWkNpl/Gh1U3Ssq4PpcOylZUVQ3fV/S7nb+ks93eb4enO62Dw1FxM2ydbbAtFrFddsCO2QnrMMEq9sie2HPwHLwEr8Hb1+hYMNpZZT8QvH8CUG2oUw==</latexit><latexit sha1_base64="0JJ8m2awQRj69Mf6ymEFYUOL0Cs=">AAACKnicbVDLSsRAEJz4dn2tevDgZXARPC2JCOpN9OJRwVVhE5bObK8OzkzCTMcHIV/jVb/Gk3j1NwQn6x581amo6qa7Ks2VdBSGr8HY+MTk1PTMbGNufmFxqbm8cu6ywgrsiExl9jIFh0oa7JAkhZe5RdCpwov05qj2L27ROpmZM3rIMdFwZeRACiAv9ZprMeE9WV3mYJGQS0NoDVS9Zitsh0PwvyQakRYb4aTX/Ij7mSg0GhIKnOtGYU5JCZakUFg14sJhDuIGrrDrqQGNLimHASq+WTigjOdouVR8KOL3jRK0cw869ZMa6Nr99mrxP69b0GAvKaXJC0Ij6kMkFQ4POWGlbwZ5X/rkBPXndX4uwAL5FiQHIbxY+KoascE7kWkNpl/Gh1U3Ssq4PpcOylZUVQ3fV/S7nb+ks93eb4enO62Dw1FxM2ydbbAtFrFddsCO2QnrMMEq9sie2HPwHLwEr8Hb1+hYMNpZZT8QvH8CUG2oUw==</latexit><latexit sha1_base64="0JJ8m2awQRj69Mf6ymEFYUOL0Cs=">AAACKnicbVDLSsRAEJz4dn2tevDgZXARPC2JCOpN9OJRwVVhE5bObK8OzkzCTMcHIV/jVb/Gk3j1NwQn6x581amo6qa7Ks2VdBSGr8HY+MTk1PTMbGNufmFxqbm8cu6ywgrsiExl9jIFh0oa7JAkhZe5RdCpwov05qj2L27ROpmZM3rIMdFwZeRACiAv9ZprMeE9WV3mYJGQS0NoDVS9Zitsh0PwvyQakRYb4aTX/Ij7mSg0GhIKnOtGYU5JCZakUFg14sJhDuIGrrDrqQGNLimHASq+WTigjOdouVR8KOL3jRK0cw869ZMa6Nr99mrxP69b0GAvKaXJC0Ij6kMkFQ4POWGlbwZ5X/rkBPXndX4uwAL5FiQHIbxY+KoascE7kWkNpl/Gh1U3Ssq4PpcOylZUVQ3fV/S7nb+ks93eb4enO62Dw1FxM2ydbbAtFrFddsCO2QnrMMEq9sie2HPwHLwEr8Hb1+hYMNpZZT8QvH8CUG2oUw==</latexit>

parete esterna
<latexit sha1_base64="lJc1kMlFtOUDoq7pCkLHtOi/nrI=">AAACKnicbVDLSsRAEJz4dn2tevDgZXARPC2JCOpN9OJRwVVhE5bObK8OzkzCTMcHIV/jVb/Gk3j1NwQn6x581amo6qa6K82VdBSGr8HY+MTk1PTMbGNufmFxqbm8cu6ywgrsiExl9jIFh0oa7JAkhZe5RdCpwov05qj2L27ROpmZM3rIMdFwZeRACiAv9ZprMeE9WV3mYJGQoyO0BqpesxW2wyH4XxKNSIuNcNJrfsT9TBQaDQkFznWjMKekBEtSKKwaceEwB3EDV9j11IBGl5TDByq+WTigjOdouVR8KOL3jRK0cw869ZMa6Nr99mrxP69b0GAvKaXJC0Ij6iCSCodBTljpm0Hel/5zgvpy5NJwARbItyA5COHFwlfViA3eiUxrMP0yPqy6UVLGdVw6KFtRVTV8X9Hvdv6SznZ7vx2e7rQODkfFzbB1tsG2WMR22QE7ZieswwSr2CN7Ys/Bc/ASvAZvX6NjwWhnlf1A8P4JUh2oVA==</latexit><latexit sha1_base64="lJc1kMlFtOUDoq7pCkLHtOi/nrI=">AAACKnicbVDLSsRAEJz4dn2tevDgZXARPC2JCOpN9OJRwVVhE5bObK8OzkzCTMcHIV/jVb/Gk3j1NwQn6x581amo6qa6K82VdBSGr8HY+MTk1PTMbGNufmFxqbm8cu6ywgrsiExl9jIFh0oa7JAkhZe5RdCpwov05qj2L27ROpmZM3rIMdFwZeRACiAv9ZprMeE9WV3mYJGQoyO0BqpesxW2wyH4XxKNSIuNcNJrfsT9TBQaDQkFznWjMKekBEtSKKwaceEwB3EDV9j11IBGl5TDByq+WTigjOdouVR8KOL3jRK0cw869ZMa6Nr99mrxP69b0GAvKaXJC0Ij6iCSCodBTljpm0Hel/5zgvpy5NJwARbItyA5COHFwlfViA3eiUxrMP0yPqy6UVLGdVw6KFtRVTV8X9Hvdv6SznZ7vx2e7rQODkfFzbB1tsG2WMR22QE7ZieswwSr2CN7Ys/Bc/ASvAZvX6NjwWhnlf1A8P4JUh2oVA==</latexit><latexit sha1_base64="lJc1kMlFtOUDoq7pCkLHtOi/nrI=">AAACKnicbVDLSsRAEJz4dn2tevDgZXARPC2JCOpN9OJRwVVhE5bObK8OzkzCTMcHIV/jVb/Gk3j1NwQn6x581amo6qa6K82VdBSGr8HY+MTk1PTMbGNufmFxqbm8cu6ywgrsiExl9jIFh0oa7JAkhZe5RdCpwov05qj2L27ROpmZM3rIMdFwZeRACiAv9ZprMeE9WV3mYJGQoyO0BqpesxW2wyH4XxKNSIuNcNJrfsT9TBQaDQkFznWjMKekBEtSKKwaceEwB3EDV9j11IBGl5TDByq+WTigjOdouVR8KOL3jRK0cw869ZMa6Nr99mrxP69b0GAvKaXJC0Ij6iCSCodBTljpm0Hel/5zgvpy5NJwARbItyA5COHFwlfViA3eiUxrMP0yPqy6UVLGdVw6KFtRVTV8X9Hvdv6SznZ7vx2e7rQODkfFzbB1tsG2WMR22QE7ZieswwSr2CN7Ys/Bc/ASvAZvX6NjwWhnlf1A8P4JUh2oVA==</latexit>

Figura 4.1. Schema del cold finger.

misure di deposizione. Ipotesi fondamentali che assumeremo in ciò che segue sono: (i) che la cera
sia formata da un’unica componente, (ii) che la densità della cera è dell’olio siano la stessa.

4.1 Il Cold Finger statico

L’apparato del cold finger consiste in un cilindro (raggio circa 5 cm) la cui parete esterna può essere
termicamente controllata. Il campione di olio, precedentemente riscaldato di circa 30, 40 o K al
di sopra della WAT, viene immesso nel cilindro e successivamente raffreddato ad una temperature
Te che sarà mantenuta sulla parete esterna per tutta la durata dell’esperimento. Di seguito viene
inserito un cilindro co-assiale (il cold finger o dito freddo appunto) mantenuto a temperatura Ti <
Te immerso nell’olio, vedi Fig. 4.1. All’interno della miscela d’olio viene a formarsi un gradiente
termico responsabile della migrazione della cera disciolta. A causa della grande differenza fra la
scala temporale della diffusione termica e quella della cera disciolta, il transiente termico (ossia la
fase in cui si osserva variazione della temperatura con il tempo) può essere trascurata nel modello e
si può assumere che la temperatura raggiunga il suo profilo stazionario prima che qualsiasi fenomeno
diffusivo della cera sia osservabile.

4.2 Temperatura e concentrazione

La temperatura è dunque considerata indipendente dal tempo, dal momento che la sua scala tempo-
rale di evoluzione è di gran lunga più piccola di quella della diffusione della cera. Inoltre si assume che
il profilo termico non cambi a causa della variazione di entalpia dovuta alla segregazione/dissoluzione
della cera. Infatti è sperimentalmente provato che quest’ultima è trascurabile rispetto al flusso di
calore determinato dai due termostati posti alla parete fredda e alla parete calda. Indichiamo con Ri
ed Re i raggi del cold finger e della parete esterna rispettivamente, si veda la Fig. 4.1. In geometria
cilindrica il profilo di temperatura T (r) è dato dalla soluzione dell’equazione di Laplace

∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
= 0, (4.1)
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c⇤tot
<latexit sha1_base64="sNpf/nH9PSGfisPqqS0Ww5Dvju8=">AAACGnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWATxUBIR1JvoxaOCtUoTy8v2VRd3N2H3RZGQX+FVf40n8erFHyOY1B7UOqdh5j1mmDhV0pHvf3hj4xOTU9Mzs7W5+YXFpfryyrlLMiuwJRKV2IsYHCppsEWSFF6kFkHHCtvx7VHlt+/QOpmYM3pIMdJwbWRfCqBSuhTdnBIqrra69Ybf9AfgoyQYkgYb4qRb/wx7icg0GhIKnOsEfkpRDpakUFjUwsxhCuIWrrFTUgMaXZQPChd8I3NACU/Rcqn4QMSfHzlo5x50XF5qoBv316vE/7xORv29KJcmzQiNqIJIKhwEOWFluQTynrRIBFVz5NJwARaI0EoOQpRiVk5TCw3ei0RrML08PCw6QZSHVVzczxtBUdTKvYK/64yS1nZzv+mf7jQODofDzbA1ts42WcB22QE7ZiesxQTT7JE9sWfv2XvxXr2379Mxb/izyn7Be/8CdGChpQ==</latexit><latexit sha1_base64="sNpf/nH9PSGfisPqqS0Ww5Dvju8=">AAACGnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWATxUBIR1JvoxaOCtUoTy8v2VRd3N2H3RZGQX+FVf40n8erFHyOY1B7UOqdh5j1mmDhV0pHvf3hj4xOTU9Mzs7W5+YXFpfryyrlLMiuwJRKV2IsYHCppsEWSFF6kFkHHCtvx7VHlt+/QOpmYM3pIMdJwbWRfCqBSuhTdnBIqrra69Ybf9AfgoyQYkgYb4qRb/wx7icg0GhIKnOsEfkpRDpakUFjUwsxhCuIWrrFTUgMaXZQPChd8I3NACU/Rcqn4QMSfHzlo5x50XF5qoBv316vE/7xORv29KJcmzQiNqIJIKhwEOWFluQTynrRIBFVz5NJwARaI0EoOQpRiVk5TCw3ei0RrML08PCw6QZSHVVzczxtBUdTKvYK/64yS1nZzv+mf7jQODofDzbA1ts42WcB22QE7ZiesxQTT7JE9sWfv2XvxXr2379Mxb/izyn7Be/8CdGChpQ==</latexit><latexit sha1_base64="sNpf/nH9PSGfisPqqS0Ww5Dvju8=">AAACGnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWATxUBIR1JvoxaOCtUoTy8v2VRd3N2H3RZGQX+FVf40n8erFHyOY1B7UOqdh5j1mmDhV0pHvf3hj4xOTU9Mzs7W5+YXFpfryyrlLMiuwJRKV2IsYHCppsEWSFF6kFkHHCtvx7VHlt+/QOpmYM3pIMdJwbWRfCqBSuhTdnBIqrra69Ybf9AfgoyQYkgYb4qRb/wx7icg0GhIKnOsEfkpRDpakUFjUwsxhCuIWrrFTUgMaXZQPChd8I3NACU/Rcqn4QMSfHzlo5x50XF5qoBv316vE/7xORv29KJcmzQiNqIJIKhwEOWFluQTynrRIBFVz5NJwARaI0EoOQpRiVk5TCw3ei0RrML08PCw6QZSHVVzczxtBUdTKvYK/64yS1nZzv+mf7jQODofDzbA1ts42WcB22QE7ZiesxQTT7JE9sWfv2XvxXr2379Mxb/izyn7Be/8CdGChpQ==</latexit>

T<latexit sha1_base64="GDB5NuZLuij+Lf2XEKIKZkSvy/8=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6k304rGC1UITysv2VRd3N2H3RZGQX+BVf40n8eof8McIJrUHbZ3TMPMeM0ycKunI9z+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnlkswK7IhEJbYbg0MlDXZIksJuahF0rPA6vjur/Ot7tE4m5pIeU4w03Bg5lAKolC4u+42m3/JH4NMkGJMmG6Pdb3yFg0RkGg0JBc71Aj+lKAdLUigs6mHmMAVxBzfYK6kBjS7KR0ULvps5oISnaLlUfCTi748ctHOPOi4vNdCtm/Qq8T+vl9HwKMqlSTNCI6ogkgpHQU5YWS6AfCAtEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODDyLRGswgD0+LXhDlYRUXD/NmUBT1cq9gcp1p0tlvHbf8i4Pmyel4uBrbZjtsjwXskJ2wc9ZmHSYYsif2zF68F+/Ve/Pef05nvPHPFvsD7+MbviKeEA==</latexit><latexit sha1_base64="GDB5NuZLuij+Lf2XEKIKZkSvy/8=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6k304rGC1UITysv2VRd3N2H3RZGQX+BVf40n8eof8McIJrUHbZ3TMPMeM0ycKunI9z+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnlkswK7IhEJbYbg0MlDXZIksJuahF0rPA6vjur/Ot7tE4m5pIeU4w03Bg5lAKolC4u+42m3/JH4NMkGJMmG6Pdb3yFg0RkGg0JBc71Aj+lKAdLUigs6mHmMAVxBzfYK6kBjS7KR0ULvps5oISnaLlUfCTi748ctHOPOi4vNdCtm/Qq8T+vl9HwKMqlSTNCI6ogkgpHQU5YWS6AfCAtEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODDyLRGswgD0+LXhDlYRUXD/NmUBT1cq9gcp1p0tlvHbf8i4Pmyel4uBrbZjtsjwXskJ2wc9ZmHSYYsif2zF68F+/Ve/Pef05nvPHPFvsD7+MbviKeEA==</latexit><latexit sha1_base64="GDB5NuZLuij+Lf2XEKIKZkSvy/8=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6k304rGC1UITysv2VRd3N2H3RZGQX+BVf40n8eof8McIJrUHbZ3TMPMeM0ycKunI9z+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnlkswK7IhEJbYbg0MlDXZIksJuahF0rPA6vjur/Ot7tE4m5pIeU4w03Bg5lAKolC4u+42m3/JH4NMkGJMmG6Pdb3yFg0RkGg0JBc71Aj+lKAdLUigs6mHmMAVxBzfYK6kBjS7KR0ULvps5oISnaLlUfCTi748ctHOPOi4vNdCtm/Qq8T+vl9HwKMqlSTNCI6ogkgpHQU5YWS6AfCAtEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODDyLRGswgD0+LXhDlYRUXD/NmUBT1cq9gcp1p0tlvHbf8i4Pmyel4uBrbZjtsjwXskJ2wc9ZmHSYYsif2zF68F+/Ve/Pef05nvPHPFvsD7+MbviKeEA==</latexit>
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Figura 4.2. Concentrazione di saturazione

con le condizioni T (Ri) = Ti < T (Re) = Te. Si trova perciò

T (r) = Ti +
(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) ln

(
r

Ri

)
, (4.2)

dove la (4.2) soddisfa la (4.1) e le condizioni al contorno. Supponiamo che tutte le variabili del
problema non dipendano dalle coordinate longitudinale ed angolare ed introduciamo le seguenti
concentrazioni

• ctot(r, t) concentrazione totale di cera;

• ctot(r, 0) = c∗tot concentrazione totale iniziale di cera;

• c(r, t) concentrazione di cera disciolta;

• G(r, t) concentrazione di cera segregata;

• Cs(T (r)) concentrazione di saturazione, detta anche solubilità.

La funzione Cs(T ) rappresenta la massima quantità di cera disciolta per unità di volume alla tem-
peratura T . Sperimentalmente si osserva che Cs è una funzione crescente di T , ossia più alta è la
temperatura, più cera disciolta si può avere nell’unità di volume. Quando la concentrazione totale
di cera ctot eccede Cs(T ) parte della cera disciolta precipita sotto forma di cristalli in sospensione
nella soluzione. Sia c∗tot la concentrazione iniziale totale di cera nel campione di olio in esame. Il
Cloud point è definito come quella temperatura Tcloud tale che

c∗tot = Cs(Tcloud).

Infatti se T > Tcloud allora c∗tot < Cs(T ) e quindi non si ha fase segregata, mentre se T < Tcloud
allora c∗tot > Cs(T ) e si ha fase segregata, come mostrato in Fig. 4.2. Possiamo scrivere le seguenti
relazioni

G(r, t) = [ctot(r, t)− Cs(T (r))]+ , (4.3)

dove [..]+ denota la parte positiva che è uguale a 0 ogniqualvolta la quantità in parentesi è negativa
o nulla
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ctot(r, t) = G(r, t) + c(r, t), (4.4)

c(r, t) = min{ctot(r, t), Cs(T (r))}. (4.5)

La definizione di G mediante la parte positiva è necessaria dal momento che, quando ctot < Cs(T ),
il sistema non è saturo e dunque non possiamo avere cera segregata. La dipendenza della solubiltà
Cs dalla temperatura può essere determinata sperimentalmente dalla termodinamica delle miscele.
Infatti, assumendo un comportamento ideale della miscela bi-componente (vedi [11]), tramite la
legge di Arrhenius, troviamo

Cs(T ) = Cs(Tcloud) exp

{
− λ
R

(
1

T
− 1

Tcloud

)}
, (4.6)

dove λ è il calore latente della cera e R è la costante specifica dei gas perfetti. Notiamo che

C
′

s(T ) = Cs(Tcloud) exp

{
− λ
R

(
1

T
− 1

Tcloud

)}
λ

RT 2
,

C
′′

s (T ) = Cs(Tcloud) exp

{
− λ
R

(
1

T
− 1

Tcloud

)}[
λ2

R2T 4
− 2λ

RT 3

]
,

Applicando l’espansione di Taylor intorno al cloud point si trova

Cs(T ) = Cs(Tcloud)

{
1 +

λ

RT 2
cloud

(T − Tcloud) +
λ

RT 3
cloud

[
λ

2RTcloud
− 1

]
(T − Tcloud)2 + ....

}
.

Il rapporto fra il termine quadratico e quello lineare fornisce

Ψ =

(
T

Tcloud
− 1

)[
λ

2RTcloud
− 1

]
. (4.7)

I valori tipici dei parametri in (4.7) sono

λ = 22.6× 103 J

Kg
R = 287.05

J

Kg ·o K Tcloud = 300oK.

Considerando una differenza di temperatura massima |T − Tcloud| = 15oK otteniamo

|Ψ | = O(10−2). (4.8)

Di conseguenza il termine quadratico nell’espansione risulta cento volte più piccolo di quello lineare
per cui possiamo assumere che la concentrazione di saturazione sia lineare nel range di temperature
considerate scrivendo

Cs(T ) = Cs(Ti) + bw(T − Ti). (4.9)

dove

bw =
dCs(T )

dT
. (4.10)

Utilizziamo questo risultato teorico che però non ci fornisce il valore della costante bw. Questa verrà
determinata attraverso le misure di deposizione. Se la temperatura del cold finger Ti è superiore
al Tcloud allora la fase segregata non può essere presente e la concentrazione di paraffina disciolta
rimane dappertutto uguale a c∗tot. Se, al contrario, la temperatura della parete esterna Te è inferiore
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a Tcloud, allora tutta la soluzione sarà inizialmente saturata e il profilo di concentrazione della cera
disciolta sarà determinato dalla concentrazione di saturazione Cs(T ). Nel caso Ti < Tcloud < Te si
ha la presenza di una superficie di separazione fra una zona satura (adiacente al cold finger) e di una
insatura (adiacente alla parete calda). Escludendo la situazione Ti > Tcloud si ha che la presenza
del gradiente termico induce un gradiente di concentrazione della cera disciolta (in una parte o in
tutta la soluzione) per cui quest’ultima migra verso la parete fredda del cold finger. Una volta che
la cera trasportata raggiunge la parete del cold finger questa precipita e forma uno strato solido il
cui spessore è assai più piccolo del raggio del cold finger e quindi trascurabile. Questo meccanismo
di trasporto e deposizione, che prende il nome di molecular diffusion, è il principale responsabile
della formazione di depositi nelle condutture adibite al trasporto dei greggi cerosi. In realtà ci sono
anche altri meccanismi che concorrono o contrastano la molecular diffusion, ma nel modello che ci
accingiamo a studiare non li considereremo.

Supponiamo che la concentrazione iniziale c∗tot > 0 sia costante e supponiamo che Ti < Tcloud
cosicché Cs(Ti) < c∗tot. Questo ci garantisce che in prossimità della parete fredda la soluzione è
satura con fase segregata presente. In questa regione, a causa del gradiente termico, viene a formarsi
un gradiente di cera disciolta, responsabile della migrazione della cera stessa verso la parete fredda
dove, una volta a contatto, questa precipita formando uno strato solido di deposito. In generale il
sistema evolve attraverso tre stadi

• Stadio 1 - tutto il campione è saturo,

• Stadio 2 - parziale saturazione,

• Stadio 3 - completa desaturazione.

Chiaramente lo stadio 1 esiste solamente se c∗tot > Cs(Te) (ossia se Te < Tcloud e la soluzione è
inizialmente satura dappertutto), altrimenti l’evoluzione comincia dallo stadio Stadio 2. Vedremo
che durante gli stadi 1 e 2 il tasso di crescita del deposito è costante (la massa di deposito cresce
linearmente con il tempo) mentre nello stadio 3 tende asintoticamente a 0.

4.3 La velocità di deposizione

Ipotizziamo che il flusso di cera disciolta alla parete sia l’unico responsabile della formazione del
deposito. In pratica tutta la cera disciolta che giunge per diffusione a contatto con la parete fredda
precipita e va a formare il deposito. Tale flusso è dato (in base alla legge di Fick) da

j = −Dw∇c
∣∣∣
r=Ri

,

dove c è dato dalla (4.5) e dove Dw rappresenta il coefficiente di diffusività della cera disciolta (le
sue dimensioni sono di una lunghezza al quadrato diviso un tempo). Dal momento che c = c(r, t) si
ha

j = −Dw
∂c

∂r
(Ri, t)er (4.11)

La (4.11) rappresenta la massa di cera per unità di superficie e per unità di tempo che giunge alla
parete fredda. Di conseguenza indicando con mw(t) la massa di cera per unità di superficie del
deposito possiamo scrivere

dmw

dt
= −j · er = Dw

∂c

∂r
(Ri, t), (4.12)

che ci fornisce la velocità di crescita del deposito. Integrando la (4.12) nel tempo troviamo la massa
di cera depositata in funzione del tempo mw(t).
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4.4 Determinazione della solubilità e della diffusività dalle misure di
deposizione

Il deposito su cold finger è formato da cera solida e da olio intrappolato. I cristalli di cera forma-
no una struttura abbastanza diradata, cosicché la frazione di olio intrappolata risulta abbastanza
grande. Indichiamo con φ ∈ [0, 1] la frazione di massa di cera del deposito (ossia la massa di cera
diviso la massa totale del deposito) e definiamo M(Ti) il valore “asintotico” della massa per unità
di superficie depositata sulla parete fredda mantenuta a temperatura Ti. La frazione φ viene deter-
minata sperimentalmente e può essere considerata costante nel range delle temperature considerate.
In pratica M(Ti) rappresenta la massa di deposito (olio più cera) misurata quando non si osserva
più nessuna variazione della stessa, ossia quando il deposito ha smesso di crescere. Si ha

M(Ti) = Mw(Ti) +Mo(Ti), (4.13)

dove
Mw(Ti) =: φM(Ti),

Mo(Ti) =: (1− φ)M(Ti)

rappresentano la massa asintotica di cera e quella di olio nel deposito. La frazione di cera φ può essere
piuttosto piccola (diventando di conseguenza un’importante sorgente di errore) e sarà considerata
costante nel range delle temperature considerate nell’esperimento. Per scrivere una espressione della
massa asintotica di cera depositata facciamo la seguente considerazione. Quando non aumenta più il
deposito vuol dire che non c’è più migrazione della cera, ossia che il gradiente di concentrazione della
cera disciolta è nullo, vedi la (4.12). Questo significa che c = Cs(Ti) ovunque e che di conseguenza la
soluzione è desaturata ovunque. Per determinare la massa di cera per unità di superficie depositata
basta allora considerare

Mw(Ti) = (c∗tot − Cs(Ti)) ·
[
π(R2

e −R2
i )
]

︸ ︷︷ ︸
massa totale depositata

· 1

2πRi︸ ︷︷ ︸
superficie del cold finger

. (4.14)

In definitiva

Mw(Ti) = (c∗tot − Cs(Ti)) ·
(R2

e −R2
i )

2Ri
. (4.15)

Quando la solubilità è approssimata con (4.9) e Ti1, Ti2 rappresentano due diverse temperature del
cold finger, troviamo

Mw(Ti1) = bw(Tcloud − Ti1) · (R2
e −R2

i )

2Ri
, (4.16)

Mw(Ti2) = bw(Tcloud − Ti2) · (R2
e −R2

i )

2Ri
. (4.17)

Di conseguenza

bw =
(Mw(Ti1)−Mw(Ti2))2Ri

(R2
e −R2

i )(Ti2 − Ti1)
= φ

[
M(Ti1)−M(Ti2)

(Ti2 − Ti1)

]
· 2Ri

(R2
e −R2

i )
. (4.18)

Quindi la derivata della solubilità bw può essere determinata una volta che siano note φ e due misure
asintotiche della massa totale di deposito per due diverse temperature del cold finger. Vale la pena
osservare che il valore di c∗tot non influisce in alcun modo su quello di bw come osservabile da (4.18).
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Indichiamo con m(t) la massa totale (olio più cera) per unità di superficie depositata al tempo
t. Ancora una volta indichiamo con mw(t) = φm(t) e mo = (1 − φ)m(t) le masse di cera e di olio
depositate al tempo t. Dal momento che la diffusione molecolare è l’unico meccanismo che guida
la migrazione verso la parete fredda, la velocità di deposizione ṁw (velocità alla quale la cera si
deposita per unità di superficie) è data da

ṁw = φṁ = Dw
∂c

∂r
(r, t)

∣∣∣∣
r=Ri

, (4.19)

dove ṁ = dm/dt e Dw è la diffusività della cera, si veda la (4.12). Quando la soluzione è satura in
prossimità del cold finger c è data da Cs e l’equazione (4.19) diventa

ṁw = Dwbw
dT

dr

∣∣∣∣
r=Ri

= Dwbw
(Te − Ti)
ln(

Re
Ri

)

1

Ri
. (4.20)

Fino a quando la regione vicina al cold finger rimane satura la crescita della massa di deposito
avviene linearmente. Infatti integrando la (4.20) con dato iniziale nullo al tempo t = 0 si trova

mw = Dwbw
(Te − Ti)
ln(

Re
Ri

)

t

Ri
. (4.21)

Dalla (4.21) osserviamo che è importante conoscere il prodotto Dwbw per predire la quantità di
deposito. Viceversa, se conosciamo la quantità di deposito per unità di superficie m∗ =: φ−1m∗w
ad un tempo t∗ durante il regime di crescita lineare allora possiamo conoscere il coefficiente di
diffusività Dw. Infatti nella fase lineare

ṁw =
m∗φ
t∗

,

e dunque

Dw =
m∗

t∗
φ

bw

Ri ln(
Re
Ri

)

(Te − Ti)
,

dove bw è ottenuto per mezzo della procedura precedentemente illustrata. Inoltre, dal momento che
Tcloud è definito in modo che

Cs(Tcloud) = c∗tot, (4.22)

allora dalla (4.9)
c∗tot = Cs(Ti) + bw(Tcloud − Ti)

per cui

Tcloud = Ti +
1

bw

[
c∗tot − Cs(Ti)

]
.

Utilizzando la (4.15) si ha

Tcloud = Ti +
Mw(Ti)

bw
· 2Ri

(R2
e −R2

i )
= Ti +

M(Ti)φ

bw
· 2Ri

(R2
e −R2

i )
(4.23)

ossia il Tcloud può essere ricavato da misure asintotiche sperimentali di massa e dalla conoscenza del
gradiente di solubilità bw.
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4.5 Il modello matematico

Formuliamo adesso il modello matematico assumendo che il sistema sia inizialmente nello stadio
1, ossia Te < Tcloud (soluzione satura di cera ovunque). Lo spessore del deposito viene supposto
trascurabile cosicché il fronte di deposizione è costante e dato da r = Ri.

4.6 Stadio 1

Supponiamo che al tempo t = 0 la soluzione sia dovunque satura e dunque G(r, 0) = Go(r) > 0 in
[Ri, Re]. Dobbiamo scrivere le equazioni per la concentrazioni di cera segregata G e cera disciolta
c. Dal momento che tutta la soluzione è statica (la velocità della soluzione nel cold finger è zero)
l’evoluzione di G e di c avviene secondo la legge di Fick (si veda la (3.3) Per la fase segregata
scriviamo dunque l’equazione

∂G

∂t
−DG

(
∂2G

∂r2
+

1

r

∂G

∂r

)
= Q, (4.24)

dove Q rappresenta la velocità di variazione di massa per unità di volume da cera disciolta a cera
segregata e viceversa e dove DG rappresenta il coefficiente di diffusività della cera segregata. In
particolare se Q > 0 abbiamo che la cera segregata sta aumentando localmente, mentre se Q < 0
sta diminuendo. Per quanto riguarda c ricordiamo che il sistema è saturo per cui c = Cs(T (r)).
Scrivendo l’equazione di diffusione per c = Cs(T ) troviamo

−Dw

(
∂2Cs
∂r2

+
1

r

∂Cs
∂r

)
= −Q. (4.25)

Nella (4.25) abbiamo posto il termine di sorgente uguale a −Q poiché assumiamo che il sistema
sia in equilibrio termodinamico, ossia che la trasformazione cera segregata/cera disciolta e viceversa
sia istantanea (cioé tutta la cera disciolta che cambia fase è istantaneamente trasformata in cera
segregata e viceversa). Inoltre nelle (4.24) e (4.25) stiamo trascurando il calore latente dovuto alla
transizione di fase. Dalle relazioni (4.2), (4.9) e dalla equazione (4.25) si ottiene

Q

Dw
=

(
∂2Cs
∂r2

+
1

r

∂Cs
∂r

)
= C

′′

s

(
∂T

∂r

)2

︸ ︷︷ ︸
=0

+C
′

s

(
∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r

)
= 0, (4.26)

dove C
′

s = dCs/dT = bw. Dalla (4.26) si vede facilmente che Q = 0. Per cui nello stadio 1 G soddisfa
l’equazione parabolica

∂G

∂t
−DG

(
∂2G

∂r2
+

1

r

∂G

∂r

)
= 0 (4.27)

con il dato iniziale
0 < G(r, 0) = Go(r) = c∗tot − Cs(T (r)). (4.28)

La condizione al contorno su r = Re

DG
∂G

∂r
(Re, t) = −Dwbw

dT

dr
(Re) = −Dwbw

Re

(Te − Ti)
ln(Re/Ri)

< 0. (4.29)
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esprime il bilancio di flusso di cera alla parete esterna. La (4.29) in pratica ci dice che la cera
segregata che raggiunge la parete calda è compensata dalla cera disciolta che si allontana da essa
(costante). In r = Ri scriviamo

∂G

∂r
(Ri, t) = 0, (4.30)

poiché la massa di soluto che precipita e va a formare il deposito non viene immessa nuovamente
nel sistema. Quindi su r = Ri il flusso di cera segregata è nullo. Lo stadio 1 si esaurisce al tempo
t1 quando G(Re, t1) = 0. Durante questo stadio la velocità di crescita del deposito è data dalla
(crescita lineare).

4.7 Stadio 2

All’istante t1 > 0 comincia a formarsi un fronte di desaturazione r = s(t) che parte dalla parete
calda s(t1) = Re e si muove verso la parete fredda. Su questo fronte G è ovviamente nullo. La
funzione s(t) è una frontiera libera ed è incognita. Quando s(t) raggiunge r = Ri lo stadio 2 finisce
e la soluzione diventa dappertutto insatura. Durante lo stadio 2 dobbiamo risolvere le equazioni per
la fase satura e per la fase insatura

∂G

∂t
−DG

(
∂2G

∂r2
+

1

r

∂G

∂r

)
= 0, Ri < r < s(t), t1 < t < t2, (4.31)

∂c

∂t
−Dw

(
∂2c

∂r2
+

1

r

∂c

∂r

)
= 0, s(t) < r < Re, t1 < t < t2, (4.32)

dove t2 rappresenta il tempo in cui la soluzione è diventata ovunque insatura, ossia s(t2) = Ri.
Come si può osservare, nella parte insatura [s,Re] l’equazione di evoluzione per la cera disciolta è
scritta per l’incognita c e non per Cs dal momento che la cera disciolta non è sufficiente a saturare la
soluzione. Per t = t1 la funzione G che fornisce la condizione iniziale è ottenuta dallo stadio 1, cioè
G(r, t1). Le condizioni al contorno sulle pareti esterne sono ottenute imponendo l’assenza di flusso

∂c

∂r
(Re, t) = 0,

∂G

∂r
(Ri, t) = 0. (4.33)

La (4.33)1 ci dice che sulla parete calda la cera disciolta non può essere rimpiazzata da quella
segregata che non c’è più mentre la (4.33)2 ci dice che, sulla parete fredda, tutta la cera segregata
va a formare il deposito e non ad accrescere G. Sulla frontiera mobile r = s(t) si ha

G(s, t) = 0, (4.34)

Dw
∂c

∂r
(s, t) = Dwbw

dT

dr
(s) +DG

∂G

∂r
(s, t), (4.35)

dove (4.34) e (4.35) esprimono l’assenza di fase segregata e la continuità del flusso totale di cera sul
fronte di desaturazione rispettivamente. Anche durante lo stadio 2 la velocità di deposizione è data
dalla (4.20), poiché sulla superficie di deposizione la soluzione è sempre satura.



68 4 Deposizione nei greggi cerosi

4.8 Stadio 3

Lo stadio 3 è caratterizzato dalla completa desaturazione della soluzione. La condizione iniziale per
questo stadio è ottenuta dallo stadio 2, ossia c(r, t2). L’equazione che governa questa fase è quella
della fase insatura

∂c

∂t
−Dw

(
∂2c

∂r2
+

1

r

∂c

∂r

)
= 0, Ri < r < Re, t > t2, (4.36)

con condizioni al contorno

∂c

∂r
(Re, t) = 0, c(Ri) = Cs(Ti). (4.37)

Al solito la condizione su Re esprime il fatto che la cera disciolta che lascia la parete calda non è
rimpiazzata da cera segregata, mentre la condizione su Ri esprime il fatto che sul fronte di deposi-
zione la cera segregata è sempre presente. Durante lo stadio 3 la velocità di deposizione della cera
ṁw è data da

ṁw = Dw
∂c

∂r
(Ri, t). (4.38)

Dal momento che per t→∞ la soluzione asintotica di (4.36) è c = Cs(Ti), il cui gradiente è nullo,
si ha

lim
t→∞

ṁw = 0,

ossia la velocità di deposizione tende a zero per tempi sufficientemente lunghi. A differenza degli
stadi precedenti è impossibile scrivere nello stadio 3 una espressione esplicita per la velocità di de-
posizione della cera, ma possiamo risolvere il problema numericamente. La conoscenza della velocità
di deposizione della cera è necessaria per studiare la crescita dello strato di deposito. La quantità
di deposito di cera per unità di superficie e per unità di tempo è

Dw
∂c

∂r
(Ri, t), (4.39)

dove c è dato da Cs(T ) durante i primi due stadi e dalla soluzione di (4.36)-(4.37) durante il terzo.
Supponendo che la soluzione sia inizialmente satura ovunque (ossia assumendo che il sistema cominci
dallo stadio 1) la massa di deposito di cera per unità di superficie mw è data, per ogni t > t2 (cioè
durante lo stadio 3), da

mw = Dwbw
(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) 1

Ri
t2 +

∫ t

t2

Dw
∂c

∂r
(Ri, τ)dτ. (4.40)

Nel caso in cui il sistema evolva dallo stadio 2, il tempo t2 in (4.40) indica solamente la durata dello
stadio 2. Chiaramente il deposito totale è dato da m = mw/φ.

4.9 Simulazioni numeriche

Consideriamo adesso un esempio di simulazione numerica basata sul modello matematico degli stadi
1, 2, 3. In particolare simuliamo l’andamento delle concentrazioni di cera disciolta e di cera segregata
e la crescita del deposito. I risultati delle simulazioni sono mostrati nelle figure Fig. 4.3, 4.4, 4.5. I
parametri fisici utilizzati per le simulazioni sono quelli della Tabella 4.1.
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Figura 4.3. Crescita della massa

Nella Figura 4.3 viene riportata la massa depositata per unità di superficie in funzione del tempo.
Possiamo identificare gli stadi 1 e 2 (caratterizzati dalla crescita lineare) e lo stadio 3, dove il tasso di
crescita tende asintoticamente a 0. In questo esempio il sistema evolve dallo stadio 1, dal momento
che la differenza c∗tot − Cs(T ) è positiva sia alla parete fredda che a quella calda.

Nella Fig. 4.4 viene riportata l’evoluzione della cera segregata e della cera disciolta durante le
fasi 1 e 2. Per mostrare la soluzione in un unico grafico introduciamo la funzione

u(r, t) =


G(r, t) dove la soluzione satura

c(r, t)− Cs(T (r)) dove la soluzione insatura

(4.41)

per t ∈ [0, t2]. Il segno di u è infatti associato allo stato di saturazione. In particolare si ha u = G > 0
durante lo stadio 1, mentre nello stadio stadio 2 si ha u > 0 nella regione satura e u < 0 nella
regione insatura. Nella Figura 4.4 viene mostrato il profilo della funzione u(r, t). I rami dove u > 0

Tabella 4.1. Parametri fisici della simulazione numerica. DG è la diffusività della cera segregata.

Te = 293K, Ti = 278K, Ri = 0.05 m,

Re = 0.12 m, Cs(Ti) = 20.1
kg

m3
, c∗tot = 20.25

kg

m3
,

bw = 0.006
kg

m3 ·K , Dw = 3.20× 10−7 m
2

s
, DG = 1.4× 10−8 m

2

s
.
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Figura 4.4. Grafico della funzione u definito in (4.41) durante gli stadi 1 e 2.

corrispondono a G(r, t), mentre quelli dove u < 0 corrispondono a c−Cs(T ). I parametri fisici sono
sempre quelli della Tabella 4.1. Lo stadio 3 invece è descritto nella Figura 4.5, dove si mostra il
profilo di c(r, t) e il suo limite asintotico.

4.10 Una diversa procedura per il calcolo di bw

In questa sezione descriviamo una procedura per la determinazione del parametro bw in assenza di
dati sperimentali per le masse asintotiche. Questa procedura è molto utile, poiché ci permette di
determinare il gradiente di solubilità bw, conoscendo misure di deposito nella fase di crescita lineare.
La procedura si basa su un metodo che estrapola l’evoluzione di mw(t) durante lo stadio 3 sulla base
di dati acquisiti durante la fase di crescita lineare. Mettiamoci nello stadio 3. Fra tutte le soluzioni
dell’equazione di diffusione

∂c

∂t
−Dw

(
∂2c

∂r2
+

1

r

∂c

∂r

)
= 0,

che soddisfano le condizioni

c(Ri, t) = Cs(Ti),
∂c

∂r

∣∣∣∣
r=Re

= 0,

cerchiamo quelle che possono essere scritte come il prodotto di una funzione del tempo t e una
funzione di r (metodo di separazione delle variabili in geometria cilindrica). Riscaliamo le variabili
utilizzando le seguenti variabili adimensionali
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Figura 4.5. Grafico della funzione c/Cs(Ti) durante lo stadio 3.

t =

(
R2
i

Dw

)
t̃ r = Rir̃ c = Cs(Ti) + Cs(Ti)c̃

L’equazione per la concentrazione diventa

∂c̃

∂t̃
− 1

r̃

∂

∂r̃

(
r̃
∂c̃

∂r̃

)
= 0.

Cerchiamo allora soluzioni a variabili separabili del tipo c̃ = f(t̃)g(r̃) tali che

c̃(1) = 0,
∂c̃

∂r̃

∣∣∣∣
r̃=Re/Ri

= 0.

Seguendo una procedura analoga a quella della sezione 1.4, si ottiene

c̃(r̃, t̃) = Ũ(r̃) exp{−α2(t̃− t̃2)}, (4.42)

dove α è un parametro da determinare e dove Ũ(r̃) deve soddisfare l’equazione di Bessel

d2Ũ

dr̃2
+

1

r̃

dŨ

dr̃
+ α2Ũ = 0 (4.43)

con le condizioni al contorno

Ũ(1) = 0,
dŨ

dr̃

(
Re
Ri

)
= 0. (4.44)
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Figura 4.6. Grafico della funzione P(α)

La soluzione dell’equazione (4.43) può essere espressa mediante formule più o meno esplicite. In
particolare si può far vedere che

Ũ(r̃) = Yo(α)Jo(r̃α)− Jo(α)Yo(r̃α), (4.45)

dove Jo e Yo sono le funzioni di Bessel di ordine zero del primo e del secondo tipo (si veda ad
esempio [8]) date da

Jo(z) = 1−
z2

4

(1!)2
+

( z
2

4 )2

(2!)2
− ( z

2

4 )3

(3!)2
+ .... (4.46)

Yo(z) =
2

π

[
ln
(z

2

)
+ γ
]
Jo(z) +

2

π

z2

4

(1!)2
−
(

1 +
1

2

)
( z

2

4 )2

(2!)2
+

(
1 +

1

2
+

1

3

)
( z

2

4 )3

(3!)2
+ .... (4.47)

dove γ è la costante di Eulero

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ ......+

1

n
− log n

)
≈ 0.5772.

Dalla (4.45) risulta chiaro che la condizione Ũ(1) = 0 è automaticamente soddisfatta, mentre
l’imposizione della (4.44)2 è quella che ci permette di determinare α. Si ottiene

dŨ

dr̃

(
Re
Ri

)
= P(α) = Yo(α)J

′

o

(
Re
Ri
α

)
− Jo(α)Y

′

o

(
Re
Ri
α

)
= 0. (4.48)

Il grafico della funzione P(α) è mostrato in Fig. 4.6, da cui si evince che ci sono infinite soluzioni
(autovalori) di P(α) = 0. Dal momento che siamo interessati alla fase asintotica, ossia alla fase in
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cui non si osservano più variazioni di deposito, ha senso considerare solo la soluzione più piccola (che
per Re/Ri = 2.5, ossia i valori considerati nella Fig. 4.6, fornisce αo ≈ 0.94). Infatti, indicando con
αj con j = 0, 1, 2, 3, ....... gli autovalori soluzioni di P(α) = 0 si ha che la soluzione (4.42) diventa

c̃(r̃, t̃) =

∞∑
j=0

Ũ(r̃;αj) exp{−α2
j (t̃− t̃2)}, (4.49)

La funzione Ũ è uniformemente limitata rispetto agli α, per cui, per t sufficientemente grande, il
termine dominante della serie è quello in cui appare αo e possiamo scrivere

c̃(r̃, t̃) ≈ Ũ(r̃;αo) exp{−α2
o(t̃− t̃2)}. (4.50)

Tornando alle variabili dimensionali, il fattore di attenuazione è dato da

exp
{
− α2

o

Dw

R2
i

(t− t2)
}
.

Adesso cerchiamo di fare un “match” fra la parte lineare di mw(t) e il valore asintotico del tipo

mw(t) = mw(t2) + τṁw(t2)

[
1− exp

(
− t− t2

τ

)]
, (4.51)

dove mw(t) è il deposito di massa per unità di superficie, t2 è il tempo finale dello stadio 2 (ossia il
tempo di desaturazione) e

τ =
R2
i

Dwα2
o

.

Scrivendo la crescita di massa nella forma (4.51) stiamo dicendo che i rami che descrivono la crescita
nella fase lineare e in quella asintotica (stadio 3) si raccordano con continuità fino alla derivata prima
in t = t2. Il deposito di cera per unità di superficie asintotico è dato da

Mw(Ti) = mw(t2) + ṁw(t2)
R2
i

Dwα2
o

e ricordando che (si veda la 4.20))

ṁw(t2) = Dwbw
(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) 1

Ri

otteniamo

Mw(Ti) = mw(t2) + bw
(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) Ri
α2
o

.

L’incognita Dw non appare nell’espressione per Mw. Utilizzando allora due diverse temperature del
cold finger Ti1 > Ti2 si trova

Mw(Ti1) = mwTi1 + bw
(Te − Ti1)

ln

(
Re
Ri

) Ri
α2
o

, Mw(Ti2) = mwTi2 + bw
(Te − Ti2)

ln

(
Re
Ri

) Ri
α2
o

.
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dove mwTi1 , mwTi2 rappresentano la cera depositata per unità di superficie al tempo di desaturazione
per gli esperimenti con temperature del cold finger Ti1 and Ti2. Sottraendo si trova

Mw(Ti1)−Mw(Ti2) = mwTi1 −mwTi2 + bw

 (Ti2 − Ti1)Ri

ln

(
Re
Ri

)
α2
o

 . (4.52)

Ricordando le (4.16), (4.17) si trova

Mw(Ti1) = bw(Tcloud − Ti1)
(R2

e −R2
i )

2Ri
, Mw(Ti2) = bw(Tcloud − Ti2)

(R2
e −R2

i )

2Ri
,

per cui

Mw(Ti1)−Mw(Ti2) = bw(Ti2 − Ti1)
(R2

e −R2
i )

2Ri
. (4.53)

Sostituendo (4.53) in (4.52) si trova

bw =

R2
e −R2

i

2Ri
− Ri

ln

(
Re
Ri

)
α2
o


−1

· mwTi1 −mwTi2

Ti2 − Ti1
=: χ · mwTi1 −mwTi2

Ti2 − Ti1
, (4.54)

dove χ è un fattore geometrico. La (4.54) ci fornisce il valore di bw mediante misure di massa ottenute
durante la fase di crescita di deposito lineare.

4.11 Limiti superiore e inferiore della diffusività Dw

In questa sezione mostriamo come determinare un limite superiore ed uno inferiore per la diffusività
della cera Dw. L’equazione (4.27) può essere riscritta come

∂

∂r

(
DGr

∂G

∂r

)
− ∂

∂t
(rG) = 0. (4.55)

Integriamo su Ri < r < Re, 0 < t < t1, ed utilizziamo le formule di Gauss-Green, si veda [7]. Si
trova ∫ t1

0

∫ Re

Ri

[
∂

∂r

(
DGr

∂G

∂r

)
− ∂

∂t
(Gr)

]
drdt =

∮
DGr

∂G

∂r
dt+ rGdr = 0 (4.56)

dove l’integrale è fatto sul bordo in senso antiorario. L’integrale curvilineo fornisce

Re∫
Ri

rGo(r)dr +

t1∫
0

ReDG
∂G

∂r
(Re, t)dt−

Re∫
Ri

rG(r, t1)dr = 0.

Ricordando la condizione al contorno (4.29) otteniamo

Re∫
Ri

rG(r, t1)dr =

Re∫
Ri

rGo(r)dr −
Dwbw(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) t1. (4.57)
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Passando allo stadio 2, integriamo la (4.56) su Ri < r < s(t), t1 < t < t2, utilizzando le (4.33)-(4.34).
In questo caso si ottiene

Re∫
Ri

rG(r, t1)dr = −
t2∫
t1

DGs
∂G

∂r
(s, t)dt. (4.58)

Dalla (4.35), ricordando che
∂c

∂r
(s, t) > 0, deduciamo che

−DGs
∂G

∂r
(s, t) < Dwbws

dT

dr
(s) =

Dwbw(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) . (4.59)

Combinando insieme (4.57), (4.58), (4.59) otteniamo

Re∫
Ri

rGo(r)dr −
Dwbw(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) t1 <

t2∫
t1

Dwbw(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) dt,

da cui si ottiene la diseguaglianza

Dw >
1

t2

ln

(
Re
Ri

)
bw(Te − Ti)

Re∫
Ri

rGo(r)dr. (4.60)

Osserviamo inoltre dalla (4.28) che

Re∫
Ri

rGo(r)dr =

Re∫
Ri

r
[
c∗tot − Cs(T )

]
dr = c∗tot

R2
e −R2

i

2
−

Re∫
Ri

r
[
Cs(Ti) + bw(T − Ti)

]
dr =

R2
e −R2

i

2

[
c∗tot − Cs(Ti)

]
− bw(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) Re∫
Ri

r ln

(
r

Ri

)
dr

Integrando l’ultimo termine per parti si ottiene

Re∫
Ri

rGo(r)dr =
R2
e −R2

i

2

c∗tot − Cs(Ti) +
1

2

bw(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

)
− R2

e

2
bw(Te − Ti), (4.61)

che può essere inserito nella (4.60) per la stima di Dw. Utilizzando i valori della Tabella 4.1 con
t2 = 5 h otteniamo, ad esempio, la stima

Dw > 2.90× 10−7 m2

s
. (4.62)

Per ottenere un limite superiore per Dw osserviamo che la massa di cera depositata al tempo t2 sul
cold finger
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Mdep =
Dwbw(Te − Ti)

ln

(
Re
Ri

) t2
Ri
· 2πRi`︸ ︷︷ ︸

superfice del cold finger

deve essere più piccola della massa totale di cera del sistema al tempo t = 0

Min = c∗tot π(R2
e −R2

i )`︸ ︷︷ ︸
volume del cold finger

Imponendo la disuguaglianza Mdep < Min si trova

2Dwbw(Te − Ti)t2
ln

(
Re
Ri

) < c∗tot(R
2
e −R2

i ), (4.63)

che porta alla disuguaglianza

Dw <

c∗tot(R
2
e −R2

i ) ln

(
Re
Ri

)
2bwt2(Te − Ti)

. (4.64)

Sempre dai valori della Tabella 4.1 si ottiene

Dw < 6.5× 10−5 m
2

s
. (4.65)



5

I fluidi di Bingham

Nel capitolo 2 abbiamo visto che le leggi di bilancio che regolano il moto di un fluido in regime
isotermo sono date da 

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
= div T + ρf ,

(5.1)

dove la (5.1)1 esprime il bilancio di massa, mentre la (5.1)2 esprime il bilancio del momento lineare
o quantità di moto. Abbiamo inoltre visto che, quando il tensore degli sforzi T assume la forma
(2.15) e il fluido è incomprimibile, la (5.1) diventa la nota equazione di Navier-Stokes per fluidi
incomprimibili (2.18). In questo capitolo siamo interessati a studiare una classe di fluidi con una
equazione costitutiva diversa da quella dei fluidi viscosi newtoniani. In particolare vogliamo model-
lizzare i cosiddetti fluidi di Bingham, ossia fluidi che si comportano come fluidi viscosi solo se lo
stress a cui sono sottoposti supera una certa soglia. Al di sotto di questa soglia essi si comportano
come corpi rigidi, ossia non sono in alcun modo deformabili. Fluidi di questo tipo si incontrano
comunemente nella vita di tutti i giorni. Basti pensare che il dentifricio, la maionese, il ketchup
possono essere tutti considerati fluidi di Bingham. Prima di addentrarsi nello studio dei fluidi di
Bingham rivediamo alcune nozioni sui fluidi newtoniani in una semplice geometria unidimensionale.

5.1 Moto alla Poiseuille di un fluido newtoniano

Consideriamo un fluido newtoniano incomprimibile che scorre fra due lastre parallele poste ad una
distanza 2H fra di loro, vedi Fig. 5.1. Supponiamo che il canale sia bi-dimensionale, ossia trascuriamo
la coordinata z e supponiamo che il moto sia originato da una differenza di pressione applicata
all’ingresso e all’uscita del canale (moto alla Poiseuille). Inoltre supponiamo che le forze di massa
non siano presenti (trascuriamo la gravità) e che il campo di velocità abbia la forma v = v(y, t)e1.
In questo modo le equazioni di Navier-Stokes si riducono a

ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂x
+ µ

∂2v

∂y2
,

0 = −∂p
∂y
,

(5.2)
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Figura 5.1. Moto alla Poiseuille

dove ρ è la densità del fluido e µ è la sua viscosità. Il bilancio di massa è automaticamente soddisfatto
dato che

div v =
∂v

∂x
= 0.

Dalla seconda delle (5.2) otteniamo che p = p(x, t) e siccome nella prima delle (5.2) la variabile v
dipende solo da y e t si trova

∂p

∂x
= A =⇒ p = Ax+B,

dove A, B possono eventualmente dipendere dal tempo. Se la pressione p è nota all’ingresso e
all’uscita del canale, le costanti A e B possono essere determinate risolvendo il sistemaB = pin,

AL+B = pout

che fornisce

A = −∆p

L
= −pin − pout

L
B = pin,

ossia

p = −∆p

L
x+ pin.

Di conseguenza l’equazione per la velocità diventa

ρ
∂v

∂t
− µ∂

2v

∂y2
=

∆p

L
,

cui dobbiamo aggiungere le condizioni al contorno e iniziali. Supponendo che il fluido si “attacchi”
alla pareti del canale scriviamo le condizioni di aderenza alle pareti v(±H, t) = 0. In alternativa,
sfruttando la simmetria del problema, possiamo anche scrivere

v(H, t) = 0
∂v

∂y
(0, t) = 0.
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La soluzione stazionaria (ossia quella in cui si trascura la dipendenza dal tempo) fornisce il classico
profilo parabolico

v(y) =
∆p

2µL
(H2 − y2).

Ovviamente v(y) > 0 se ∆p > 0 e v(y) < 0 se ∆p < 0. La componente tangenziale del tensore degli
sforzi è data da

T12 = µ
∂v

∂y
. (5.3)

In pratica la (5.3) ci dice quanta forza per unità di superficie gli strati di fluido esercitano l’uno
sull’altro (shear). Ovviamente lo shear è massimo alla parete e nullo su y = 0. La relazione (5.3)
può essere visualizzata graficamente introducendo le grandezze

τ = |T12| γ̇ =
1

2

∣∣∣∣∂v∂y
∣∣∣∣ (5.4)

che permettono di non preoccuparsi della positività o negatività dello stress T12 e dello strain-rate
∂v/∂y. Infatti in questo modo abbiamo che la la relazione (5.3) può essere scritta come

τ = 2µγ̇,

la cui rappresentazione grafica è quella mostrata nel plot (a) della Fig. 5.2. La pendenza della retta
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Figura 5.2. Relazioni costitutive: (a) fluido newtoniano; (b) fluido di Bingham

(a) è esattamente il coefficiente di viscosità µ.

5.2 Moto alla Poiseuille di un fluido di Bingham

Supponiamo adesso di considerare la relazione stress/strain mostrata nel plot (b) della Fig. 5.2. Essa
rappresenta l’equazione costitutiva di un fluido di Bingham. Come facilmente osservabile γ̇ > 0 solo
se τ > τo, ossia lo stress deve superare la soglia τo affinché si osservino deformazioni nel mezzo.
Confrontando la retta (b) con la retta (a) nella Fig. 5.2, si osserva che per il fluido di Bingham la
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relazione costitutiva è sempre di tipo lineare ma con una singolarità in γ̇ = 0. La sua equazione
costitutiva può essere dunque scritta come

T12 = µ

(
∂v

∂y

)
+ τo sgn

(
∂v

∂y

)
, (5.5)

dove τo è il valore di soglia dello stress e dove sgn è la funzione

sgn(x) =


1 x > 0

0 x = 0

−1 x < 0

Notiamo che T12 ha lo stesso segno di ∂v/∂y. Ricordando la (5.4), si ha che l’equazione costitutiva
rappresentata dalla retta (b) di Fig. 5.2 può anche essere scritta come e

(τ − τo)+ = 2µγ̇. (5.6)

dove + è la parte positiva. I fluidi con equazione costitutiva (5.5) o (5.6) si dicono di Bingham
o visco-plastici. Essi si comportano come fluidi newtoniani quando lo stress a cui sono sottoposti
risulta maggiore del valore di soglia τo. Dalla Fig. 5.2 si evince inoltre che la relazione costitutiva di
un fluido di Bingham non è una “funzione” ma un grafo. Infatti per γ̇ = 0 lo stress non è definito
univocamente. La relazione (5.5) può essere generalizzata al caso 3D. A questo scopo introduciamo
la quantità scalare

γ̇ =

√
1

2
D : D

dove

D =
1

2

(
∇v +∇vT

)
è la parte simmetrica del gradiente di velocità e dove

D : D =

3∑
i,j=1

DijDij .

La quantità γ̇ può essere vista come una norma del tensore D e nel caso unidimensionale si riduce
alla quantità indicata in (5.4). Nei fluidi newtoniani incomprimibili il tensore dello stress può essere
espresso come

T = −pI + 2µD,

con tr D = div v = 0. Più in generale, nei fluidi incomprimibili il tensore degli sforzi può essere
decomposto come

T = −pI + S

dove S, che è detta la parete deviatorica del tensore, è a traccia nulla mentre −pI è detta la la parte
sferica. Nel caso dei fluidi newtoniani S = 2µD. Per scrivere l’equazione costitutiva di un fluido di
Bingham si introduce

τ =

√
1

2
S : S

e si scrive
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S =

(
2µ+

τo
γ̇

)
D τ > τo

D = 0 τ 6 τo

(5.7)

L’equazione (5.7) ci dice che per τ 6 τo si ha γ̇ = 0, che significa assenza di deformazioni. In modo
analogo possiamo dire che per γ̇ = 0 la norma dello stress τ è indefinita ma limitata fra i valori 0 e
τo. Nel caso piano undimensionale

D =
1

2


0

∂v

∂y

∂v

∂y
0

 γ̇ =
1

2

∣∣∣∣∂v∂y
∣∣∣∣ ,

S =

2µ+
τo

1

2

∣∣∣∣∂v∂y
∣∣∣∣
 1

2


0

∂v

∂y

∂v

∂y
0

 =


0 µ

∂v

∂y
+ τo sgn

(
∂v

∂y

)

µ
∂v

∂y
+ τo sgn

(
∂v

∂y

)
0



T12 = S12 = µ
∂v

∂y
+ τo sgn

(
∂v

∂y

)
τ =

∣∣∣∣µ∂v∂y + τo sgn

(
∂v

∂y

)∣∣∣∣
È facile osservare che la componente di taglio T12, il cui modulo coincide con τ , fornisce esattamente
la (5.5). Consideriamo nuovamente il caso del moto alla Poiseuille nel canale bidimensionale. Nel
modello newtoniano abbiamo visto che in y = 0 lo shear stress τ è nullo per cui è ragionevole
ipotizzare che, nel caso di un fluido di Bingham, esista una regione [−s(t), s(t)] ⊂ [−H,H] in cui lo
stress è inferiore alla soglia τo, come mostrato in Fig. 5.3. Per simmetria limitiamoci solo alla parte
superiore del canale y > 0. Nella regione [s(t), H] lo stress in modulo è superiore a τo e dunque
l’equazione costitutiva è data dalla (5.5), ossia

T12 = S12 = µ
∂v

∂y
− τo, (5.8)

dove abbiamo preso il segno − davanti a τo, poiché stiamo considerando la parte superiore del canale,
dove ha senso aspettarsi che ∂v/∂y siano negativo. Nella regione [0, s(t)] invece lo stress (in valore
assoluto) è inferiore a τo e dunque si avrà γ̇ = 0. Il bilancio della quantità di moto allora sarà dato
da

ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂x
+

∂

∂y

(
−τo + µ

∂v

∂y

)
︸ ︷︷ ︸

T12

,

ossia, nuovamente

ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂x
+ µ

∂2v

∂y2
. (5.9)

La differenza con il caso newtoniano è che la (5.9) vale solo in [s,H], con s(t) incognita. Sulla
superficie y = s(t) lo stress T12 deve essere uguale a −τo, per cui, dalla (5.8) si ottiene
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x
<latexit sha1_base64="FdaIzsu+eSdqJu0naYvVewGUZ4s=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLIKrkoig7krduFSwKjRBbqa3OnRmEmZu1BLyBW71a1yJW3/AjxFMahe+zupwzr2cw4lTJR35/rtXm5qemZ2bX6gvLi2vrDbW1s9dklmBXZGoxF7G4FBJg12SpPAytQg6VngRD48q/+IWrZOJOaNRipGGayMHUgCV0un9VaPpt/wx+F8STEiTTXBy1fgI+4nINBoSCpzrBX5KUQ6WpFBY1MPMYQpiCNfYK6kBjS7Kx0ULvp05oISnaLlUfCzi948ctHMjHZeXGujG/fYq8T+vl9HgIMqlSTNCI6ogkgrHQU5YWS6AvC8tEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODdyLRGkw/DztFL4jysIqLB3kzKIp6uVfwe52/pLvbOmz5p3vNdmcy3DzbZFtshwVsn7XZMTthXSYYsgf2yJ68J+/Ze/Fev05r3uRng/2A9/YJ+pqeNA==</latexit><latexit sha1_base64="FdaIzsu+eSdqJu0naYvVewGUZ4s=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLIKrkoig7krduFSwKjRBbqa3OnRmEmZu1BLyBW71a1yJW3/AjxFMahe+zupwzr2cw4lTJR35/rtXm5qemZ2bX6gvLi2vrDbW1s9dklmBXZGoxF7G4FBJg12SpPAytQg6VngRD48q/+IWrZOJOaNRipGGayMHUgCV0un9VaPpt/wx+F8STEiTTXBy1fgI+4nINBoSCpzrBX5KUQ6WpFBY1MPMYQpiCNfYK6kBjS7Kx0ULvp05oISnaLlUfCzi948ctHMjHZeXGujG/fYq8T+vl9HgIMqlSTNCI6ogkgrHQU5YWS6AvC8tEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODdyLRGkw/DztFL4jysIqLB3kzKIp6uVfwe52/pLvbOmz5p3vNdmcy3DzbZFtshwVsn7XZMTthXSYYsgf2yJ68J+/Ze/Fev05r3uRng/2A9/YJ+pqeNA==</latexit><latexit sha1_base64="FdaIzsu+eSdqJu0naYvVewGUZ4s=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLIKrkoig7krduFSwKjRBbqa3OnRmEmZu1BLyBW71a1yJW3/AjxFMahe+zupwzr2cw4lTJR35/rtXm5qemZ2bX6gvLi2vrDbW1s9dklmBXZGoxF7G4FBJg12SpPAytQg6VngRD48q/+IWrZOJOaNRipGGayMHUgCV0un9VaPpt/wx+F8STEiTTXBy1fgI+4nINBoSCpzrBX5KUQ6WpFBY1MPMYQpiCNfYK6kBjS7Kx0ULvp05oISnaLlUfCzi948ctHMjHZeXGujG/fYq8T+vl9HgIMqlSTNCI6ogkgrHQU5YWS6AvC8tEkHVHLk0XIAFIrSSgxClmJWT1EODdyLRGkw/DztFL4jysIqLB3kzKIp6uVfwe52/pLvbOmz5p3vNdmcy3DzbZFtshwVsn7XZMTthXSYYsgf2yJ68J+/Ze/Fev05r3uRng/2A9/YJ+pqeNA==</latexit>0

<latexit sha1_base64="ULlULq7ntK89N8TTQVQKz2pcQ/w=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6k304rGCVaEJ5WX7WpfubsLuiyIhv8Cr/hpP4tU/4I8RTGoPap3TMPMeM0ycKunI9z+8mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnlkswK7IhEJfYmBodKGuyQJIU3qUXQscLreHRW+dd3aJ1MzCU9pBhpGBo5kAKolC78XqPpt/wx+DQJJqTJJmj3Gp9hPxGZRkNCgXPdwE8pysGSFAqLepg5TEGMYIjdkhrQ6KJ8XLTgu5kDSniKlkvFxyL+/MhBO/eg4/JSA926v14l/ud1MxocRbk0aUZoRBVEUuE4yAkrywWQ96VFIqiaI5eGC7BAhFZyEKIUs3KSemjwXiRag+nn4WnRDaI8rOLiQd4MiqJe7hX8XWeadPZbxy3/4qB5cjoZrsa22Q7bYwE7ZCfsnLVZhwmG7JE9sWfv2XvxXr2379MZb/KzxX7Be/8Cgaqd7A==</latexit><latexit sha1_base64="ULlULq7ntK89N8TTQVQKz2pcQ/w=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6k304rGCVaEJ5WX7WpfubsLuiyIhv8Cr/hpP4tU/4I8RTGoPap3TMPMeM0ycKunI9z+8mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnlkswK7IhEJfYmBodKGuyQJIU3qUXQscLreHRW+dd3aJ1MzCU9pBhpGBo5kAKolC78XqPpt/wx+DQJJqTJJmj3Gp9hPxGZRkNCgXPdwE8pysGSFAqLepg5TEGMYIjdkhrQ6KJ8XLTgu5kDSniKlkvFxyL+/MhBO/eg4/JSA926v14l/ud1MxocRbk0aUZoRBVEUuE4yAkrywWQ96VFIqiaI5eGC7BAhFZyEKIUs3KSemjwXiRag+nn4WnRDaI8rOLiQd4MiqJe7hX8XWeadPZbxy3/4qB5cjoZrsa22Q7bYwE7ZCfsnLVZhwmG7JE9sWfv2XvxXr2379MZb/KzxX7Be/8Cgaqd7A==</latexit><latexit sha1_base64="ULlULq7ntK89N8TTQVQKz2pcQ/w=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6k304rGCVaEJ5WX7WpfubsLuiyIhv8Cr/hpP4tU/4I8RTGoPap3TMPMeM0ycKunI9z+8mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnlkswK7IhEJfYmBodKGuyQJIU3qUXQscLreHRW+dd3aJ1MzCU9pBhpGBo5kAKolC78XqPpt/wx+DQJJqTJJmj3Gp9hPxGZRkNCgXPdwE8pysGSFAqLepg5TEGMYIjdkhrQ6KJ8XLTgu5kDSniKlkvFxyL+/MhBO/eg4/JSA926v14l/ud1MxocRbk0aUZoRBVEUuE4yAkrywWQ96VFIqiaI5eGC7BAhFZyEKIUs3KSemjwXiRag+nn4WnRDaI8rOLiQd4MiqJe7hX8XWeadPZbxy3/4qB5cjoZrsa22Q7bYwE7ZCfsnLVZhwmG7JE9sWfv2XvxXr2379MZb/KzxX7Be/8Cgaqd7A==</latexit>

H
<latexit sha1_base64="uJ+lFq/XCPzhwo9ffo+Ndrp3nFg=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuSiKCupO66VLBaqEJ5WZ6q4MzkzBzo0jIF7i1X+NK3PoDfoxgUrvwdVaHc+7lHE6cKunI99+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnpkswK7IpEJbYXg0MlDXZJksJeahF0rPAqvj2t/Ks7tE4m5oIeUow0XBs5kgKolM47g0bTb/kT8L8kmJImm+Js0PgIh4nINBoSCpzrB35KUQ6WpFBY1MPMYQriFq6xX1IDGl2UT4oWfDdzQAlP0XKp+ETE7x85aOcedFxeaqAb99urxP+8fkajoyiXJs0IjaiCSCqcBDlhZbkA8qG0SARVc+TScAEWiNBKDkKUYlZOUg8N3otEazDDPGwX/SDKwyouHuXNoCjq5V7B73X+ku5+67jlnx80T9rT4Wpsm+2wPRawQ3bCOuyMdZlgyB7ZExt7Y+/Ze/Fev05nvOnPFvsB7+0TqfqeBA==</latexit><latexit sha1_base64="uJ+lFq/XCPzhwo9ffo+Ndrp3nFg=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuSiKCupO66VLBaqEJ5WZ6q4MzkzBzo0jIF7i1X+NK3PoDfoxgUrvwdVaHc+7lHE6cKunI99+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnpkswK7IpEJbYXg0MlDXZJksJeahF0rPAqvj2t/Ks7tE4m5oIeUow0XBs5kgKolM47g0bTb/kT8L8kmJImm+Js0PgIh4nINBoSCpzrB35KUQ6WpFBY1MPMYQriFq6xX1IDGl2UT4oWfDdzQAlP0XKp+ETE7x85aOcedFxeaqAb99urxP+8fkajoyiXJs0IjaiCSCqcBDlhZbkA8qG0SARVc+TScAEWiNBKDkKUYlZOUg8N3otEazDDPGwX/SDKwyouHuXNoCjq5V7B73X+ku5+67jlnx80T9rT4Wpsm+2wPRawQ3bCOuyMdZlgyB7ZExt7Y+/Ze/Fev05nvOnPFvsB7+0TqfqeBA==</latexit><latexit sha1_base64="uJ+lFq/XCPzhwo9ffo+Ndrp3nFg=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuSiKCupO66VLBaqEJ5WZ6q4MzkzBzo0jIF7i1X+NK3PoDfoxgUrvwdVaHc+7lHE6cKunI99+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnpkswK7IpEJbYXg0MlDXZJksJeahF0rPAqvj2t/Ks7tE4m5oIeUow0XBs5kgKolM47g0bTb/kT8L8kmJImm+Js0PgIh4nINBoSCpzrB35KUQ6WpFBY1MPMYQriFq6xX1IDGl2UT4oWfDdzQAlP0XKp+ETE7x85aOcedFxeaqAb99urxP+8fkajoyiXJs0IjaiCSCqcBDlhZbkA8qG0SARVc+TScAEWiNBKDkKUYlZOUg8N3otEazDDPGwX/SDKwyouHuXNoCjq5V7B73X+ku5+67jlnx80T9rT4Wpsm+2wPRawQ3bCOuyMdZlgyB7ZExt7Y+/Ze/Fev05nvOnPFvsB7+0TqfqeBA==</latexit>

�H
<latexit sha1_base64="CortfRGds1qnD3vhRlwoeB7nt8g=">AAACE3icbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4sSQiqDfRS48qVgtNkJftqy7ubsLuiyIh/8Cr/hpP4tUf4I8RTGoPWp3TMPMeM0ycKunI9z+8icmp6ZnZ2lx9fmFxabmxsnrhkswK7IhEJbYbg0MlDXZIksJuahF0rPAyvj2u/Ms7tE4m5pweUow0XBs5kAKolM6221eNpt/yh+B/STAiTTbCyVXjM+wnItNoSChwrhf4KUU5WJJCYVEPM4cpiFu4xl5JDWh0UT5sWvDNzAElPEXLpeJDEX9+5KCde9BxeamBbty4V4n/eb2MBvtRLk2aERpRBZFUOAxywspyAuR9aZEIqubIpeECLBChlRyEKMWs3KQeGrwXidZg+nl4VPSCKA+ruHiQN4OiqJd7BePr/CWdndZByz/dbR4ejYarsXW2wbZYwPbYIWuzE9Zhgg3YI3tiz96z9+K9em/fpxPe6GeN/YL3/gUa2p47</latexit><latexit sha1_base64="CortfRGds1qnD3vhRlwoeB7nt8g=">AAACE3icbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4sSQiqDfRS48qVgtNkJftqy7ubsLuiyIh/8Cr/hpP4tUf4I8RTGoPWp3TMPMeM0ycKunI9z+8icmp6ZnZ2lx9fmFxabmxsnrhkswK7IhEJbYbg0MlDXZIksJuahF0rPAyvj2u/Ms7tE4m5pweUow0XBs5kAKolM6221eNpt/yh+B/STAiTTbCyVXjM+wnItNoSChwrhf4KUU5WJJCYVEPM4cpiFu4xl5JDWh0UT5sWvDNzAElPEXLpeJDEX9+5KCde9BxeamBbty4V4n/eb2MBvtRLk2aERpRBZFUOAxywspyAuR9aZEIqubIpeECLBChlRyEKMWs3KQeGrwXidZg+nl4VPSCKA+ruHiQN4OiqJd7BePr/CWdndZByz/dbR4ejYarsXW2wbZYwPbYIWuzE9Zhgg3YI3tiz96z9+K9em/fpxPe6GeN/YL3/gUa2p47</latexit><latexit sha1_base64="CortfRGds1qnD3vhRlwoeB7nt8g=">AAACE3icbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4sSQiqDfRS48qVgtNkJftqy7ubsLuiyIh/8Cr/hpP4tUf4I8RTGoPWp3TMPMeM0ycKunI9z+8icmp6ZnZ2lx9fmFxabmxsnrhkswK7IhEJbYbg0MlDXZIksJuahF0rPAyvj2u/Ms7tE4m5pweUow0XBs5kAKolM6221eNpt/yh+B/STAiTTbCyVXjM+wnItNoSChwrhf4KUU5WJJCYVEPM4cpiFu4xl5JDWh0UT5sWvDNzAElPEXLpeJDEX9+5KCde9BxeamBbty4V4n/eb2MBvtRLk2aERpRBZFUOAxywspyAuR9aZEIqubIpeECLBChlRyEKMWs3KQeGrwXidZg+nl4VPSCKA+ruHiQN4OiqJd7BePr/CWdndZByz/dbR4ejYarsXW2wbZYwPbYIWuzE9Zhgg3YI3tiz96z9+K9em/fpxPe6GeN/YL3/gUa2p47</latexit>

L
<latexit sha1_base64="dlB4VUvfGIcfhT5byQeHVFoM4Vw=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvRW9ePCgYG2hCeVl+6qLu5uw+6JIyC/wqr/Gk3j1D/hjBJPag1rnNMy8xwwTp0o68v0Pb2p6ZnZufmGxtrS8srpWX9+4cklmBbZFohLbjcGhkgbbJElhN7UIOlbYiW9PKr9zh9bJxFzSQ4qRhmsjh1IAldLFWb/e8Jv+CHySBGPSYGOc9+uf4SARmUZDQoFzvcBPKcrBkhQKi1qYOUxB3MI19kpqQKOL8lHRgu9kDijhKVouFR+J+PMjB+3cg47LSw104/56lfif18toeBjl0qQZoRFVEEmFoyAnrCwXQD6QFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKSWqhwXuRaA1mkIfHRS+I8rCKi4d5IyiKWrlX8HedSdLeax41/Yv9Rut4PNwC22LbbJcF7IC12Ck7Z20mGLJH9sSevWfvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C7Cyngg=</latexit><latexit sha1_base64="dlB4VUvfGIcfhT5byQeHVFoM4Vw=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvRW9ePCgYG2hCeVl+6qLu5uw+6JIyC/wqr/Gk3j1D/hjBJPag1rnNMy8xwwTp0o68v0Pb2p6ZnZufmGxtrS8srpWX9+4cklmBbZFohLbjcGhkgbbJElhN7UIOlbYiW9PKr9zh9bJxFzSQ4qRhmsjh1IAldLFWb/e8Jv+CHySBGPSYGOc9+uf4SARmUZDQoFzvcBPKcrBkhQKi1qYOUxB3MI19kpqQKOL8lHRgu9kDijhKVouFR+J+PMjB+3cg47LSw104/56lfif18toeBjl0qQZoRFVEEmFoyAnrCwXQD6QFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKSWqhwXuRaA1mkIfHRS+I8rCKi4d5IyiKWrlX8HedSdLeax41/Yv9Rut4PNwC22LbbJcF7IC12Ck7Z20mGLJH9sSevWfvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C7Cyngg=</latexit><latexit sha1_base64="dlB4VUvfGIcfhT5byQeHVFoM4Vw=">AAACEnicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvRW9ePCgYG2hCeVl+6qLu5uw+6JIyC/wqr/Gk3j1D/hjBJPag1rnNMy8xwwTp0o68v0Pb2p6ZnZufmGxtrS8srpWX9+4cklmBbZFohLbjcGhkgbbJElhN7UIOlbYiW9PKr9zh9bJxFzSQ4qRhmsjh1IAldLFWb/e8Jv+CHySBGPSYGOc9+uf4SARmUZDQoFzvcBPKcrBkhQKi1qYOUxB3MI19kpqQKOL8lHRgu9kDijhKVouFR+J+PMjB+3cg47LSw104/56lfif18toeBjl0qQZoRFVEEmFoyAnrCwXQD6QFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKSWqhwXuRaA1mkIfHRS+I8rCKi4d5IyiKWrlX8HedSdLeax41/Yv9Rut4PNwC22LbbJcF7IC12Ck7Z20mGLJH9sSevWfvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C7Cyngg=</latexit>

s(t)
<latexit sha1_base64="dR2ETmFgQIXaD0F1z8OqzDJaVd4=">AAACFXicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9VbqxaOCVaEJ5WX7qou7m7D7okjIX/Bqf40n8erZHyOY1B60Oqdh5j1mmDhV0pHvf3hT0zOzc/MLi7Wl5ZXVtfr6xqVLMiuwIxKV2OsYHCppsEOSFF6nFkHHCq/iu5PKv7pH62RiLugxxUjDjZEDKYAqye3SXq/e8Jv+CPwvCcakwcY469U/w34iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCuIMb7JbUgEYX5aOuBd/JHFDCU7RcKj4S8edHDtq5Rx2Xlxro1k16lfif181ocBTl0qQZoRFVEEmFoyAnrCxHQN6XFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKVWqhwQeRaA2mn4ftohtEeVjFxYO8ERRFrdwrmFznL+nsN4+b/vlBo9UeD7fAttg222UBO2QtdsrOWIcJdsue2DMbekPvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C66FnxI=</latexit><latexit sha1_base64="dR2ETmFgQIXaD0F1z8OqzDJaVd4=">AAACFXicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9VbqxaOCVaEJ5WX7qou7m7D7okjIX/Bqf40n8erZHyOY1B60Oqdh5j1mmDhV0pHvf3hT0zOzc/MLi7Wl5ZXVtfr6xqVLMiuwIxKV2OsYHCppsEOSFF6nFkHHCq/iu5PKv7pH62RiLugxxUjDjZEDKYAqye3SXq/e8Jv+CPwvCcakwcY469U/w34iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCuIMb7JbUgEYX5aOuBd/JHFDCU7RcKj4S8edHDtq5Rx2Xlxro1k16lfif181ocBTl0qQZoRFVEEmFoyAnrCxHQN6XFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKVWqhwQeRaA2mn4ftohtEeVjFxYO8ERRFrdwrmFznL+nsN4+b/vlBo9UeD7fAttg222UBO2QtdsrOWIcJdsue2DMbekPvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C66FnxI=</latexit><latexit sha1_base64="dR2ETmFgQIXaD0F1z8OqzDJaVd4=">AAACFXicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9VbqxaOCVaEJ5WX7qou7m7D7okjIX/Bqf40n8erZHyOY1B60Oqdh5j1mmDhV0pHvf3hT0zOzc/MLi7Wl5ZXVtfr6xqVLMiuwIxKV2OsYHCppsEOSFF6nFkHHCq/iu5PKv7pH62RiLugxxUjDjZEDKYAqye3SXq/e8Jv+CPwvCcakwcY469U/w34iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCuIMb7JbUgEYX5aOuBd/JHFDCU7RcKj4S8edHDtq5Rx2Xlxro1k16lfif181ocBTl0qQZoRFVEEmFoyAnrCxHQN6XFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKVWqhwQeRaA2mn4ftohtEeVjFxYO8ERRFrdwrmFznL+nsN4+b/vlBo9UeD7fAttg222UBO2QtdsrOWIcJdsue2DMbekPvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C66FnxI=</latexit>

�s(t)
<latexit sha1_base64="l3aZRcjsW5COOjX6i75TcMwpod0=">AAACFnicbVA9S8RAFNz4eZ5fp5Y2i4eghUcigtqJNpYnGBUuQV723uni7ibsvigS8hts9ddYia2tP0YwOa/wa6ph5j1mmCRT0pHvv3tj4xOTU9ONmebs3PzCYmtp+cyluRUYilSl9iIBh0oaDEmSwovMIuhE4Xlyc1T757donUzNKd1nGGu4MnIgBVAlhVtugzYvW22/4w/B/5JgRNpshO5l6yPqpyLXaEgocK4X+BnFBViSQmHZjHKHGYgbuMJeRQ1odHExLFvy9dwBpTxDy6XiQxG/fxSgnbvXSXWpga7db68W//N6OQ324kKaLCc0og4iqXAY5ISV1QrI+9IiEdTNkUvDBVggQis5CFGJeTVLMzJ4J1KtwfSL6LDsBXER1XHJoGgHZdms9gp+r/OXhNud/Y5/stM+OBwN12CrbI1tsIDtsgN2zLosZIJJ9sAe2ZP35D17L97r1+mYN/pZYT/gvX0CH/KfSQ==</latexit><latexit sha1_base64="l3aZRcjsW5COOjX6i75TcMwpod0=">AAACFnicbVA9S8RAFNz4eZ5fp5Y2i4eghUcigtqJNpYnGBUuQV723uni7ibsvigS8hts9ddYia2tP0YwOa/wa6ph5j1mmCRT0pHvv3tj4xOTU9ONmebs3PzCYmtp+cyluRUYilSl9iIBh0oaDEmSwovMIuhE4Xlyc1T757donUzNKd1nGGu4MnIgBVAlhVtugzYvW22/4w/B/5JgRNpshO5l6yPqpyLXaEgocK4X+BnFBViSQmHZjHKHGYgbuMJeRQ1odHExLFvy9dwBpTxDy6XiQxG/fxSgnbvXSXWpga7db68W//N6OQ324kKaLCc0og4iqXAY5ISV1QrI+9IiEdTNkUvDBVggQis5CFGJeTVLMzJ4J1KtwfSL6LDsBXER1XHJoGgHZdms9gp+r/OXhNud/Y5/stM+OBwN12CrbI1tsIDtsgN2zLosZIJJ9sAe2ZP35D17L97r1+mYN/pZYT/gvX0CH/KfSQ==</latexit><latexit sha1_base64="l3aZRcjsW5COOjX6i75TcMwpod0=">AAACFnicbVA9S8RAFNz4eZ5fp5Y2i4eghUcigtqJNpYnGBUuQV723uni7ibsvigS8hts9ddYia2tP0YwOa/wa6ph5j1mmCRT0pHvv3tj4xOTU9ONmebs3PzCYmtp+cyluRUYilSl9iIBh0oaDEmSwovMIuhE4Xlyc1T757donUzNKd1nGGu4MnIgBVAlhVtugzYvW22/4w/B/5JgRNpshO5l6yPqpyLXaEgocK4X+BnFBViSQmHZjHKHGYgbuMJeRQ1odHExLFvy9dwBpTxDy6XiQxG/fxSgnbvXSXWpga7db68W//N6OQ324kKaLCc0og4iqXAY5ISV1QrI+9IiEdTNkUvDBVggQis5CFGJeTVLMzJ4J1KtwfSL6LDsBXER1XHJoGgHZdms9gp+r/OXhNud/Y5/stM+OBwN12CrbI1tsIDtsgN2zLosZIJJ9sAe2ZP35D17L97r1+mYN/pZYT/gvX0CH/KfSQ==</latexit>
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Figura 5.3. Moto alla Poiseuille per un fluido di Bingham

∂v

∂y
(s, t) = 0.

Imponendo la condizione v(H, t) = 0 e la condizione iniziale v(y, 0) = vo(y) otteniamo

ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂x
+ µ

∂2v

∂y2

v(y, 0) = vo(y),

v(H, t) = 0,

∂v

∂y
(s, t) = 0.

(5.10)

Il sistema (5.10) è costituito da una equazione parabolica in cui una parte del bordo del dominio
(ossia la curva y = s(t)) è incognita. Si tratta nuovamente di un problema a frontiera libera come
quelli incontrati nei capitoli precedenti, la cui soluzione richiede l’imposizione di una ulteriore con-
dizione su y = s(t). Questa condizione si ottiene imponendo il bilancio della quantità di moto nella
parte rigida.

Sempre con riferimento alla Fig. 5.3 osserviamo che la forza applicata sulle superfici x = 0, x = L
del nucleo rigido [−s, s] è data da 2spin e 2spout, mentre quella applicata sulle superfici laterali è
−2Lτo. La forza risultante deve essere uguale, in base alla seconda legge di Newton, alla massa del
nucleo rigido per l’accelerazione vt(s, t). In definitiva

2spin − 2spout − 2τoL = 2sLρ
∂v

∂t
(s, t),

che, dopo qualche semplificazione, si riduce a

∂v

∂t
(s, t) =

1

ρ

(
∆p

L
− τo
s(t)

)
. (5.11)
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La condizione (5.11) è la condizione che dobbiamo aggiungere al sistema (5.10) per chiudere il
problema. Se il moto è guidato da un gradiente di pressione allora p è lo stesso del caso newtoniano,
ossia

p = −∆p

L
x+ pin ∆p = pin − pout > 0.

Ponendo

G =
∆p

L
> 0,

il problema da risolvere diventa 

ρ
∂v

∂t
= G+ µ

∂2v

∂y2

v(y, 0) = vo(y),

v(H, t) = 0,

∂v

∂y
(s, t) = 0,

∂v

∂t
(s, t) =

1

ρ

(
G− τo

s(t)

)
,

s(0) = so,

(5.12)

dove è stata aggiunta la condizione iniziale per la superficie mobile s(0) = so. Il problema a frontiera
mobile (5.12) è stato studiato analiticamente in [4], dove è stata provata la buona posizione globale
(ossia esistenza ed unicità per tutti i tempi). Qui non siamo interessati all’analisi matematica del
problema, ma osserviamo che il problema può essere trasformato in modo simile al problema (3.28)
della sezione 3.4 e risolto mediante tecniche di punto fisso. Introducendo infatti la variabile

z(y, t) = vt(y, t)

si trova che z(y, t) deve soddisfare l’equazione del calore con sorgente nulla (se G è costante). Infatti

ρzt − µzyy = (ρvt)t − (µvt)yy = (ρvt − µvyy)t = Gt = 0.

La condizione iniziale diventa

z(y, 0) = vt(y, 0) =
1

ρ
(G+ µvyy(y, 0)) =

1

ρ
(G+ µv′′o (y)) := zo(y).

Inoltre, siccome v(H, t) = 0 si ha vt(H, t) = z(H, t) = 0. Per quanto riguarda le condizioni di
frontiera mobile si trova

z(s, t) =
1

ρ

(
G− τo

s

)
, (5.13)

mentre derivando rispetto al tempo vy(s, t) si trova

vyy(s, t)ṡ+ vyt(s, t) = 0.

Di conseguenza
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zy(s, t) = −vyy(s, t)ṡ =

(
G

µ
− ρ

µ
vt(s, t)

)
ṡ =

(
G

µ
− ρ

µ
z(s, t)

)
ṡ

che, ricordando la (5.13), porta a

zy(s, t) =
τoṡ

µs

Di conseguenza il problema per z è 

ρzt − µzyy = 0,

z(y, o) = zo(y)

z(H, t) = 0

z(s, t) =
1

ρ

(
G− τo

s

)
zy(s, t) =

τoṡ

µs

s(0) = so

la cui buona posizione può essere studiata mediante le tecniche di punto fisso esposte nella sezione
3.4. Studiamo la soluzione asintotica, ossia quella stazionaria che si ottiene nel limite t → ∞, del
problema (5.12). Osserviamo che, trascurando le derivate temporali, il problema (5.12)1−5 è risolto
da

v(y, t) =
G

2µ

[
(H − s)2 − (y − s)2

]
, (5.14)

dove s è determinato ponendo uguale a zero la derivata temporale in (5.12)5, ossia

s =
τo
G
. (5.15)

Il profilo di velocità (5.14) è quello mostrato in Fig. 5.3. Nel nucleo rigido il profilo è piatto in quanto
la velocità è uniforme. Dalla (5.15) si può dedurre un vincolo sulla caduta di pressione ∆p. Infatti,
dal momento che dobbiamo richiedere s < H affinché il plug non abbia invaso tutto il canale e il
flusso si sia bloccato, si trova che necessariamente

∆p >
τoL

H
. (5.16)

Questa condizione deve essere soddisfatta affinché ci sia moto nel canale.

5.3 Fluido di Bingham in un piano inclinato

Consideriamo adesso un fluido di Bingham che scorre lungo un piano inclinato come quello mostrato
in Fig. 5.4. L’angolo che il piano inclinato forma con il piano orizzontale è indicato con α. In questo
caso il moto non è guidato da una differenza di pressione ma dalla gravità. La superficie superiore
del fluido è libera. Il campo delle forze esterne f che appaiono nel bilancio del momento (5.1) è dato
da
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H
<latexit sha1_base64="uJ+lFq/XCPzhwo9ffo+Ndrp3nFg=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuSiKCupO66VLBaqEJ5WZ6q4MzkzBzo0jIF7i1X+NK3PoDfoxgUrvwdVaHc+7lHE6cKunI99+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnpkswK7IpEJbYXg0MlDXZJksJeahF0rPAqvj2t/Ks7tE4m5oIeUow0XBs5kgKolM47g0bTb/kT8L8kmJImm+Js0PgIh4nINBoSCpzrB35KUQ6WpFBY1MPMYQriFq6xX1IDGl2UT4oWfDdzQAlP0XKp+ETE7x85aOcedFxeaqAb99urxP+8fkajoyiXJs0IjaiCSCqcBDlhZbkA8qG0SARVc+TScAEWiNBKDkKUYlZOUg8N3otEazDDPGwX/SDKwyouHuXNoCjq5V7B73X+ku5+67jlnx80T9rT4Wpsm+2wPRawQ3bCOuyMdZlgyB7ZExt7Y+/Ze/Fev05nvOnPFvsB7+0TqfqeBA==</latexit><latexit sha1_base64="uJ+lFq/XCPzhwo9ffo+Ndrp3nFg=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuSiKCupO66VLBaqEJ5WZ6q4MzkzBzo0jIF7i1X+NK3PoDfoxgUrvwdVaHc+7lHE6cKunI99+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnpkswK7IpEJbYXg0MlDXZJksJeahF0rPAqvj2t/Ks7tE4m5oIeUow0XBs5kgKolM47g0bTb/kT8L8kmJImm+Js0PgIh4nINBoSCpzrB35KUQ6WpFBY1MPMYQriFq6xX1IDGl2UT4oWfDdzQAlP0XKp+ETE7x85aOcedFxeaqAb99urxP+8fkajoyiXJs0IjaiCSCqcBDlhZbkA8qG0SARVc+TScAEWiNBKDkKUYlZOUg8N3otEazDDPGwX/SDKwyouHuXNoCjq5V7B73X+ku5+67jlnx80T9rT4Wpsm+2wPRawQ3bCOuyMdZlgyB7ZExt7Y+/Ze/Fev05nvOnPFvsB7+0TqfqeBA==</latexit><latexit sha1_base64="uJ+lFq/XCPzhwo9ffo+Ndrp3nFg=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuSiKCupO66VLBaqEJ5WZ6q4MzkzBzo0jIF7i1X+NK3PoDfoxgUrvwdVaHc+7lHE6cKunI99+9mdm5+YXF2lJ9eWV1bb2xsXnpkswK7IpEJbYXg0MlDXZJksJeahF0rPAqvj2t/Ks7tE4m5oIeUow0XBs5kgKolM47g0bTb/kT8L8kmJImm+Js0PgIh4nINBoSCpzrB35KUQ6WpFBY1MPMYQriFq6xX1IDGl2UT4oWfDdzQAlP0XKp+ETE7x85aOcedFxeaqAb99urxP+8fkajoyiXJs0IjaiCSCqcBDlhZbkA8qG0SARVc+TScAEWiNBKDkKUYlZOUg8N3otEazDDPGwX/SDKwyouHuXNoCjq5V7B73X+ku5+67jlnx80T9rT4Wpsm+2wPRawQ3bCOuyMdZlgyB7ZExt7Y+/Ze/Fev05nvOnPFvsB7+0TqfqeBA==</latexit>

y = s(t)
<latexit sha1_base64="EyiTrALRaSUL0qvXfbgQS6Ln5gc=">AAACF3icbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9SCIXjxWsFVogrxsX3V1dxN2X5QS8h+86q/xJF49+mMEk9qDX3MaZt5jholTJR35/rs3Nj4xOTU9M1ubm19YXKovr3RcklmBbZGoxF7E4FBJg22SpPAitQg6Vnge3x5X/vkdWicTc0aDFCMNV0b2pQAqpc7gwG3S1mW94Tf9IfhfEoxIg43Quqx/hL1EZBoNCQXOdQM/pSgHS1IoLGph5jAFcQtX2C2pAY0uyodtC76ROaCEp2i5VHwo4vePHLRzAx2Xlxro2v32KvE/r5tRfy/KpUkzQiOqIJIKh0FOWFnOgLwnLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZiVu9RCg/ci0RpMLw+Pim4Q5WEVF/fzRlAUtXKv4Pc6f0l7u7nf9E93GodHo+Fm2BpbZ5ssYLvskJ2wFmszwW7YA3tkT96T9+y9eK9fp2Pe6GeV/YD39gkt0p/c</latexit><latexit sha1_base64="EyiTrALRaSUL0qvXfbgQS6Ln5gc=">AAACF3icbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9SCIXjxWsFVogrxsX3V1dxN2X5QS8h+86q/xJF49+mMEk9qDX3MaZt5jholTJR35/rs3Nj4xOTU9M1ubm19YXKovr3RcklmBbZGoxF7E4FBJg22SpPAitQg6Vnge3x5X/vkdWicTc0aDFCMNV0b2pQAqpc7gwG3S1mW94Tf9IfhfEoxIg43Quqx/hL1EZBoNCQXOdQM/pSgHS1IoLGph5jAFcQtX2C2pAY0uyodtC76ROaCEp2i5VHwo4vePHLRzAx2Xlxro2v32KvE/r5tRfy/KpUkzQiOqIJIKh0FOWFnOgLwnLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZiVu9RCg/ci0RpMLw+Pim4Q5WEVF/fzRlAUtXKv4Pc6f0l7u7nf9E93GodHo+Fm2BpbZ5ssYLvskJ2wFmszwW7YA3tkT96T9+y9eK9fp2Pe6GeV/YD39gkt0p/c</latexit><latexit sha1_base64="EyiTrALRaSUL0qvXfbgQS6Ln5gc=">AAACF3icbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9SCIXjxWsFVogrxsX3V1dxN2X5QS8h+86q/xJF49+mMEk9qDX3MaZt5jholTJR35/rs3Nj4xOTU9M1ubm19YXKovr3RcklmBbZGoxF7E4FBJg22SpPAitQg6Vnge3x5X/vkdWicTc0aDFCMNV0b2pQAqpc7gwG3S1mW94Tf9IfhfEoxIg43Quqx/hL1EZBoNCQXOdQM/pSgHS1IoLGph5jAFcQtX2C2pAY0uyodtC76ROaCEp2i5VHwo4vePHLRzAx2Xlxro2v32KvE/r5tRfy/KpUkzQiOqIJIKh0FOWFnOgLwnLRJB1Ry5NFyABSK0koMQpZiVu9RCg/ci0RpMLw+Pim4Q5WEVF/fzRlAUtXKv4Pc6f0l7u7nf9E93GodHo+Fm2BpbZ5ssYLvskJ2wFmszwW7YA3tkT96T9+y9eK9fp2Pe6GeV/YD39gkt0p/c</latexit>

zona rigida

<latexit sha1_base64="MvbFTnzef3AHXZRE4d1YMkYEZ00=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34tr7qY+dmsAiuSiKCuhPduFSwKjSh3Exv6+DMJMzcqDXkX9zq17gSXfohgkntwtdZHc65l3M4caqkI99/88bGJyanpmdma3PzC4tL9eWVc5dkVmBLJCqxlzE4VNJgiyQpvEwtgo4VXsTXR5V/cYPWycSc0SDFSEPfyJ4UQKXUqa+FhHdkdX6fGOBW9mUXik694Tf9IfhfEoxIg41w0ql/hN1EZBoNCQXOtQM/pSgHS1IoLGph5jAFcQ19bJfUgEYX5cP2Bd/MHFDCU7RcKj4U8ftHDtq5gY7LSw105X57lfif186otxfl0qQZoRFVEEmFwyAnrCxnQd6VFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKnWqhwVuRaA2mm4eHRTuI8rCKi3t5IyiKWrlX8Hudv6S13dxv+qc7jYPD0XAzbJ1tsC0WsF12wI7ZCWsxwe7ZA3tkT96T9+y9eK9fp2Pe6GeV/YD3/gmb6Kbr</latexit><latexit sha1_base64="MvbFTnzef3AHXZRE4d1YMkYEZ00=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34tr7qY+dmsAiuSiKCuhPduFSwKjSh3Exv6+DMJMzcqDXkX9zq17gSXfohgkntwtdZHc65l3M4caqkI99/88bGJyanpmdma3PzC4tL9eWVc5dkVmBLJCqxlzE4VNJgiyQpvEwtgo4VXsTXR5V/cYPWycSc0SDFSEPfyJ4UQKXUqa+FhHdkdX6fGOBW9mUXik694Tf9IfhfEoxIg41w0ql/hN1EZBoNCQXOtQM/pSgHS1IoLGph5jAFcQ19bJfUgEYX5cP2Bd/MHFDCU7RcKj4U8ftHDtq5gY7LSw105X57lfif186otxfl0qQZoRFVEEmFwyAnrCxnQd6VFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKnWqhwVuRaA2mm4eHRTuI8rCKi3t5IyiKWrlX8Hudv6S13dxv+qc7jYPD0XAzbJ1tsC0WsF12wI7ZCWsxwe7ZA3tkT96T9+y9eK9fp2Pe6GeV/YD3/gmb6Kbr</latexit><latexit sha1_base64="MvbFTnzef3AHXZRE4d1YMkYEZ00=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34tr7qY+dmsAiuSiKCuhPduFSwKjSh3Exv6+DMJMzcqDXkX9zq17gSXfohgkntwtdZHc65l3M4caqkI99/88bGJyanpmdma3PzC4tL9eWVc5dkVmBLJCqxlzE4VNJgiyQpvEwtgo4VXsTXR5V/cYPWycSc0SDFSEPfyJ4UQKXUqa+FhHdkdX6fGOBW9mUXik694Tf9IfhfEoxIg41w0ql/hN1EZBoNCQXOtQM/pSgHS1IoLGph5jAFcQ19bJfUgEYX5cP2Bd/MHFDCU7RcKj4U8ftHDtq5gY7LSw105X57lfif186otxfl0qQZoRFVEEmFwyAnrCxnQd6VFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKnWqhwVuRaA2mm4eHRTuI8rCKi3t5IyiKWrlX8Hudv6S13dxv+qc7jYPD0XAzbJ1tsC0WsF12wI7ZCWsxwe7ZA3tkT96T9+y9eK9fp2Pe6GeV/YD3/gmb6Kbr</latexit>

zona viscosa

<latexit sha1_base64="eBH84fTxIPZ//nWa8rYO91AgY6w="></latexit><latexit sha1_base64="eBH84fTxIPZ//nWa8rYO91AgY6w="></latexit><latexit sha1_base64="eBH84fTxIPZ//nWa8rYO91AgY6w="></latexit>

y = H
<latexit sha1_base64="GMtbj1JWEcVUtq7CwYbaRnTJxR8=">AAACFHicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBPQiiF48VrQpNkJfta13c3YTdF6WE/ASv9td4Eq/e/TGCSe3BrzkNM+8xw8Spko58/92bmJyanpmdm68tLC4tr9RX1y5dklmBbZGoxF7H4FBJg22SpPA6tQg6VngV351U/tU9WicTc0GDFCMNfSN7UgCV0vng8PSm3vCb/gj8LwnGpMHGaN3UP8JuIjKNhoQC5zqBn1KUgyUpFBa1MHOYgriDPnZKakCji/JR1YJvZQ4o4SlaLhUfifj9Iwft3EDH5aUGunW/vUr8z+tk1NuPcmnSjNCIKoikwlGQE1aWGyDvSotEUDVHLg0XYIEIreQgRClm5Si10OCDSLQG083D46ITRHlYxcW9vBEURa3cK/i9zl/S3mkeNP2z3cbR8Xi4ObbBNtk2C9geO2KnrMXaTLA+e2RPbOgNvWfvxXv9Op3wxj/r7Ae8t08nGZ7O</latexit><latexit sha1_base64="GMtbj1JWEcVUtq7CwYbaRnTJxR8=">AAACFHicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBPQiiF48VrQpNkJfta13c3YTdF6WE/ASv9td4Eq/e/TGCSe3BrzkNM+8xw8Spko58/92bmJyanpmdm68tLC4tr9RX1y5dklmBbZGoxF7H4FBJg22SpPA6tQg6VngV351U/tU9WicTc0GDFCMNfSN7UgCV0vng8PSm3vCb/gj8LwnGpMHGaN3UP8JuIjKNhoQC5zqBn1KUgyUpFBa1MHOYgriDPnZKakCji/JR1YJvZQ4o4SlaLhUfifj9Iwft3EDH5aUGunW/vUr8z+tk1NuPcmnSjNCIKoikwlGQE1aWGyDvSotEUDVHLg0XYIEIreQgRClm5Si10OCDSLQG083D46ITRHlYxcW9vBEURa3cK/i9zl/S3mkeNP2z3cbR8Xi4ObbBNtk2C9geO2KnrMXaTLA+e2RPbOgNvWfvxXv9Op3wxj/r7Ae8t08nGZ7O</latexit><latexit sha1_base64="GMtbj1JWEcVUtq7CwYbaRnTJxR8=">AAACFHicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBPQiiF48VrQpNkJfta13c3YTdF6WE/ASv9td4Eq/e/TGCSe3BrzkNM+8xw8Spko58/92bmJyanpmdm68tLC4tr9RX1y5dklmBbZGoxF7H4FBJg22SpPA6tQg6VngV351U/tU9WicTc0GDFCMNfSN7UgCV0vng8PSm3vCb/gj8LwnGpMHGaN3UP8JuIjKNhoQC5zqBn1KUgyUpFBa1MHOYgriDPnZKakCji/JR1YJvZQ4o4SlaLhUfifj9Iwft3EDH5aUGunW/vUr8z+tk1NuPcmnSjNCIKoikwlGQE1aWGyDvSotEUDVHLg0XYIEIreQgRClm5Si10OCDSLQG083D46ITRHlYxcW9vBEURa3cK/i9zl/S3mkeNP2z3cbR8Xi4ObbBNtk2C9geO2KnrMXaTLA+e2RPbOgNvWfvxXv9Op3wxj/r7Ae8t08nGZ7O</latexit>

↵
<latexit sha1_base64="W+TZF6X/6P6H3KSJ9NGm3XFtbRk=">AAACF3icbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvZV68ahgVWiCvGxf7drdTdh9UUrIf/Cqv8aTePXojxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797U9Mzs3PzCYm1peWV1rb6+ceGSzArsiEQl9ioGh0oa7JAkhVepRdCxwst4eFz5l3donUzMOY1SjDTcGNmXAqiULkJQ6QCu6w2/6Y/B/5JgQhpsgtPr+kfYS0Sm0ZBQ4Fw38FOKcrAkhcKiFmYOUxBDuMFuSQ1odFE+blvwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQAP326vE/7xuRv3DKJcmzQiNqIJIKhwHOWFlOQPynrRIBFVz5NJwARaI0EoOQpRiVu5SCw3ei0RrML08bBfdIMrDKi7u542gKGrlXsHvdf6Szl7zqOmf7Tda7clwC2yLbbNdFrAD1mIn7JR1mGC37IE9sifvyXv2XrzXr9Mpb/KzyX7Ae/sE8RigUA==</latexit><latexit sha1_base64="W+TZF6X/6P6H3KSJ9NGm3XFtbRk=">AAACF3icbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvZV68ahgVWiCvGxf7drdTdh9UUrIf/Cqv8aTePXojxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797U9Mzs3PzCYm1peWV1rb6+ceGSzArsiEQl9ioGh0oa7JAkhVepRdCxwst4eFz5l3donUzMOY1SjDTcGNmXAqiULkJQ6QCu6w2/6Y/B/5JgQhpsgtPr+kfYS0Sm0ZBQ4Fw38FOKcrAkhcKiFmYOUxBDuMFuSQ1odFE+blvwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQAP326vE/7xuRv3DKJcmzQiNqIJIKhwHOWFlOQPynrRIBFVz5NJwARaI0EoOQpRiVu5SCw3ei0RrML08bBfdIMrDKi7u542gKGrlXsHvdf6Szl7zqOmf7Tda7clwC2yLbbNdFrAD1mIn7JR1mGC37IE9sifvyXv2XrzXr9Mpb/KzyX7Ae/sE8RigUA==</latexit><latexit sha1_base64="W+TZF6X/6P6H3KSJ9NGm3XFtbRk=">AAACF3icbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvZV68ahgVWiCvGxf7drdTdh9UUrIf/Cqv8aTePXojxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797U9Mzs3PzCYm1peWV1rb6+ceGSzArsiEQl9ioGh0oa7JAkhVepRdCxwst4eFz5l3donUzMOY1SjDTcGNmXAqiULkJQ6QCu6w2/6Y/B/5JgQhpsgtPr+kfYS0Sm0ZBQ4Fw38FOKcrAkhcKiFmYOUxBDuMFuSQ1odFE+blvwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQAP326vE/7xuRv3DKJcmzQiNqIJIKhwHOWFlOQPynrRIBFVz5NJwARaI0EoOQpRiVu5SCw3ei0RrML08bBfdIMrDKi7u542gKGrlXsHvdf6Szl7zqOmf7Tda7clwC2yLbbNdFrAD1mIn7JR1mGC37IE9sifvyXv2XrzXr9Mpb/KzyX7Ae/sE8RigUA==</latexit>

↵
<latexit sha1_base64="W+TZF6X/6P6H3KSJ9NGm3XFtbRk=">AAACF3icbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvZV68ahgVWiCvGxf7drdTdh9UUrIf/Cqv8aTePXojxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797U9Mzs3PzCYm1peWV1rb6+ceGSzArsiEQl9ioGh0oa7JAkhVepRdCxwst4eFz5l3donUzMOY1SjDTcGNmXAqiULkJQ6QCu6w2/6Y/B/5JgQhpsgtPr+kfYS0Sm0ZBQ4Fw38FOKcrAkhcKiFmYOUxBDuMFuSQ1odFE+blvwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQAP326vE/7xuRv3DKJcmzQiNqIJIKhwHOWFlOQPynrRIBFVz5NJwARaI0EoOQpRiVu5SCw3ei0RrML08bBfdIMrDKi7u542gKGrlXsHvdf6Szl7zqOmf7Tda7clwC2yLbbNdFrAD1mIn7JR1mGC37IE9sifvyXv2XrzXr9Mpb/KzyX7Ae/sE8RigUA==</latexit><latexit sha1_base64="W+TZF6X/6P6H3KSJ9NGm3XFtbRk=">AAACF3icbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvZV68ahgVWiCvGxf7drdTdh9UUrIf/Cqv8aTePXojxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797U9Mzs3PzCYm1peWV1rb6+ceGSzArsiEQl9ioGh0oa7JAkhVepRdCxwst4eFz5l3donUzMOY1SjDTcGNmXAqiULkJQ6QCu6w2/6Y/B/5JgQhpsgtPr+kfYS0Sm0ZBQ4Fw38FOKcrAkhcKiFmYOUxBDuMFuSQ1odFE+blvwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQAP326vE/7xuRv3DKJcmzQiNqIJIKhwHOWFlOQPynrRIBFVz5NJwARaI0EoOQpRiVu5SCw3ei0RrML08bBfdIMrDKi7u542gKGrlXsHvdf6Szl7zqOmf7Tda7clwC2yLbbNdFrAD1mIn7JR1mGC37IE9sifvyXv2XrzXr9Mpb/KzyX7Ae/sE8RigUA==</latexit><latexit sha1_base64="W+TZF6X/6P6H3KSJ9NGm3XFtbRk=">AAACF3icbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWARPJRFBvZV68ahgVWiCvGxf7drdTdh9UUrIf/Cqv8aTePXojxFMag9+zWmYeY8ZJk6VdOT7797U9Mzs3PzCYm1peWV1rb6+ceGSzArsiEQl9ioGh0oa7JAkhVepRdCxwst4eFz5l3donUzMOY1SjDTcGNmXAqiULkJQ6QCu6w2/6Y/B/5JgQhpsgtPr+kfYS0Sm0ZBQ4Fw38FOKcrAkhcKiFmYOUxBDuMFuSQ1odFE+blvwncwBJTxFy6XiYxG/f+SgnRvpuLzUQAP326vE/7xuRv3DKJcmzQiNqIJIKhwHOWFlOQPynrRIBFVz5NJwARaI0EoOQpRiVu5SCw3ei0RrML08bBfdIMrDKi7u542gKGrlXsHvdf6Szl7zqOmf7Tda7clwC2yLbbNdFrAD1mIn7JR1mGC37IE9sifvyXv2XrzXr9Mpb/KzyX7Ae/sE8RigUA==</latexit>

g
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Figura 5.4. Fluido di Bingham su un piano inclinato.

f = (ρg sinα,−ρg cosα).

Si suppone che il fluido occupi uno strato uniforme di altezza H incognita. In un sistema di rife-
rimento come quello mostrato in Fig. 5.4 e con un campo di velocità della forma v = v(y, t)e1 le
equazioni di moto diventano

ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂x
+

∂

∂y

(
τo + µ

∂v

∂y

)
+ ρg sinα,

0 = −∂p
∂y
− ρg cosα.

(5.17)

In questa situazione lo stress di taglio dato dalla (5.5) diventa

T12 = τo + µ
∂v

∂y
,

in cui abbiamo preso il segno + davanti a τo poiché, come mostrato in Fig. 5.4 , ci si aspetta
che il gradiente di velocità vy sia positivo nella regione sopra soglia. Sulla superficie y = H non
è applicato nessuno sforzo di taglio (stress free surface) e l’unica forza esercitata su di essa è la
pressione atmosferica che però agisce nella direzione normale alla superficie e non produce alcuno
“shear”. Questo comporta che nella parte superiore dello strato ci sia una regione sotto soglia in cui
il fluido ha un comportamento di tipo rigido. Indichiamo con l’intervallo [s(t), H] tale regione, in
cui anche s(t) è incognita. Senza perdere in generalità, la pressione atmosferica può essere riscalata
a zero cosicché, integrando la (5.17)2 con la condizione p(x,H, t) = 0 si trova

p = ρg cosα(H − y), (5.18)

che ci fornisce la pressione in tutto lo strato. Lo spessore H dello strato è incognito e verrà determi-
nato imponendo il flusso volumetrico (volumetric flow-rate). Dalla (5.18) si deduce facilmente che
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px = 0, ossia che la pressione non varia con la x. Consideriamo adesso la versione stazionaria di
(5.17)1 dove poniamo px = 0

0 =
∂

∂y

(
τo + µ

∂v

∂y

)
+ ρg sinα.

Integrando fra y ed s (s è dunque l’interfaccia fra la fase liquida e quella rigida) si trova

µ
∂v

∂y
= ρg sinα(s− y), (5.19)

dove abbiamo sfruttato la condizione di soglia vy = 0 su y = s. Integrando nuovamente in y

µv = −ρg sinα
(y − s)2

2
+ c.

L’incognita c è determinata imponendo la condizione di aderenza v = 0 su y = 0. Si trova

v =
ρg sinα

µ

[
s2

2
− (y − s)2

2

]
, (5.20)

che fornisce il profilo parabolico di velocità nella regione sopra soglia. Adesso abbiamo bisogno di
una ulteriore equazione per determinare la posizione di s. Dal momento che stiamo trascurando vt,
abbiamo che l’accelerazione del blocco rigido posto sulla sommità del fluido è nulla. Di conseguenza
la risultante delle forze che agiscono su tale blocco deve essere nulla. Scriviamo dunque

τo︸︷︷︸
forza agente su y = s

= ρg sinα(H − s)︸ ︷︷ ︸
forza dovuta alla gravità

.

Allora
s = H − τo

ρg sinα
. (5.21)

Analogamente alla condizione (5.16) determinata per il canale, imponiamo qui la condizione s > 0
che fornisce

τo
ρg sinα

< H. (5.22)

Questa condizione, se soddisfatta, garantisce che la parte fluida sia effettivamente presente e che
si abbia dunque il moto. Se τo è tale che al condizione (5.22) non è soddisfatta, allora si ha che
la gravità non è sufficiente per far muovere il blocco di fluido. In questo caso tutto rimane fermo.
Rimane da determinare lo spessore H dello strato. A questo scopo dobbiamo imporre una condizione
di flusso per il moto. Dal momento che non stiamo imponendo una differenza di pressione come nel
canale, qui dobbiamo specificare la quantità di fluido che attraversa la sezione x = cost nell’unità di
tempo. Chiamiamo questa quantità Q ed imponiamo che sia la stessa per tutte le sezioni x = cost.
Si ha

Q =

∫ H

0

vdy.

Integrando per parti si ottiene

Q = yv
∣∣∣H
0
−
∫ H

0

y
∂v

∂y
dy = Hv

∣∣∣
H
−
∫ s

0

y
∂v

∂y
dy.

Nell’ultimo intergale abbiamo posto s come estremo superiore di integrazione dal momento che in
[s,H] il gradiente di velocità vy è identicamente nullo. Dalle (5.19), (5.20) si ha
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Figura 5.5. Grafico di Q in funzione di z dato dalla (5.24).

v
∣∣∣
H

= v
∣∣∣
s

=
ρgs2 sinα

2µ

∂v

∂y
=
ρg sinα

µ
(s− y).

per cui

Q =
ρgHs2 sinα

2µ
− ρg sinα

µ

∫ s

0

y(s− y)dy.

Integrando si trova

Q =
ρgHs2 sinα

2µ
− ρg sinα

µ

[
y2s

2
− y3

3

]∣∣∣∣s
0︸ ︷︷ ︸

=s3/6

ossia

Q =
ρg sinα

2µ

[
Hs2 − s3

3

]
=
ρg sinαH3

2µ

[( s
H

)2

− 1

3

( s
H

)3
]

(5.23)

Ora, dalle (5.21), (5.22) si ha

0 <
s

H
= 1− τo

ρg sinαH
< 1.

Poniamo
z =

s

H
= 1− τo

ρg sinαH
∈ (0, 1)

cosicché

1− z =
τo

ρg sinαH
=⇒ H3 =

τ3
o

(ρg sinα)3

1

(1− z)3
.

Sostituendo nella (5.23) si trova

Q =
τ3
o

6µ(ρg sinα)2

(3z2 − z3)

(1− z)3
, (5.24)

il cui grafico è mostrato in Fig. 5.5. Osserviamo che Q(0) = 0 e che limz→1− Q(z) = ∞. Inoltre è
facile verificare che
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dQ

dz
=

τ3
o

6µ(ρg sinα)2

6z

(1− z)4
> 0,

per cui la funzione Q(z) risulta positiva e strettamente crescente in (0, 1). Di conseguenza, per ogni
Q∗ > 0 fissato esiste un unico z∗ ∈ (0, 1) tale che Q(z∗) = Q∗. Questo z∗ è ottenuto numericamente
tramite la (5.24). Lo spessore H∗ corrispondente a Q∗ è chiaramente dato da

H∗ =
τo

(ρg sinα)

1

(1− z∗) .

Si osserva facilmente che più grande è Q∗ più z∗ è vicino ad 1. Di conseguenza più grande è Q∗ più
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Figura 5.6. Coordinate cilindriche.

grande risulterà lo spessore z∗.

5.4 Fluido di Bingham in una condotta cilindrica

Consideriamo adesso il flusso in una condotta di raggio R fissato. Per descrivere il moto in questo
tipo di geometria conviene far uso delle coordinate cilindriche, vedi Fig. 5.6. In questo tipo di sistema
di riferimento le coordinate di un punto (x, y, z) dello spazio sono espresse mediante le coordinate
(r, θ, ζ) dove queste ultime sono legate alle prime per mezzo della mappa

x = r cos θ y = r sin θ z = ζ.

dove
r =

√
x2 + y2 θ = arctan

(y
x

)
.

In questo modo ogni punto dello spazio è espresso mediante (r, θ, ζ). La terna di riferimento nel
nuovo sistema è er, eθ, eζ , dove 

er = cos θe1 + sin θe2,

eθ = − sin θe1 + cos θe2,

eζ = ez,
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come mostrato in Fig. 5.6. Consideriamo il flusso di un fluido di Bingham incomprimibile in una
condotta di sezione circorale di raggio R. Analogamente al caso del canale supponiamo che esista un
“plug” centrale che si comporta come un corpo rigido di raggio r = s(t). Supponiamo che il campo
di velocità sia della forma

v = v(r, t)ez

ossia che il flusso sia orientato lungo la direzione assiale e la velocità vari con la sola r. L’unica
componente tangenziale dello stress è quella parallela a ez. Analogamente al caso del canale lo
sforzo di taglio si esprime come

Trz = −τo + µ
∂v

∂r
,

dove Trz è la componente dello sforzo diretta lungo z che agisce sulle superfici r = cost. Di
conseguenza le equazioni di moto (5.1)2 in coordinate cilindriche si riducono a

0 = −∂p
∂r
,

0 = −∂p
∂θ

ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂z
+

1

r

∂

∂r

[
r

(
−τo + µ

∂v

∂r

)]
.

(5.25)

Dalle (5.25) è evidente che
p = p(z, t) = Az +B

dove A e B possono essere determinate esattamente come nel canale per cui

p = −Gz + pin G =
pin − pout

L
> 0,

dove G può anche dipendere dal tempo. L’equazione di moto stazionario diventa

∂

∂r

[
r

(
−τo + µ

∂v

∂r

)]
= −Gr

la cui integrazione conduce a

−τo + µ
∂v

∂r
= −Gr

2
+
c

r
, (5.26)

dove c è incognita. Imponendo la condizione vr = 0 su r = s si trova

c

s
−Gs

2
= −τo =⇒ c = −τos+G

s2

2
.

Sostituendo nella (5.26) si trova

µ
∂v

∂r
=
G

2

(
s2

r
− r
)
− τo

(s
r
− 1
)

Integrando tra r e R ed imponendo la condizione di non aderenza su y = R, troviamo

−µv =
G

2

(
s2 ln r − r2

2

) ∣∣∣R
r
− τo

(
s ln r − r

)∣∣∣R
r
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che, dopo qualche calcolo, può essere riscritta come

v =
G

2µ

[
R2 − r2

2
− s2 ln

(
R

r

)]
+
τo
µ

[
r −R+ s ln

(
R

r

)]
. (5.27)

Adesso rimane da scrivere l’equazione per s. Il bilancio delle forze nel plug rigido è dato da

(pin − pout)πs2︸ ︷︷ ︸
forza applicata sulle superfici

laterali del plug

− 2πsLτo︸ ︷︷ ︸
forza esercitata sulla

superficie y = s

= 0,

per cui

s =
2τo
G
, τo =

Gs

2
.

Sostituendo τo nella (5.27) si trova

v =
G

2µ

[
R2 − r2

2
− s(R− r)

]
. (5.28)

Abbiamo trovato nuovamente un profilo parabolico. Supponendo per semplicità che tutto sia
indipendente dal tempo possiamo riscrivere la velocità come

v(r) =
GR2

4µ

[
1−

( r
R

)2
]
− τoR

µ

[
1−

( r
R

)]
,

per cui la velocità nel plug diventa

v(s) =
GR2

4µ

[
1−

( s
R

)2
]
− τoR

µ

[
1−

( s
R

)]
.

Mettendo in evidenza il termine GR2/4µ si trova

v(s) =
GR2

4µ

[
1−

( s
R

)2

− 2s

R

(
1− s

R

)]
,

che conduce a

v(s) =
GR2

4µ

[
1−

( s
R

)]2
.

5.5 L’equazione di Buckingham

Consideriamo come per il caso del moto lungo il piano inclinato il flusso Q attraverso una sezione
z = cost. Ovviamente il flusso è costante su ogni sezione dal momento che la velocità non dipende
da z dato da

Q =

∫
Σ

vdσ

dove Σ è una qualsiasi sezione del tubo. Si ha

Q =

∫ 2π

0

∫ R

0

v(r)rdrdθ = 2π

∫ R

0

v(r)rdr.
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Integrando per parti

Q = 2π

[
v
r2

2

∣∣∣∣R
0

−
∫ R

0

∂v

∂r

r2

2
dr

]
= −π

∫ R

s

∂v

∂r
r2dr.

Dalla (5.28) è facile osservare che
∂v

∂r
=

G

2µ
(s− r),

per cui

Q =
πG

2µ

∫ R

s

r2(r − s)dr =
πG

2µ

[
r4

4
− sr3

3

]∣∣∣∣R
s

e quindi

Q =
πG

8µ

[
R4 − s4 − 4

3
sR3 +

4

3
s4

]
.

In conclusione possiamo scrivere

Q =
πGR4

8µ

[
1 +

1

3

( s
R

)4

− 4

3

( s
R

)]
. (5.29)

A questo punto introduciamo la nuova variabile ξ = s/R e d osserviamo che

Q = UπR2 G =
2τo
ξR

,

dove U è la velocità di immissione all’ingresso del canale. Sostituendo nella (5.29) troviamo

U =
τoR

4µξ

[
1 +

1

3
ξ4 − 4

3
ξ

]
. (5.30)

Introduciamo il numero di Bingham

Bn =
τoR

µU
,

che rappresenta il rapporto fra lo sforzo di soglia e lo stress caratteristico viscoso. L’equazione (5.31)
diventa

4ξ = Bn

[
1 +

1

3
ξ4 − 4

3
ξ

]
. (5.31)

e, dopo qualche calcolo, si ottiene

ξ4 − 4ξ

(
1 +

3

Bn

)
+ 3 = 0. (5.32)

La (5.33) prende il nome di equazione di Buckingham. Ponendo

f(ξ) = ξ4 − 4ξ

(
1 +

3

Bn

)
+ 3. (5.33)

si osserva facilmente che

f(0) = 3 f(1) = − 12

Bn
f
′
(ξ) = 4(ξ3 − 1)− 12

Bn
< 0 ξ ∈ [0, 1],

per cui esiste un’unica soluzione ξ∗ = ξ∗(Bn) ∈ (0, 1) per ogni Bn > 0. Questo significa che per
ogni Bn, ossia per ogni valore del flusso Q = UπR2, esiste una unica soluzione dell’equazione di
Buckingham. Quindi, qualunque sia il flusso assegnato trovo sempre una soluzione per la superficie
di separazione liquido/rigido.
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5.6 Fluido di Bingham fra cilindri concentrici

rigido
<latexit sha1_base64="R78JlzG6Q0ivUEuYYZXk1Rfk6ug=">AAACInicbVDLSsNAFJ34tj5adelmsAiuSiKCupO6calgVWhCuZne1sGZSZi58UHIl7i1X+NKXAn+imBSu/B1Vodz7uUcTpwq6cj337yp6ZnZufmFxdrS8spqvbG2fuGSzArsiEQl9ioGh0oa7JAkhVepRdCxwsv45rjyL2/ROpmYc3pIMdIwNHIgBVAp9Rr1kPCerM6tHMp+UvQaTb/lj8H/kmBCmmyC017jI+wnItNoSChwrhv4KUU5WJJCYVELM4cpiBsYYrekBjS6KB8XL/h25oASnqLlUvGxiN8/ctDOPei4vNRA1+63V4n/ed2MBgdRLk2aERpRBZFUOA5ywspyEeR9aZEIqubIpeECLBChlRyEKMWsnKgWGrwTidZg+nnYLrpBlIdVXDzIm0FR1Mq9gt/r/CWd3dZhyz/bax61J8MtsE22xXZYwPbZETthp6zDBMvYI3tiI2/kPXsv3uvX6ZQ3+dlgP+C9fwK9LKTv</latexit><latexit sha1_base64="R78JlzG6Q0ivUEuYYZXk1Rfk6ug=">AAACInicbVDLSsNAFJ34tj5adelmsAiuSiKCupO6calgVWhCuZne1sGZSZi58UHIl7i1X+NKXAn+imBSu/B1Vodz7uUcTpwq6cj337yp6ZnZufmFxdrS8spqvbG2fuGSzArsiEQl9ioGh0oa7JAkhVepRdCxwsv45rjyL2/ROpmYc3pIMdIwNHIgBVAp9Rr1kPCerM6tHMp+UvQaTb/lj8H/kmBCmmyC017jI+wnItNoSChwrhv4KUU5WJJCYVELM4cpiBsYYrekBjS6KB8XL/h25oASnqLlUvGxiN8/ctDOPei4vNRA1+63V4n/ed2MBgdRLk2aERpRBZFUOA5ywspyEeR9aZEIqubIpeECLBChlRyEKMWsnKgWGrwTidZg+nnYLrpBlIdVXDzIm0FR1Mq9gt/r/CWd3dZhyz/bax61J8MtsE22xXZYwPbZETthp6zDBMvYI3tiI2/kPXsv3uvX6ZQ3+dlgP+C9fwK9LKTv</latexit><latexit sha1_base64="R78JlzG6Q0ivUEuYYZXk1Rfk6ug=">AAACInicbVDLSsNAFJ34tj5adelmsAiuSiKCupO6calgVWhCuZne1sGZSZi58UHIl7i1X+NKXAn+imBSu/B1Vodz7uUcTpwq6cj337yp6ZnZufmFxdrS8spqvbG2fuGSzArsiEQl9ioGh0oa7JAkhVepRdCxwsv45rjyL2/ROpmYc3pIMdIwNHIgBVAp9Rr1kPCerM6tHMp+UvQaTb/lj8H/kmBCmmyC017jI+wnItNoSChwrhv4KUU5WJJCYVELM4cpiBsYYrekBjS6KB8XL/h25oASnqLlUvGxiN8/ctDOPei4vNRA1+63V4n/ed2MBgdRLk2aERpRBZFUOA5ywspyEeR9aZEIqubIpeECLBChlRyEKMWsnKgWGrwTidZg+nnYLrpBlIdVXDzIm0FR1Mq9gt/r/CWd3dZhyz/bax61J8MtsE22xXZYwPbZETthp6zDBMvYI3tiI2/kPXsv3uvX6ZQ3+dlgP+C9fwK9LKTv</latexit>

viscoso
<latexit sha1_base64="GsUqEEezcykCBmCF3rkkQpMxIwk="></latexit><latexit sha1_base64="GsUqEEezcykCBmCF3rkkQpMxIwk="></latexit><latexit sha1_base64="GsUqEEezcykCBmCF3rkkQpMxIwk="></latexit>

s(t)
<latexit sha1_base64="dR2ETmFgQIXaD0F1z8OqzDJaVd4=">AAACFXicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9VbqxaOCVaEJ5WX7qou7m7D7okjIX/Bqf40n8erZHyOY1B60Oqdh5j1mmDhV0pHvf3hT0zOzc/MLi7Wl5ZXVtfr6xqVLMiuwIxKV2OsYHCppsEOSFF6nFkHHCq/iu5PKv7pH62RiLugxxUjDjZEDKYAqye3SXq/e8Jv+CPwvCcakwcY469U/w34iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCuIMb7JbUgEYX5aOuBd/JHFDCU7RcKj4S8edHDtq5Rx2Xlxro1k16lfif181ocBTl0qQZoRFVEEmFoyAnrCxHQN6XFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKVWqhwQeRaA2mn4ftohtEeVjFxYO8ERRFrdwrmFznL+nsN4+b/vlBo9UeD7fAttg222UBO2QtdsrOWIcJdsue2DMbekPvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C66FnxI=</latexit><latexit sha1_base64="dR2ETmFgQIXaD0F1z8OqzDJaVd4=">AAACFXicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9VbqxaOCVaEJ5WX7qou7m7D7okjIX/Bqf40n8erZHyOY1B60Oqdh5j1mmDhV0pHvf3hT0zOzc/MLi7Wl5ZXVtfr6xqVLMiuwIxKV2OsYHCppsEOSFF6nFkHHCq/iu5PKv7pH62RiLugxxUjDjZEDKYAqye3SXq/e8Jv+CPwvCcakwcY469U/w34iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCuIMb7JbUgEYX5aOuBd/JHFDCU7RcKj4S8edHDtq5Rx2Xlxro1k16lfif181ocBTl0qQZoRFVEEmFoyAnrCxHQN6XFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKVWqhwQeRaA2mn4ftohtEeVjFxYO8ERRFrdwrmFznL+nsN4+b/vlBo9UeD7fAttg222UBO2QtdsrOWIcJdsue2DMbekPvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C66FnxI=</latexit><latexit sha1_base64="dR2ETmFgQIXaD0F1z8OqzDJaVd4=">AAACFXicbVBNS8NAFNz4bf2qevSyWAS9lEQE9VbqxaOCVaEJ5WX7qou7m7D7okjIX/Bqf40n8erZHyOY1B60Oqdh5j1mmDhV0pHvf3hT0zOzc/MLi7Wl5ZXVtfr6xqVLMiuwIxKV2OsYHCppsEOSFF6nFkHHCq/iu5PKv7pH62RiLugxxUjDjZEDKYAqye3SXq/e8Jv+CPwvCcakwcY469U/w34iMo2GhALnuoGfUpSDJSkUFrUwc5iCuIMb7JbUgEYX5aOuBd/JHFDCU7RcKj4S8edHDtq5Rx2Xlxro1k16lfif181ocBTl0qQZoRFVEEmFoyAnrCxHQN6XFomgao5cGi7AAhFayUGIUszKVWqhwQeRaA2mn4ftohtEeVjFxYO8ERRFrdwrmFznL+nsN4+b/vlBo9UeD7fAttg222UBO2QtdsrOWIcJdsue2DMbekPvxXv13r5Pp7zxzyb7Be/9C66FnxI=</latexit>

R1
<latexit sha1_base64="edJKc68dt5JaZUrGO1tF0FBUgHw=">AAACFHicbVC7TsNAEDzzJrwClDQnIiSqyEZIQIegoeQVEim2ovVlE07cna27NQhZ/gRa+BoqREvPxyBhhxS8phrN7GpGE6dKOvL9d29icmp6ZnZuvrawuLS8Ul9du3JJZgW2RKIS24nBoZIGWyRJYSe1CDpW2I5vjiu/fYvWycRc0n2KkYahkQMpgErp4rwX9OoNv+mPwP+SYEwabIzTXv0j7Cci02hIKHCuG/gpRTlYkkJhUQszhymIGxhit6QGNLooH1Ut+FbmgBKeouVS8ZGI3z9y0M7d67i81EDX7rdXif953YwG+1EuTZoRGlEFkVQ4CnLCynID5H1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQoxawcpRYavBOJ1mD6eXhUdIMoD6u4eJA3gqKolXsFv9f5S1o7zYOmf7bbODwaDzfHNtgm22YB22OH7ISdshYTbMge2CN78p68Z+/Fe/06nfDGP+vsB7y3T/fWnrI=</latexit><latexit sha1_base64="edJKc68dt5JaZUrGO1tF0FBUgHw=">AAACFHicbVC7TsNAEDzzJrwClDQnIiSqyEZIQIegoeQVEim2ovVlE07cna27NQhZ/gRa+BoqREvPxyBhhxS8phrN7GpGE6dKOvL9d29icmp6ZnZuvrawuLS8Ul9du3JJZgW2RKIS24nBoZIGWyRJYSe1CDpW2I5vjiu/fYvWycRc0n2KkYahkQMpgErp4rwX9OoNv+mPwP+SYEwabIzTXv0j7Cci02hIKHCuG/gpRTlYkkJhUQszhymIGxhit6QGNLooH1Ut+FbmgBKeouVS8ZGI3z9y0M7d67i81EDX7rdXif953YwG+1EuTZoRGlEFkVQ4CnLCynID5H1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQoxawcpRYavBOJ1mD6eXhUdIMoD6u4eJA3gqKolXsFv9f5S1o7zYOmf7bbODwaDzfHNtgm22YB22OH7ISdshYTbMge2CN78p68Z+/Fe/06nfDGP+vsB7y3T/fWnrI=</latexit><latexit sha1_base64="edJKc68dt5JaZUrGO1tF0FBUgHw=">AAACFHicbVC7TsNAEDzzJrwClDQnIiSqyEZIQIegoeQVEim2ovVlE07cna27NQhZ/gRa+BoqREvPxyBhhxS8phrN7GpGE6dKOvL9d29icmp6ZnZuvrawuLS8Ul9du3JJZgW2RKIS24nBoZIGWyRJYSe1CDpW2I5vjiu/fYvWycRc0n2KkYahkQMpgErp4rwX9OoNv+mPwP+SYEwabIzTXv0j7Cci02hIKHCuG/gpRTlYkkJhUQszhymIGxhit6QGNLooH1Ut+FbmgBKeouVS8ZGI3z9y0M7d67i81EDX7rdXif953YwG+1EuTZoRGlEFkVQ4CnLCynID5H1pkQiq5sil4QIsEKGVHIQoxawcpRYavBOJ1mD6eXhUdIMoD6u4eJA3gqKolXsFv9f5S1o7zYOmf7bbODwaDzfHNtgm22YB22OH7ISdshYTbMge2CN78p68Z+/Fe/06nfDGP+vsB7y3T/fWnrI=</latexit>

R2
<latexit sha1_base64="Enkh/1ONXS71TfnEHCzeKzgyhNs=">AAACFHicbVC7TsNAEDzzJrwClDQnIiSqyEZIQIegoeQVEim2ovVlE07cna27NQhZ/gRa+BoqREvPxyBhhxS8phrN7GpGE6dKOvL9d29icmp6ZnZuvrawuLS8Ul9du3JJZgW2RKIS24nBoZIGWyRJYSe1CDpW2I5vjiu/fYvWycRc0n2KkYahkQMpgErp4ry306s3/KY/Av9LgjFpsDFOe/WPsJ+ITKMhocC5buCnFOVgSQqFRS3MHKYgbmCI3ZIa0OiifFS14FuZA0p4ipZLxUcifv/IQTt3r+PyUgNdu99eJf7ndTMa7Ee5NGlGaEQVRFLhKMgJK8sNkPelRSKomiOXhguwQIRWchCiFLNylFpo8E4kWoPp5+FR0Q2iPKzi4kHeCIqiVu4V/F7nL2ntNA+a/tlu4/BoPNwc22CbbJsFbI8dshN2ylpMsCF7YI/syXvynr0X7/XrdMIb/6yzH/DePgH5hJ6z</latexit><latexit sha1_base64="Enkh/1ONXS71TfnEHCzeKzgyhNs=">AAACFHicbVC7TsNAEDzzJrwClDQnIiSqyEZIQIegoeQVEim2ovVlE07cna27NQhZ/gRa+BoqREvPxyBhhxS8phrN7GpGE6dKOvL9d29icmp6ZnZuvrawuLS8Ul9du3JJZgW2RKIS24nBoZIGWyRJYSe1CDpW2I5vjiu/fYvWycRc0n2KkYahkQMpgErp4ry306s3/KY/Av9LgjFpsDFOe/WPsJ+ITKMhocC5buCnFOVgSQqFRS3MHKYgbmCI3ZIa0OiifFS14FuZA0p4ipZLxUcifv/IQTt3r+PyUgNdu99eJf7ndTMa7Ee5NGlGaEQVRFLhKMgJK8sNkPelRSKomiOXhguwQIRWchCiFLNylFpo8E4kWoPp5+FR0Q2iPKzi4kHeCIqiVu4V/F7nL2ntNA+a/tlu4/BoPNwc22CbbJsFbI8dshN2ylpMsCF7YI/syXvynr0X7/XrdMIb/6yzH/DePgH5hJ6z</latexit><latexit sha1_base64="Enkh/1ONXS71TfnEHCzeKzgyhNs=">AAACFHicbVC7TsNAEDzzJrwClDQnIiSqyEZIQIegoeQVEim2ovVlE07cna27NQhZ/gRa+BoqREvPxyBhhxS8phrN7GpGE6dKOvL9d29icmp6ZnZuvrawuLS8Ul9du3JJZgW2RKIS24nBoZIGWyRJYSe1CDpW2I5vjiu/fYvWycRc0n2KkYahkQMpgErp4ry306s3/KY/Av9LgjFpsDFOe/WPsJ+ITKMhocC5buCnFOVgSQqFRS3MHKYgbmCI3ZIa0OiifFS14FuZA0p4ipZLxUcifv/IQTt3r+PyUgNdu99eJf7ndTMa7Ee5NGlGaEQVRFLhKMgJK8sNkPelRSKomiOXhguwQIRWchCiFLNylFpo8E4kWoPp5+FR0Q2iPKzi4kHeCIqiVu4V/F7nL2ntNA+a/tlu4/BoPNwc22CbbJsFbI8dshN2ylpMsCF7YI/syXvynr0X7/XrdMIb/6yzH/DePgH5hJ6z</latexit>

!2
<latexit sha1_base64="QZEd2LKEn21OMwKz2cAk6O4tMHo=">AAACGXicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6q3oxaOC1UITysv2tS7ubsLuiyIhf8Kr/TWexKsnf4xgUnvwa07DzHvMMHGqpCPff/dmZufmFxZrS/XlldW19cbG5pVLMiuwIxKV2G4MDpU02CFJCrupRdCxwuv49rTyr+/QOpmYS3pIMdIwMnIoBVApdcNE4wj6+/1G02/5E/C/JJiSJpvivN/4CAeJyDQaEgqc6wV+SlEOlqRQWNTDzGEK4hZG2CupAY0uyid9C76bOaCEp2i5VHwi4vePHLRzDzouLzXQjfvtVeJ/Xi+j4VGUS5NmhEZUQSQVToKcsLIcAvlAWiSCqjlyabgAC0RoJQchSjErl6mHBu9FojWYQR6eFL0gysMqLh7mzaAo6uVewe91/pLOfuu45V8cNNsn0+FqbJvtsD0WsEPWZmfsnHWYYIo9sic29sbes/fivX6dznjTny32A97bJzlNoPg=</latexit><latexit sha1_base64="QZEd2LKEn21OMwKz2cAk6O4tMHo=">AAACGXicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6q3oxaOC1UITysv2tS7ubsLuiyIhf8Kr/TWexKsnf4xgUnvwa07DzHvMMHGqpCPff/dmZufmFxZrS/XlldW19cbG5pVLMiuwIxKV2G4MDpU02CFJCrupRdCxwuv49rTyr+/QOpmYS3pIMdIwMnIoBVApdcNE4wj6+/1G02/5E/C/JJiSJpvivN/4CAeJyDQaEgqc6wV+SlEOlqRQWNTDzGEK4hZG2CupAY0uyid9C76bOaCEp2i5VHwi4vePHLRzDzouLzXQjfvtVeJ/Xi+j4VGUS5NmhEZUQSQVToKcsLIcAvlAWiSCqjlyabgAC0RoJQchSjErl6mHBu9FojWYQR6eFL0gysMqLh7mzaAo6uVewe91/pLOfuu45V8cNNsn0+FqbJvtsD0WsEPWZmfsnHWYYIo9sic29sbes/fivX6dznjTny32A97bJzlNoPg=</latexit><latexit sha1_base64="QZEd2LKEn21OMwKz2cAk6O4tMHo=">AAACGXicbVBNS8NAFNz4WetX1aOXxSJ4KokI6q3oxaOC1UITysv2tS7ubsLuiyIhf8Kr/TWexKsnf4xgUnvwa07DzHvMMHGqpCPff/dmZufmFxZrS/XlldW19cbG5pVLMiuwIxKV2G4MDpU02CFJCrupRdCxwuv49rTyr+/QOpmYS3pIMdIwMnIoBVApdcNE4wj6+/1G02/5E/C/JJiSJpvivN/4CAeJyDQaEgqc6wV+SlEOlqRQWNTDzGEK4hZG2CupAY0uyid9C76bOaCEp2i5VHwi4vePHLRzDzouLzXQjfvtVeJ/Xi+j4VGUS5NmhEZUQSQVToKcsLIcAvlAWiSCqjlyabgAC0RoJQchSjErl6mHBu9FojWYQR6eFL0gysMqLh7mzaAo6uVewe91/pLOfuu45V8cNNsn0+FqbJvtsD0WsEPWZmfsnHWYYIo9sic29sbes/fivX6dznjTny32A97bJzlNoPg=</latexit>

Figura 5.7. Fluido di Bingham fra cilindri concentrici

Consideriamo adesso un fluido di Bingham posto fra due cilindri concentrici di raggi R1 < R2.
Supponiamo che il cilindro interno sia fermo, mentre quello esterno venga fatto ruotare con velocità
angolare ω2 (supposta per semplicità costante ed indipendente dal tempo). Il moto è piano e verrà
descritto mediante coordinate polari.

Osservazione 2 In coordinate polari piane le equazioni di continuità e di moto per un campo di
velocità e pressione

v = v(r, θ, t)er + u(r, θ, t)eθ p = p(r, θ, t),

sono date da 
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(5.34)

Nel caso specifico considerato, data la simmetria del problema, ha senso supporre che il campo di
velocità e quello di pressione abbiano la forma

v = u(r)eθ p = p(r). (5.35)

Introduciamo inoltre la velocità angolare

ω(r) =
u(r)

r
.
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Con un campo di velocità siffatto l’unica componente dello shear è quella diretta lungo eθ e tangente
alle superfici r = cost (tutte le altre componenti sono nulle), ossia

Srθ = r
∂

∂r

(
µ
u

r

)
+ τo = µr

∂ω

∂r
+ τo.

Questa relazione per Srθ si trova utilizzando l’equazione (5.7) riscritta in coordinate cilindriche per
il campo di velocità (??). In questo caso prendiamo il segno positivo per τo poiché ci aspettiamo
che la velocità angolare ω passi da 0 sul cilindro interno a ω2 su quello esterno. Con un campo di
velocità e pressione della forma (??) le equazioni (??) si riducono a
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(5.36)

L’equazione di continuità è anche in questo caso automaticamente soddisfatta. Ipotizziamo, al solito,
che esista una superficie r = s che separa la parte sopra soglia da quella sotto soglia. Lo sforzo sarà
massimo sul cilindro interno che non ruota, per cui ci aspettiamo che la regione fluida sia adiacente
al cilindro interno, mentre quella rigida sia adiacente al cilindro esterno, come mostrato in Fig. ??.
Si trova

Figura 5.8. Fluido di Bingham fra cilindri concentrici

r2

(
µr
∂ω

∂r
+ τo

)
= c,

con c costante positiva da determinare. Dal momento che ωr(s) = 0 troviamo

c = s2τo.

Di conseguenza
∂ω

∂r
=
τo
µ

[
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r3
− 1

r

]
.
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Integrando tra r e s con la condizione ω(s) = ω2 si trova

ω2 − ω(r) =
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che fornisce
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Per determinare la posizione di s imponiamo ω(R1) = 0 cosicché
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che fornisce una equazione per s in forma implicita. Poniamo

ξ =
s

R1
g(ξ) =

1

2
(1− ξ2) + ln ξ

Per determinare s dobbiamo risolvere l’equazione

g(ξ) = −ω2µ

τo
= − Uµ

R2τo
= − 1

Bn
, (5.37)

dove U è la velocità lineare in R2 e Bn è nuovamente il numero di Bingham. La funzione g è definita
in [1, R2/R1] ed inoltre

g(1) = 0 g
′
(ξ) =

1− ξ2

ξ
< 0 per ξ > 1.

Poniamo

− 1

Bn∗
= g

(
R2

R1

)
.

cosicché l’immagine di g risulti [−Bn∗−1

, 0], come mostrato in Fig. ??. Risulta evidente che se

Bn < Bn∗ ⇐⇒ − 1

Bn
< − 1

Bn∗

la soluzione ξ dell’equazione (??) è maggiore del limite R2/R1 per cui non esiste regione rigida (il
valore di soglia per lo stress è superato ovunque). Osservando che

Bn =
τoR2

µU
Bn∗ =

τoR2

µU∗

dire Bn < Bn∗ significa considerare una velocità lineare U > U∗ (o analogamente una velocità
angolare ω > ω∗) che produce uno stress ovunque superiore alla soglia τo. Se viceversa Bn > Bn∗

allora siamo sicuri che la fase solida è presente poiché la soluzione di (??) appartiene all’intervallo
(1, R2/R1). Dal momento che

Bn∗ = − 1

g

(
R2

R1

) ,
possiamo affermare che la fase rigida esiste solamente se
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Bn > − 1

g

(
R2

R1

) ,
che corrisponde a

ω2 <
−τog(R2/R1)

µ
.

In conclusione possiamo affermare che esiste un limite per la velocità angolare ω2 oltre il quale lo
stress è ovunque superiore al valore di soglia e la fase rigida non è presente.





6

Modelli per la dinamica dei ghiacciai

In questo capitolo ci occupiamo della descrizione della dinamica dei ghiacciai. I ghiacciai possono
essere considerati come enormi fiumi che scorrono lentamente. Sebbene sia naturale identificarli come
dei solidi rigidi, in realtà possono esibire deformazioni dovute alle dislocazioni dei cristalli da cui
sono formati. In pratica i ghiacciai possono essere considerati come fluidi in cui la viscosità è molto
grande (6 bar per anno), addirittura tre ordini di grandezza più grande di quella dell’acqua. A causa
dell’enorme viscosità i ghiacciai si muovono molto lentamente. Una velocità tipica per un ghiacciaio
rientra nel range di 10-100 metri per anno. Le profondità sono dell’ordine delle centinaia di metri
e le larghezze dell’ordine dei chilometri, mentre le lunghezze possono essere anche dell’ordine delle
decine di chilometri.

Un’altra caratteristica di cui tener conto nella modellizzazione dei ghiacciai è la temperatura. Il
ghiaccio infatti può raggiungere la temperatura di scioglimento sulla base su cui poggia per varie
ragioni: attrito col terreno, sorgenti geotermali ecc. Le conseguenze della non costanza della tempe-
ratura possono essere importanti, si pensi alla impossibilità dell’imposizione delle no-slip condition
per via dello strato di acqua disciolta che si forma, o alla variazione della viscosità dovuta al gra-
diente termico. Per queste ragioni, un modello per la dinamica di evoluzione di un ghiacciaio deve
tenere conto anche dell’evoluzione del campo termico.

6.1 Il modello non isotermo

Per descrivere la dinamica di un ghiacciaio cominciamo con lo scrivere le equazioni di moto di
un mezzo continuo incomprimibile. Per adesso non facciamo alcuna ipotesi sul tipo di equazione
costitutiva. Decomponiamo, sulla falsariga di quanto visto per i fluidi di Bingham, il tensore degli
sforzi nella sua parte deviatorica e sferica

T = −pI + S.

Le equazioni di bilancio della massa e della quantità di moto diventano:
div v = 0

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
= −∇p+ div S + ρf ,

(6.1)

A queste equazioni dobbiamo aggiungere quella dell’energia che regola l’evoluzione del campo ter-
mico. Con riferimento alla notazione utilizzata per la meccanica dei continui definiamo l’energia
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interna di una porzione materiale di dominio Ωt

E(Ωt) =

∫
Ωt

ρe(x, t)dx

dove e(x, t) è l’energia interna specifica (energia per unità di massa). Supponiamo che il calore possa
essere generato o assorbito internamente a Ωt mediante una sorgente la cui densità sia data da r(x, t).
Supponiamo inoltre che il calore possa essere scambiato attraverso il bordo ∂Ωt e chiamiamo q(x, t)
il flusso di calore in un punto x del bordo al tempo t. In pratica q(x, t) rappresenta l’energia per
unità di superficie e per unità di tempo che fluisce attraverso una porzione infinitesima di superficie
dσ. Il primo principio della termodinamica afferma che

dE

dt
=

∫
Ωt

r(x, t)dx−
∫
∂Ωt

q(x, t) · ndσ +

∫
Ωt

S : Ddx

dove

D =
1

2

(
∇v +∇vT

)
è la parte simmetrica del tensore velocità di deformazione ed S è la parte del tensore a traccia nulla.
Il prodotto tensoriale si calcola come

S : D =

3∑
i,j=1

SijDij .

e rappresenta l’energia dissipata. Supponiamo che non esistano sorgenti di calore all’interno del
dominio, ossia r = 0 e assumiamo che il flusso sia dato dalla legge di Fourier

q(x, t) = −k∇T (x, t)

dove k (supposta per semplicità costante) è la conducibilità termica e T (x, t) rappresenta il campo
termico. La densità di energia interna può essere scritta come

e(x, t) = cT (x, t),

dove c è la capacità termica (supposta anch’essa costante). Si ha

d

dt

[∫
Ωt

ρcTdx

]
=

∫
∂Ωt

k∇T · ndσ +

∫
Ωt

S : Ddx

Ricordando il teorema del trasporto di Reynolds troviamo che

ρc

∫
Ωt

[
∂T

∂t
+ div

(
Tv
)]
dx =

∫
Ωt

[
div
(
k∇T

)
+ S : D

]
dx.

Per cui, ricordando che div v = 0 e che la scelta del dominio Ωt è arbitraria, otteniamo

ρc

[
∂T

∂t
+ div

(
Tv
)]

= k∆T + S : D. (6.2)

Osservazione 3 Notiamo che in assenza di moto, ossia per v = 0 e D = 0, la (6.2) si riduce
all’equazione del calore (1.2).



6.2 Il caso bidimensionale 99

Il sistema di equazioni da risolvere diventa dunque

div v = 0

ρ

(
∂v

∂t
+ (∇v)v

)
= −∇p+ div S + ρf ,

ρc

[
∂T

∂t
+ div

(
Tv
)]

= k∆T + S : D.

(6.3)

Sperimentalmente si è osservato che nel ghiaccio l’equazione costitutiva è la cosiddetta equazione di
Glenn

D = A(T )τn−1S (6.4)

dove n è un parametro e

τ =

√
1

2
S : S.

Il coefficiente A(T ) è un termine che piò variare anche di tre ordine di grandezza nei range di
temperatura tipici dei ghiacciai. Le sue dimensioni, nel caso n = 1 sono quelle dell’inverso di una
viscosità.

y = b(x)
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Figura 6.1. Schema di un ghiacciaio in movimento lungo una superficie inclinata.

6.2 Il caso bidimensionale

Consideriamo una situazione come quella rappresentata in Fig. 6.1. La superficie y = h(x, t) rap-
presenta la superficie superiore del ghiacciaio, mentre y = b(x) quella su cui il ghiacciaio poggia.
Supponiamo che il campo di velocità abbia la forma

v(x, y, t) = u(x, y, t)e1 + v(x, y, t)e2

Le componenti delle forze di massa (gravità) nel sistema di riferimento indicato in figura sono
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ρf = (ρg sinα)e1 − (ρg cosα)e2

Il sistema (6.3) diventa

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −∂p

∂x
+
∂S11

∂x
+
∂S12

∂y
+ ρg sinα

ρ

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
+
∂S12

∂x
+
∂S22

∂y
− ρg cosα

ρc

[
∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

]
= k∆T + S11

∂u

∂x
+ S12

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
+ S22

∂v

∂y

(6.5)

A questo problema vanno aggiunte le condizioni al bordo sulla frontiera libera y = h e sulla base
y = b. Su quest’ultima in particolare supponiamo di conoscere la velocità longitudinale ub(x, t)

u(x, b, t) = ub(x, t). (6.6)

Inoltre imponiamo la condizione di non penetrabilità

v(x, b, t) · n = 0, (6.7)

dove

n =
(−bx, 1)√

1 + b2x

è la normale alla superficie y = b(x). La condizione (6.7) diventa

vb(x, t) = v(x, b, t) = ub(x, t)
∂b

∂x
. (6.8)

Se imponiamo che su y = h(x, t) non ci sia stress tangenziale (l’aria esercita uno “shear” trascurabile)
e che l’unica forza che agisce sia la pressione atmosferica pa (stress normale, che per semplicità
riscaliamo a zero) scriviamo

Tn = 0 n =
(−hx, 1)√

1 + h2
x

. (6.9)

dove n questa volta rappresenta la normale esterna alla superficie y = h. Dalla relazione (6.9) si ha−p+ S11 S12

S12 −p+ S22

−hx
1

 =

 0

0


che porta a hx(p− S11) + S12 = 0

hxS12 + (p− S22) = 0
(6.10)



6.3 Le condizioni al contorno per il campo termico 101

Osserviamo inoltre che la superficie y = h(x, t) è una superficie materiale, per cui i punti appartenenti
ad essa si muovono con la stessa velocità delle particelle che la compongono. Indicando con (x(t), y(t))
una particella che appartiene alla superficie y = h si ha

y(t) = h(x(t), t).

Derivando e ricordando che ẋ = u, ẏ = v si trova

∂h

∂t
+ u(x, h, t)

∂h

∂x
= v(x, h, t) (6.11)

Se ipotizziamo che sulla superficie y = h si possa accumulare (nevica) o rimuovere (ablazione dovuta
al vento) del materiale allora modifichiamo la (6.11) in

∂h

∂t
+ u(x, h, t)

∂h

∂x
− a = v(x, h, t) (6.12)

dove la costante a > 0 rappresenta il caso con accumulo, mentre a < 0 rappresenta il caso con
ablazione. Il flusso ad una sezione fissata x può essere scritto come

Q =

∫ h

b

u(x, y, t)dy.

Definiamo lo spessore dello strato del ghiacciaio Z = h− b. E’ facile osservare che

∂Z

∂t
=
∂h

∂t
,

∂Q

∂x
= u

∣∣∣
h

∂h

∂x
− u
∣∣∣
b

∂b

∂x
+

∫ h

b

ux(x, y, t)dy.

Ricordando che ux = −vy si trova facilmente che

∂Q

∂x
= u

∣∣∣
h

∂h

∂x
− u
∣∣∣
b

∂b

∂x
− v
∣∣∣
h

+ v
∣∣∣
b
.

Di conseguenza, dalle (6.8), (6.12) si trova che

∂Z

∂t
+
∂Q

∂x
= a. (6.13)

La (6.13) è un altro modo per scrivere il bilancio di massa.

6.3 Le condizioni al contorno per il campo termico

Per scrivere le condizioni al contorno per la temperatura consideriamo la base su cui poggia il
ghiacciaio y = b(x). Il flusso di calore è dato da

q = −k∇Tdσ.

Se supponiamo che del calore fluisca dalla terra verso il ghiacciaio (flusso geotermico) scriveremo

q · n = −k∇T · n = −k∂T
∂n

= G > 0, (6.14)
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dove supponiamo che G sia costante per semplicità. Se la terra fosse più fredda del ghiaccio allora
il calore fluirebbe dal ghiacciaio verso la terra e G < 0. Quando la temperatura alla base è minore
di quella di scioglimento del ghiaccio Tm è ragionevole supporre che la velocità del ghiacciaio alla
base sia nulla, ossia u = 0 per y = b. Quando invece T > Tm ha senso supporre che ci sia uno strato
liquido in cui il ghiaccio si è sciolto e sia presente una velocità di scivolamento ub non nulla. In questo
caso al bilancio energetico (6.14) dobbiamo aggiungere un termine che rappresenta la produzione di
calore dovuto all’attrito. Scriveremo pertanto

q · n = −k∇T · n = −k∂T
∂n

= G+ τbub. (6.15)

dove τb è la norma dello stress calcolata sulla base y = b(x) Unendo (6.14) con (6.15) possiamo
scrivere che su y = b

−k∂T
∂n

= G+H(T − Tm)τbub, (6.16)

dove H è la funzione di Heaviside

H(θ) =

1 θ > 0

0 θ < 0
(6.17)

Ovviamente la (6.16) ha senso fino a che lo spessore in cui T > Tm è sufficientemente piccolo
(boundary layer). L’altra condizione da imporre è quella sulla superficie y = h dove assumiamo

T = Tamb < Tm, (6.18)

dove Tamb è la temperatura ambiente supposta inferiore al punto di scioglimento. Quando conside-
riamo anche l’evoluzione della temperatura dobbiamo dunque considerare la velocità di scivolamento
sulla base come dipendente dalla temperatura alla base, ossia dobbiamo rimpiazzare ub(x, t) con

H(T − Tm)ub(x, t)

6.4 Dinamica di scivolamento

Adesso supponiamo che l’altezza caratteristica H del ghiacciaio sia molto piccola rispetto alla sua
lunghezza caratteristica L, ipotesi plausibile se si pensa che tipicamente H = 100 mt e L = 10Km.
In questo caso possiamo introdurre il parametro

ε =
H

L
= O(10−2).

Riscaliamo il sistema con le seguenti variabili adimensionali:

x = Lx̃ y = Hỹ u = Uũ v = εUṽ h = Hh̃ b = Hb̃

t =

(
L

U

)
t̃ p = Pcp̃ τ = Scτ̃ S12 = ScS̃12

S11 =
(
εSc

)
S̃11 S22 =

(
εSc

)
S̃22 T = TmT̃ A = AcÃ(T̃ ),

dove Sc è lo stress tangenziale caratteristico, Pc è la pressione caratteristica, Tm è la temperatura di
scioglimento e U è la velocità caratteristica del ghiacciaio. Dato che la forza che trascina il ghiacciaio
è la gravità ha senso selezionare
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Sc = ρgH sinα (6.19)

e dato che lo stress normale è dato dalla pressione è altrettanto ragionevole supporre che

Pc = εSc = ερgH sinα. (6.20)

L’equazione costitutiva (6.4) diventa

(
U

2HAcSnc

) 2εũx ũy + ε2ṽx

ũy + ε2ṽx 2εṽy

 = Ã(T̃ )τ̃n−1

 εS̃11 S̃12

S̃12 εS̃22


con

τ2 =
ε2

2
(S̃2

11 + S̃2
22) + S̃2

12

Ricordando che S̃11 = −S̃22 (la traccia di S̃ deve essere nulla) e ponendo(
U

2HAcSnc

)
= 1,

si ottiene che 
2ũx = −2ṽy = Ã(T̃ )

(
ε2S̃2

11 + S̃2
12

)n−1
2

S̃11

ũy + ε2ṽx = Ã(T̃ )
(
ε2S̃2

11 + S̃2
12

)n−1
2

S̃12

(6.21)

L’equazione di bilancio di massa adimensionale è data da

∂ũ

∂x̃
+
∂ṽ

∂ỹ
= 0.

Le equazioni di moto sono invece date da

(
ρU2

L

)
dũ

dt̃
= −

(
Pc
L

)
∂p̃

∂x̃
+

(
εSc
L

)
∂S̃11

∂x̃
+

(
Sc
H

)
∂S̃12

∂ỹ
+
Sc
H
,

(
ρU2ε

L

)
dṽ

dt̃
= −

(
Pc
H

)
∂p̃

∂ỹ
+

(
Sc
L

)
∂S̃12

∂x̃
+

(
εSc
H

)
∂S̃22

∂ỹ
− Pc
εH

cotα,

(6.22)

dove d/dt̃ rappresenta la derivata materiale. Ricordando la (6.20), ossia Pc = εSc, il sistema (6.22)
può essere riscritto come

ε

(
ρU2

Sc

)
dũ

dt̃
= −ε2 ∂p̃

∂x̃
+ ε2 ∂S̃11

∂x̃
+
∂S̃12

∂ỹ
+ 1,

ε

(
ρU2

Sc

)
dṽ

dt̃
= −∂p̃

∂ỹ
+
∂S̃12

∂x̃
+
∂S̃22

∂ỹ
− cotα

ε
,

(6.23)

Il numero

Θ =:
ρU2

Sc
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rappresenta il rapporto fra le forze inerziali e quelle di shear dovute al fluire del ghiacciaio. Se
supponiamo che queste forze siano bilanciate allora ha senso considerare Θ = O(1). Le condizioni
(6.10) diventano 

ε2h̃x

(
p̃− S̃11

)
+ S̃12 = 0

h̃xS̃12 +
(
p̃− S̃22

)
= 0

(6.24)

che valgono ovviamente su ỹ = h̃. Introduciamo la pressione modificata

−π̃ = −p̃+ (h̃− ỹ)
cotα

ε
(6.25)

che implica

−ε2 ∂p̃

∂x̃
= −γ ∂h̃

∂x̃
− ε2 ∂π̃

∂x̃
γ = ε cotα. (6.26)

−∂p̃
∂ỹ
− cotα

ε
= −∂π̃

∂ỹ
(6.27)

Ovviamente p̃ e π̃ sono uguali su ỹ = h̃. Supponiamo che cotα = O(1), ossia che l’angolo α
sia abbastanza piccolo. Tipicamente cotα = 10 mentre ε = 10−2 per cui γ = 10−1 e dunque
non trascurabile. Trascurando i termini O(ε), ossia focalizzandoci sull’ordine zero della espansione
asintotica, troviamo (trascuriamo i tilde per semplicità)

ux + uy = 0

0 =
∂S12

∂y
+ 1− γ ∂h

∂x

0 = −∂π
∂y

+
∂S12

∂x
− ∂S11

∂y

(6.28)

Le condizioni su y = h invece diventano
S12

∣∣∣
h

= 0

(π − S22)
∣∣∣
h

= 0

(6.29)

Le relazioni costitutive (6.21) invece diventano2ux = −2vy = A(T )|S12|n−1S11

uy = A(T )|S12|n−1S12

(6.30)

Integrando la (6.28)2 fra y e h troviamo∫ h

y

∂S12

∂y
dy = −S12 = −

(
1− γ ∂h

∂x

)
(h− y)

per cui
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S12 =

(
1− γ ∂h

∂x

)
(h− y).

Dalla (6.30)2 troviamo che

uy = A(T )

∣∣∣∣1− γ ∂h∂x
∣∣∣∣n−1(

1− γ ∂h
∂x

)
(h− y)n

Integrando tra b e y troviamo

u = H(T − 1)ub +

∣∣∣∣1− γ ∂h∂x
∣∣∣∣n−1(

1− γ ∂h
∂x

)∫ y

b

A(T )(h− η)ndη (6.31)

La versione riscalata di (6.13) è

∂Z

∂t
+
∂Q

∂x
= θ θ =

aL

UH
(6.32)

dove θ rappresenta il coefficiente di accumulo/rimmozione adimensionale. Dalla (6.31) è facile vedere
che

Q = H(T − 1)ubZ +

∣∣∣∣1− γ ∂h∂x
∣∣∣∣n−1(

1− γ ∂h
∂x

)∫ h

b

dy

∫ y

b

A(T )(h− η)ndη (6.33)

Quindi l’equazione da risolvere è la (6.32) accoppiata al problema per il campo termico.

Osservazione 4 Supponiamo che la temperatura sia fissata e maggiore della temperatura di scio-
glimento. In questo caso A = 1 e H(T − 1) = 1. Inoltre, l’integrale che appare in Q può essere
risolto. infatti si vede facilmente che

Q = ubZ −
∣∣∣∣1− γ ∂h∂x

∣∣∣∣n−1(
1− γ ∂h

∂x

)∫ h

b

[
(h− y)n+1 − Zn+1

(n+ 1)

]
dy,

che dopo alcuni calcoli diventa

Q = ubZ −
∣∣∣∣1− γ ∂h∂x

∣∣∣∣n−1(
1− γ ∂h

∂x

)
Zn+2

n+ 2
.

Osservando che Zx = hx − bx si vede che l’equazione da risolvere è data da

∂Z

∂t
+

∂

∂x

[
ubZ − |1− γZx − γbx|n−1

(1− γZx − γbx)
Zn+2

n+ 2

]
= θ (6.34)

Notiamo che l’equazione (6.34) è una equazione di diffusione parabolica degenere. Infatti alle estre-
mità del ghiacciaio Z = 0, cosicché il flusso ai margini risulta nullo. L’equazione 6.34 è ovvia-
mente indipendente dal campo termico ed il problema per il profilo del ghiacciaio può essere risolto
autonomamente.

6.5 Modello per la calotta glaciale

Consideriamo il caso in cui il piano non sia inclinato, ossia il caso in cui l’angolo α sia nullo, vedi Fig.
6.2. In questo caso non possiamo utilizzare la riscalatura per lo stress (6.19), poiché significherebbe
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y = b(x)
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Figura 6.2. Sketch of the system

scegliere Sc = 0. Dal momento che in questo caso le equazioni per il bilancio del momento sono date
da 
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(6.35)

ha senso riscalare lo stress e la pressione nel seguente modo:

Sc = ρgHε Pc = εSc. (6.36)

Procedendo come nel caso del piano inclinato si trova facilmente che
ε

(
ρU2

Sc

)
dũ

dt̃
= −ε2 ∂p̃

∂x̃
+ ε2 ∂S̃11

∂x̃
+
∂S̃12

∂ỹ
,

ε3

(
ρU2
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)
dṽ

dt̃
= −∂p̃

∂ỹ
+
∂S̃12

∂x̃
+
∂S̃22

∂ỹ
− 1

ε2
,

(6.37)

Manteniamo l’ipotesi Θ = O(1) e introduciamo la pressione modificata

−π̃ = −p̃+ (h− y)
1

ε2
(6.38)

che implica

−ε2 ∂p̃

∂x̃
= −∂h̃

∂x̃
− ε2 ∂π̃

∂ỹ
, (6.39)

−∂p̃
∂ỹ
− 1

ε2
= −∂π̃

∂ỹ
(6.40)

Ovviamente p̃ e π̃ sono uguali su ỹ = h̃. Trascurando i termini O(ε) si trova (omettiamo nuovamente
i tilde)
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ux + uy = 0

0 =
∂S12

∂y
− ∂h

∂x

0 = −∂π
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+
∂S12

∂x
− ∂S11

∂y

(6.41)

Le condizioni (6.29) e le relazioni costitutive (6.30) rimangono ovviamente le stesse anche se adesso
U è diverso poiché Sc è diverso. In particolare U = 2HAcS

n
c con Sc = ρgHε. La integrazione della

(6.41)2 porta a

−
∫ h

y
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∂y
dy = S12 = −∂h

∂x
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Di conseguenza
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Integrando si trova che
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∫ y
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Il flusso diventa
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∫ h
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Nel caso A = 1 e ub = 0, procedendo come nella sezione precedente si trova che

Q = −
∣∣∣∣∂h∂x

∣∣∣∣n−1
∂h

∂x

Zn+2

n+ 2

L’equazione di evoluzione per lo spessore diventa allora

∂Z

∂t
+

∂

∂x

[
− |Zx + bx|n−1

(Zx + bx)
Zn+2

n+ 2

]
= θ (6.42)

Notiamo che l’equazione (6.42) è nuovamente una equazione di diffusione parabolica degenere.

6.6 Il caso non isotermo per la calotta di ghiaccio con A(T ) = 1 e b = 0

Consideriamo l’equazione per il campo termico dimensionale (6.5)4

ρc

[
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= k∆T + S11
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(
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∂v
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)
+ S22

∂v
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Imponiamo che la temperatura ambiente sia inferiore a quella dello scioglimento del ghiaccio Tm

T (x, h, t) = Tamb(x, t) < Tm (6.43)

Riscaliamo la temperatura con Tm e, facendo riferimento alla riscalatura per Sc data dalla (6.36),
possiamo riscrivere l’equazione per T nel seguente modo



108 6 Modelli per la dinamica dei ghiacciai

(
ρcTmU

L

)
dT̃

dt̃
=

(
Tmk

H2

)[
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]
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(
ScU

H

)[
ε2ũxS̃11 + S̃12(ũy + ε2ṽx) + ε2ṽyS̃22

]
dove, al solito, i tilda rappresentano le varibili adimensionali. É facile osservare che, all’ordine zero,
il problema si riduce a (omettimo i tilda per semplicità)

dT

dt
=

(
kL

ρcUH2

)
Tyy︸ ︷︷ ︸

=β

+

(
ScL

TmρcH

)
︸ ︷︷ ︸

=α

S12uy

Osserviamo che β = Pe−1 dove Pe è il numero di Péclet. Ricordiamo che, nel caso della calotta di
ghiaccio con coefficiente A = 1, si ha

uy = |S12|n−1S12 S12 = hx(y − h)

cosicché l’equazione per il campo termico diventa

dT

dt
= βTyy + α|hx|n−1h2

x(h− y)n+1

La riscalatura della (6.16) porta a

−∇T · n =

(
GH

kTm

)
︸ ︷︷ ︸

=γ

+H(T − 1)|τ |ub
(
ScUH

kTm

)
︸ ︷︷ ︸

=δ

mentre la condizione su y = h è T = Ta dove Ta = Tamb/Tm < 1. Se consideriamo il caso stazionario
e supponiamo che la base sia piatta b = 0, troviamo che il problema da risolvere è il seguente

βTyy = −α|hx|n−1h2
x(h− y)n+1 y ∈ [0, h]

−Ty = γ +H(T − 1)|hx|hub y = 0

T = Ta y = h

(6.44)

Integrando la (6.44) due volte si trova

βT = −α|hx|n−1h2
x

(h− y)n+3

(n+ 2)(n+ 3)
+ cy + d

dove c = c(x, t) e d = d(x, t) sono incognite. Si trova facilmente che βTa = ch+ d per cui

βT = −α|hx|n−1h2
x

(h− y)n+3

(n+ 2)(n+ 3)
+ c(y − h) + βTa. (6.45)

βTy = α|hx|n−1h2
x

(h− y)n+2

(n+ 2)
+ c.

Imponendo la (6.44)2 si trova allora
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β
[
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]
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x
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(n+ 2)
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per cui

c = β
[
− γ −H(T − 1)|hx|hub

]
= α|hx|n−1h2

x
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(n+ 2)
− α|hx|n−1h2

x
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Sostituendo c nella (6.45) si trova l’espressione del campo termico nel ghiacciaio. Questa situazione
è una delle poche in cui è possibile determinare una espressione esplicita del campo termico. Nella
maggior parte dei casi il problema deve essere risolto per via numerica.





7

Tremori vulcanici

Nelle settimane precedenti ad una eruzione i vulcani possono produrre dei tremori (vibrazioni) con
una frequenza che solitamente varia tra gli 0.5 e i 2 Hertz. ll tremore vulcanico consiste in un segnale
emesso dai fluidi che circolano all’interno del sistema di alimentazione. In alcuni vulcani, a causa
della loro persistente attività, tali tremori sono prodotti in maniera continuativa. In questi casi,
la variazione della frequenza di vibrazione può rappresentare un utile indicatore di cambiamenti
imminenti dell’attività vulcanica come le cosiddette fontane di lava. A volte questi episodi possono
avvenire anche con cadenza regolare, su scale temporali dell’ordine di ore o giorni. Il tracciato sismico
consente il monitoraggio dell’evoluzione di questi fenomeni. L’innesco di una fontana di lava mette
infatti in gioco una rilevante quantità di fluidi magmatici, in grado di causare un temporaneo e
vistoso incremento dell’ampiezza del tremore.

La causa esatta dell’insorgenza di questi tremori è attualmente oggetto di dibattito nella comu-
nità scientifica. Una ipotesi plausibile è che essi siano generati dall’oscillazione di bolle di vapore
confinate nelle cavità dei bacini idrotermali che circondano il vulcano stesso. Le rocce presenti nel
sistema vulcanico infatti presentano tipicamente delle fratture la cui larghezza è dell’ordine dei mil-
limetri e la cui lunghezza varia da qualche centimetro a qualche metro. Le bolle che si formano in
queste fratture oscillano a causa dei forti gradienti termici presenti producendo i segnali che sono
poi registrati dalle stazioni di rilevamento.

Al fine di modellizzare i tremori vulcanici possiamo cercare di riprodurre il fenomeno in labo-
ratorio utilizzando un sistema sperimentale che riproduca la dinamica delle bolle e sviluppando un
modello matematico che ne descriva quantitativamente l’evoluzione. A questo scopo consideriamo un
apparato costituito da un tubo capillare riempito d’acqua pura riscaldato dal basso. Quando l’acqua
raggiunge la temperatura di ebollizione osserviamo la formazione di una bolla di vapore che comincia
a crescere fino a raggiungere una configurazione stabile attorno alla quale si cominciano ad osserva-
re piccole oscillazioni. Noi modellizzeremo esattamente queste oscillazioni e calcoleremo mediante il
modello le frequenze di oscillazione. Il modello sviluppato per il tubo capillare è di importanza fon-
damentale dal momento che risulta impossibile effettuare esperimenti controllati sul campo. Anche
se esso è formulato e validato su un’apparecchiatura sperimentale, fornisce informazioni che possono
essere utilizzate per la predizione dei fenomeni su scala reale.

7.1 Il modello matematico

Consideriamo il sistema schematizzato in Fig. 7.1 che riproduce con un tubo capillare quello che
succede in una frattura della roccia dell’area vulcanica. Focalizziamoci sullo stadio “oscillatorio”,
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Figura 7.1. Schema dell’apparato sperimentale

cosicché il tempo t = 0 sia quello in cui si è formata la bolla. Indichiamo con L l’altezza della
colonna d’acqua e con y la coordinata verticale del sistema che punta verso l’alto. La posizione
y = 0 rappresenta la base del tubo capillare al tempo e y = h(t) rappresenta l’altezza della bolla al
tempo t. Assumiamo che nella fase gassosa y ∈ [0, h] le variabili termodinamiche (pressione, densità
e temperatura) non dipendano da y e trattiamo la colonna d’acqua [h, h+L] come un corpo rigido
che si muove con velocità uniforme.

Il modello che sviluppiamo simula l’oscillazione della colonna d’acqua per via dell’espansione e
contrazione della bolla. Infatti la bolla di vapore scaldandosi aumenta il suo volume ed esercita una
pressione sulla colonna d’acqua spostandola verso l’alto. Quando questa pressione bilancia la forza
esercitata dalla colonna d’acqua più la pressione atmosferica, la bolla smette di espandersi e comincia
a contrarsi riducendo il suo volume e innalzando la sua pressione. Quando la pressione della bolla
diventa nuovamente più grande di quella esercitata dalla colonna, la bolla riprende nuovamente ad
espandersi. Il sistema dunque è regolato da un fenomeno oscillatorio ed è proprio questo fenomeno
che andiamo a modellizzare.

Il problema matematico viene formulato scrivendo il bilancio di energia per le fasi liquida e
gassosa e scrivendo il problema del moto della colonna d’acqua. Osserviamo che sulla frontiera
libera y = h(t) si ha una transizione di fase e dunque in generale questa non è una superficie
materiale. Nella colonna di liquido l’equazione della energia si riduce all’equazione del calore con
convezione

ρlcl

(
∂θl
∂t

+ ḣ(t)
∂θl
∂y

)
= kl

∂2θl
∂y2

, (7.1)

dove θl(y, t) è la temperatura dell’acqua, ḣ(t) è la velocità dell’interfaccia vapore-liquido e ρl, cl, kl
sono la densità, il calore specifico e la conducibilità termica dell’acqua. Le condizioni al contorno e
iniziale sono

θl(h+ L, t) = θa, θl(h, t) = θ(t), θl(y, 0) = θin(y), (7.2)

dove θa è la temperatura ambiente, θ(t) è la temperatura nella bolla di vapore, θin(y) è la tem-
peratura iniziale nella colonna d’acqua. Nella sezione 7.4 illustreremo un metodo per determinare
il profilo iniziale θin(y). Notiamo che la condizione θl(h, t) = θ(t) fornisce l’accoppiamento fra la
temperature dell’acqua e la temperatura della bolla. Introduciamo la trasformazione
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ξ = y − h(t)

e la funzione
Θ(ξ, t) = θl(ξ + h (t) , t).

L’equazione (7.1) e le condizioni (7.2) diventano

∂Θ

∂t
= D

∂2Θ

∂ξ2
, 0 ≤ ξ ≤ L, (7.3)

Θ(L, t) = θa, Θ(0, t) = θ(t), Θ(ξ, 0) = θin(ξ + ho), (7.4)

dove

D =
kl
ρlcl

, (7.5)

è la diffusività dell’acqua (si veda la Tavola 7.1 per i valori di D) e dove ho è l’altezza di equilibrio
della bolla di vapore. Modellizziamo il vapore come un gas ideale in cui la temperatura e la pressione
sono legate dall’equazione di Clayperon [12]. Scriviamo

p = po exp

[
−λ
r

(
1

θ
− 1

θo

)]
,

p = rρθ,

(7.6)

dove p è la pressione del vapore, ρ è la densità, λ è il calore latente di vaporizzazione, r è la costante
specifica dei gas e θo è la temperatura di ebollizione alla pressione di riferimento po. Dalla (7.6) si
vede facilmente che

ρ (θ) =
po
rθ

exp

[
−λ
r

(
1

θ
− 1

θo

)]
, (7.7)

7.2 Il bilancio di energia

Dal primo principio della termodinamica abbiamo che la variazione di energia interna della bolla di
vapore è data da

dU = δQ− p dV, (7.8)

dove δQ è l’incremento infinitesimo di calore fornito al sistema e pdV è il lavoro infinitesimo fatto
dal sistema. La quantità V rappresenta il volume della bolla. Più precisamente, V (t) = Ah (t),
dove A è l’area della sezione del tubo capillare. Supponendo che le pareti laterali siano adiabatiche
(non scambiano calore con l’esterno poiché intorno alla bolla viene messo un isolante termico) e
supponendo che non ci siano sorgenti/pozzi interni di calore si ha

δQ =
(
Q̇b − Q̇h

)
dt,

dove Q̇b > 0 è la velocità con cui il calore viene fornito dal becco Bunsen sulla parte inferiore del
tubo capillare (supposto costante) e dove Q̇h è la velocità con cui viene ceduto/assorbito calore
attraverso l’interfaccia y = h(t). Le dimensioni di Q̇b e Q̇h sono di un’energia per unità di tempo

[Q̇b] = [Q̇h] =
Joule

sec
= Watt
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Per ottenere il flusso di calore (ossia energia per unità di tempo e per unità di superficie) si deve
dividere Q̇b e Q̇h per l’area della sezione del tubo capillare, ossia

Q̇b
A

= flusso di calore alla base y = 0
Q̇h
A

= flusso di calore su y = h.

Nella sezione 7.4 viene riportata una procedura per ottenere una stima di Q̇b. L’energia interna della
bolla è data da

U = ρV cvθ

dove cv è il calore specifico a volume costante e dove ρV è la massa di vapore nella bolla. La variazione
infinitesima di energia interna dU nella bolla è data dunque da dU = d(ρV cvθ). La costante specifica
dei gas r è data da

r = cp − cv
dove cp è il calore specifico a pressione costante. L’equazione (7.8) può essere riscritta come

d [ρV (cp − r)θ] =
(
Q̇b − Q̇h

)
dt− pdV. (7.9)

Dalle (7.6) si ha che
dp

dθ
=

λp

rθ2
=
λρ

θ

per cui

pdV = d(pV )− dpV = d(rρθV )− λρV

θ
dθ,

Di conseguenza, dalla (7.9)

ρV

(
cp −

λ

θ

)
dθ + cpθd (ρV ) =

(
Q̇b − Q̇h

)
dt, (7.10)

Per chiudere il problema abbiamo bisogno di una espressione per Q̇h, dal momento che Q̇b può
essere stimata (si veda la sezione 7.4). Ricordiamo che h(t) è una superficie di evaporazione per cui
il flusso di calore deve avere un “salto” proporzionale al calore latente dovuto alla transizione di
fase. Applicando la condizione di Stefan1 (si veda il capitolo 1 o [9])

λ d (ρV )︸ ︷︷ ︸
Variazione
di massa

= (Q̇h − Q̇l)dt︸ ︷︷ ︸
Salto di

energia su y=h

,

dove Q̇l è la velocità con cui viene ceduto/assorbito calore nella fase liquida. Sfruttando la legge di
Fourier possiamo scrivere

Q̇l = −klA
∂θl
∂y

∣∣∣∣
y=h(t)

,

dove θl è ottenuto risolvendo (7.3), (7.4). In conclusione l’equazione (7.10) può essere riscritta nel
seguente modo

ρV

(
cp −

λ

θ

)
dθ

dt
+ (cpθ + λ)

d(ρV )

dt
= Q̇b + klA

∂θl
∂y

∣∣∣∣
y=h(t)

1 In questo caso λ rappresenta il calore latente di evaporazione.
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o analogamente

ρAhλ

θ

(
cpθ

λ
− 1

)
dθ

dt
+ λ

(
cpθ

λ
+ 1

)
d(ρAh)

dt
= Q̇b + klA

∂Θ

∂ξ
(0, t). (7.11)

Adesso imponiamo la conservazione della quantità di moto (seconda legge di Newton) alla colonna
d’acqua. Ricordiamo che quest’ultima viene trattata come un corpo rigido in cui tutti i punti hanno
la medesima velocità. La velocità e l’accelerazione della colonna d’acqua sono date pertanto da ḣ(t)
e ḧ(t). Il bilancio della quantità di moto è dunque dato da

mlḧ(t) = F

dove ml = ρlAL è la massa di acqua e F è la risultante delle forze agenti sulla colonna che può
essere scritta come

F = −mlg︸ ︷︷ ︸
forza di
gravità

−paA︸ ︷︷ ︸
forza esercitata
dalla pressione

atmosferica

+pA︸︷︷︸
forza esercitata
dalla pressione

della bolla

−βḣ︸︷︷︸
forza esercitata

dall’attrito
viscoso dell’acqua.

Abbiamo quindi
mlḧ = −mlg − paA+ pA− βḣ (7.12)

dove pa è la pressione atmosferica che agisce sulla superficie libera dell’acqua e dove l’ultimo termine
rappresenta lo smorzamento dovuto all’attrito viscoso. Il membro di destra della (7.12) è dunque la
forza netta che agisce sulla colonna. Scegliendo come pressione di riferimento2

po =
mlg

A
+ pa, (7.13)

possiamo riscrivere la (7.12) come

mlḧ = (pA− poA)− βḣ.

Ricordando la (7.6) si ottiene

mlḧ = poA

{
exp

[
−λ
r

(
1

θ
− 1

θo

)]
− 1

}
− βḣ. (7.14)

Osserviamo che le dimensioni di β sonno di una massa diviso un tempo.

7.3 Il problema adimensionale

Riscaliamo il problema con le seguenti variabili adimensionali

ξ = Lξ̃, h = hoh̃, V = Ahoh̃, t = tct̃,

dove tc è un tempo caratteristico da selezionare e ho è l’altezza caratteristica della bolla (vedi la
tabella 7.1). Poniamo

2 La pressione di riferimento è dunque la somma della pressione atmosferica e della pressione esercitata
dalla colonna d’acqua.
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θ = θoθ̃, Θ = θoΘ̃, p = pop̃, ρ = ρoρ̃,

dove po è la pressione di riferimento data da (7.13) e riportata nella tabella 7.1, θo è la temperatura
di ebollizione alla pressione po (vedi tabella 7.1) e ρo = po/(rθo). In particolare, (7.7) diventa

ρ̃ =
1

θ̃
exp

{
− λ

rθo

(
1

θ̃
− 1

)}
. (7.15)

L’equazione (7.3) diventa

∂Θ̃

∂t̃
=

(
tc
tD

)
∂2Θ̃

∂ξ̃2
,

dove

D =

(
kl
ρlcl

)
tD =

L2

D

rappresentano la diffusività termica dell’acqua (vedi tabella 7.1) e il tempo caratteristico diffusivo
dell’acqua (vedi tabella 7.2). Le condizioni al contorno ed iniziali diventano

Θ̃
∣∣∣
ξ̃=1

=
θa
θo

= Θ̃a, Θ̃
∣∣∣
ξ̃=0

= θ̃, Θ̃(ξ̃, 0) =
θin(ξ̃L+ ho)

θo
= Θ̃in(ξ̃).

L’equazione (7.11) diventa(
ρoAhoλ

tc

)
ρ̃h̃

θ̃

(
cpθoθ̃

λ
− 1

)
dθ̃

dt̃
+

(
ρoAhoλ

tc

)(
cpθoθ̃

λ
+ 1

)
d(ρ̃h̃)

dt̃
= Q̇b +

(
klAθo
L

)
∂Θ̃

∂ξ̃
(0, t̃).

Introduciamo il tempo caratteristico di produzione di calore del becco Bunsen

tb =
ρoAhoλ

Q̇b
,

cosicché il bilancio di energia adimensionale diventa(
tb
tc

)[
ρ̃h̃

θ̃

(
cpθoθ̃

λ
− 1

)
dθ̃

dt̃
+

(
cpθoθ̃

λ
+ 1

)
d(ρ̃h̃)

dt̃

]
= 1 +

(
klAθo

LQ̇b

)
∂Θ̃

∂ξ̃
(0, t̃). (7.16)

Osserviamo che (
klAθo

LQ̇b

)
=

(
klAθo
L

)(
tb

ρoAhoλ

)
=

(
klθo

Lρohoλ

)
tb.

Introducendo il tempo caratteristico della transizione di fase

th =
ρohoLλ

klθo

la (7.16) diventa

ρ̃h̃

θ̃

(
cpθo
λ

θ̃ − 1

)
dθ̃

dt̃
+

(
cpθo
λ

θ̃ + 1

)
d(ρ̃h̃)

dt̃
=

(
tc
tb

)
+

(
tc
th

)
∂Θ̃

∂ξ̃

∣∣∣∣∣
0

, (7.17)

con ρ̃ dato dalla (7.15). Introduciamo poi la nuova variabile dipendente
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ζ̃
(
t̃
)

=
ζ̃o

θ̃
(
t̃
) , con ζ̃o =

λ

rθo
,

e il coefficiente di espansione adiabatica

γ =
cp
cv

cp
r

=
γ

γ − 1
.

Osserviamo che
cpθoθ̃

λ
=
cpθo
λ

ζ̃o

ζ̃
=
cp
r

1

ζ̃
=

γ

γ − 1

1

ζ̃

e che
dζ̃

dt̃
= − ζ̃o

θ̃2

dθ̃

dt̃
=⇒ 1

ζ̃

dζ̃

dt̃
= −1

θ̃

dθ̃

dt̃

L’equazione (7.17) diventa

ρ̃h̃

(
1− 1

ζ̃

γ

γ − 1

)
1

ζ̃

dζ̃

dt̃
+

(
1 +

1

ζ̃

γ

γ − 1

)
d(ρ̃h̃)

dt̃
=

(
tc
tb

)
+

(
tc
th

)
∂Θ̃

∂ξ̃
(0, t), (7.18)

dove, ricordando la (7.15),

ρ̃ =
ζ̃

ζ̃o
exp(ζ̃o − ζ̃). (7.19)

Osserviamo che
d(ρ̃h̃)

dt̃
=
dρ̃

dt̃
h̃+

dh̃

dt̃
ρ̃

e che
dρ̃

dt̃
h̃ = ρ̃h̃

dζ̃

dt̃

(
1

ζ̃
− 1

)
.

Di conseguenza la (7.18) diventa

ρ̃h̃

(
2− ζ̃ − γ

γ − 1

)
1

ζ̃

dζ̃

dt̃
+

(
1 +

1

ζ̃

γ

γ − 1

)
ρ̃
dh̃

dt̃
=

(
tc
tb

)
+

(
tc
th

)
∂Θ̃

∂ξ̃
(0, t),

Per scrivere la versione non dimensionale del bilancio di momento della colonna d’acqua
introduciamo il tempo caratteristico di oscillazione e il tempo caratteristico di smorzamento

to =

√
mlho
poA

=
(7.13)

√
mlho

mlg + paA
, td =

ml

β
,

cosicché l’equazione (7.14) diventa

d2h̃

dt̃2
=

(
tc
to

)2 [
exp

(
ζ̃o − ζ̃

)
− 1
]
−
(
tc
td

)
dh̃

dt̃
. (7.20)

Dal momento che siamo interessati al fenomeno oscillatorio, selezioniamo to come tempo caratteri-
stico, cioé tc = to. Con questa scelta otteniamo il seguente problema matematico per le incognite 3

Θ(ξ, t), ζ(t) and h(t)

3 Qui e di seguito omettiamo i “˜” per semplicità.
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Parametro Valore Dimensioni Descrizione

ρo 6 · 10−1 Kg/m3 densità del vapore a po e θo
ρl 1 · 103 Kg/m3 densità dell’acqua

pa 1 · 105 Kg/(m· s2) pressione atmosferica

A 5 · 10−5 m2 area della sezione di tubo

ho 5 · 10−2 m altezza inziale della bolla

g 9.8 m/s2 gravità

Q̇b 3 · 10−2 W flusso di calore del Bunsen

L 6 · 10−1 m altezza della colonna d’acqua

λ 2.25 · 103 J/Kg calore latente di vaporizzazione

kl 6.8 · 10−1 W/(m·o K) conducibilità termica dell’acqua

cl 4.18 · 103 J/(Kg· :o K) calore specifico dell’acqua

θo 375 o K temperatura del vapore a po
θa 293 o K temperatura ambiente

µ 1 · 10−3 Kg/(m· s) viscosità dell’acqua

r 4.6 · 102 J/(Kg· :o K) costante dei gas specifica

cp 1.94 · 103 J/(Kg· :o K) calore specifico a pressione costante

cv 1.48 · 103 J/(Kg· :o K) calore specifico a volume costante

D 1.6 · 10−5 m2/s diffusività termica dell’acqua

Tabella 7.1. Valori dei parametri del modello. Rimandiamo a 7.4 per una stima di Q̇b.



ρh

ζ

(
2− ζ − γ

γ − 1

)
dζ

dt
+

(
1 +

1

ζ

γ

γ − 1

)
ρ
dh

dt
= α+ δ

∂Θ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

,

d2h

dt2
= [exp (ζo − ζ)− 1]− χdh

dt
,

∂Θ

∂t
= ν

∂2Θ

∂ξ2
,

(7.21)

dove abbiamo posto

α =

(
to
tb

)
, δ =

(
to
th

)
, χ =

(
to
td

)
, ν =

(
to
tD

)
.

I valori dei suddetti parametri sono riportati nella tabella 7.2. Le condizioni iniziali ed al contorno
sono 

Θ(ξ, 0) = Θin(ξ), ζ(0) = ζin =
ζo
θo
, h(0) = 1,

Θ(0, t) =
ζo
ζ
, Θ(1, t) = Θa.

(7.22)

Come detto in precedenza, nella sezione 7.5 descriveremo un metodo per determinare Θin(ξ). Il
sistema (7.21) è abbastanza complesso poiché formato da due ODE’s nonlineari accoppiate con una
equazione parabolica per Θ. Osserviamo che ν ∼ 10−9, che indica che solo un piccolo strato di acqua
vicino all’interfaccia è riscaldato dal vapore. Infatti ν ∼ 10−9 implica che

∂Θ

∂t
= 0,
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tempo caratteristico valore parametro valore

to 1.67 · 10−2 s α 4.95

tb 3.40 · 10−3 s δ 1.4 · 10−5

th 1.19 · 103 s χ 8.4 · 10−3

td 1.98 s ν 7.5 · 10−9

tD 2.21 · 106 s ξd 71.67 · 10−2

ζo 1.3 · 10−2 γ 1.31

Θa 7.81 · 10−1

Tabella 7.2. Valori dei parametri adimensionali.

ossia Θ = Θin(ξ). Sperimentalmente si vede che la temperatura del liquido quando la bolla si forma
è essenzialmente quella ambiente (si possono appoggiare le mani sulla quasi totalità del tubo). Per
cui

Θin ∼ Θa,
mentre sull’interfaccia ξ = 0 (ossia y = h) si ha

Θ(0, t) = θ(t)� Θa.

Questo vuol dire che in prossimità della bolla deve esistere uno strato limite termico in cui la tem-
peratura passa bruscamente dai quasi 100 gradi della bolla alla temperatura ambiente. Il gradiente
termico in tale strato limite può essere calcolato esplicitamente (si veda la sezione 7.5 per tutti i
dettagli) fornendo

∂Θ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= F (t)

dove

F (t) = − (1−Θa)√
πνt

exp

(
− ξ2

d

4νt

)
, (7.23)

e dove ξd rappresenta lo spessore dello strato limite adimensionale. Quindi, ponendo v = ḣ, il sistema
(7.21) può essere scritto come sistema del primo ordine di ODE’s

ḣ = v,

v̇ = exp(ζo − ζ)− 1− χv,

ζ̇ = ζ

α+ δF (t)−
(

1 +
1

ζ

γ

γ − 1

)
ρ(ζ)z

ρ(ζ)h

(
2− ζ − γ

γ − 1

) ,

(7.24)

dove ρ(ζ) è dato dalla (7.19) e F (t) è dato dalla (7.23). La soluzione di (7.24) ci fornisce l’andamento
di h(t) e quindi ci permette di visualizzare il fenomeno oscillatorio della bolla. In pratica, dal grafico
di h in funzione del tempo possiamo ricavare il periodo dell’oscillazione e, prendendo l’inverso del
periodo, ottenere la frequenza.
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7.4 Stima del flusso termico alla base del tubo capillare

In questa sezione mostriamo una procedura per determinare la velocità di produzione di calore Q̇b
del becco Bunsen. Ricordiamo che nel nostro modello il tempo t = 0 è quello della formazione della
bolla.

Consideriamo l’evoluzione della temperatura dell’acqua dal tempo in cui il tubo capillare riem-
pito di acqua a temperatura ambiente è messo a contatto con il becco Bunsen. In pratica stiamo
considerando la fase precedente al tempo t = 0, dato che quest’ultimo rappresenta l’istante in cui
la bolla si è formata. In questa fase il tempo sarà indicato con la variabile τ . Dato che sperimental-
mente si osserva che la formazione della bolla avviene dopo circa 20 minuti, possiamo affermare che
τ = 20 minuti equivale a t = 0. La temperatura nel liquido evolve secondo

∂θl
∂τ

=D
∂2θl
∂y2

, 0 ≤ y ≤ L, τ ≥ 0,

klA
∂θl
∂y

∣∣∣∣
y=0

= −Q̇b, τ ≥ 0,

θl|y=L = θa, τ ≥ 0,

θl|τ=0 = θa, 0 ≤ y ≤ L.

(7.25)

dove D è dato dalla (7.5) e dove θa è la temperatura ambiente. Introduciamo

T = θl − θa

e le variabile adimensionali
τ = τsη y =

(√
Dτs

)
z

dove scegliamo τs = 1 s. La frontiera y = L diventa z = L/
√
Dτs ∼ 103, che approssimiamo con ∞.

Il problema (7.25) diventa 

∂T

∂η
=
∂2T

∂z2
, 0 ≤ z, η ≥ 0,

∂T

∂z

∣∣∣∣
y=0

= −B, η ≥ 0,

T (∞, t) = 0, η ≥ 0,

T (z, 0) = 0, z ≥ 0.

(7.26)

dove abbiamo posto

B =
Q̇b
Akl

√
Dτs.

Il sistema (7.26) ammette la soluzione analitica (si veda per i dettagli [3])

T (z, η) =
B√
π

∫ η

0

1√
η − ξ exp

{
− z2

4(η − ξ)

}
dξ (7.27)
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É facile verificare che (7.27) soddisfa il problema. Infatti osserviamo che

lim
ξ→η−

1√
η − ξ exp

{
− z2

4(η − ξ)

}
= lim
α→0+

1√
α

exp

{
− z

2

4α

}
= 0,

per cui
∂T

∂η
=

B√
π

∫ η

0

d

dη

[
1√
η − ξ exp

{
− z2

4(η − ξ)

}]
︸ ︷︷ ︸

=Γ(z,η,ξ)

dξ

∂2T

∂z2
=

B√
π

∫ η

0

d2

dz2

[
1√
η − ξ exp

{
− z2

4(η − ξ)

}]
︸ ︷︷ ︸

=Γ(z,η,ξ)

dξ

dove Γ(z, η, ξ) è detta soluzione fondamentale. Infine si vede che

dΓ

dη
= −1

2
(η − ξ)−3/2 exp

{
− z2

4(η − ξ)

}
+
z2

4
(η − ξ)−5/2 exp

{
− z2

4(η − ξ)

}
dΓ

dz
= −z

2
(η − ξ)−3/2 exp

{
− z2

4(η − ξ)

}
d2Γ

dz2
= −1

2
(η − ξ)−3/2 exp

{
− z2

4(η − ξ)

}
+
z2

4
(η − ξ)−5/2 exp

{
− z2

4(η − ξ)

}
per cui T soddisfa l’equazione del calore. Dalla (7.27) si vede facilmente che

T (0, η) = 2B

√
η

π

Possiamo scrivere allora una espressione esplicita per la temperatura θl in y = 0 al tempo τ

θl (0, τ) = θa +
2Q̇b
Akl

√
Dτ

π
. (7.28)

Quando si forma la bolla di vapore, dopo circa 20 min, θl ha raggiunto il valore θo (praticamente
100◦C), cioé la temperatura di ebollizione alla pressione po. Di conseguenza, ponendo τ = τboil, con
τboil = 20 min, e θl (0, τboil)− θa = 80◦K in (7.28) possiamo stimare Q̇b, ottenendo

Q̇b ∼ 3 · 10−2 W.

7.5 Il flusso di calore nella fase liquida

In questa sezione mostriamo una procedura per ottenere una espressione approssimata per Θξ(0, t)
che compare nel sistema (7.21). In pratica mostriamo la procedura per determinare la funzione
F (ζ, t) descritta in (7.23), (7.24). All’istante t = 0 la temperatura è praticamente quella ambiente
Θa in tutta la colonna d’acqua eccetto in un sottile strato vicino alla superficie di evaporazione
ξ = 0. Seguendo le osservazioni sperimentali, supponiamo che il profilo termico iniziale nel liquido
sia dato da
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Θ(ξ, 0) =

1 0 ≤ ξd < ξ,

Θa ξd ≤ ξ ≤ 1,
(7.29)

dove ricordiamo che Θa è la temperatura ambiente riscalata e 1 è sostanzialmente la temperatura
di ebollizione non dimensionale. In pratica stiamo dicendo che in uno strato di spessore ξd la tem-
peratura del liquido è quella di evaporazione, mentre al di fuori dello strato il fluido è ovunque alla
temperatura ambiente. Un valore ragionevole per ξd è 1/60. Infatti, ricordando che la lunghezza
della colonna è di 60 cm, l’assunzione ξd = 1/60 significa che abbiamo 1 cm di colonna d’acqua
vicino alla bolla alla temperatura di ebollizione, mentre la restante porzione si trova essenzialmente
alla temperatura ambiente. Il problema per Θ è dunque

∂Θ

∂t
= ν

∂2Θ

∂η2
ξ ∈ [0, 1], t > 0,

Θ(ξ, 0) = Θin(ξ) ξ ∈ [0, 1],

Θ(0, t) =
ζo
ζ

= θ(t) t > 0,

Θ(1, t) = Θa t > 0.

(7.30)

Per semplificare le cose assumiamo che θ(t) si discosti poco dalla temperatura di ebollizione ossia
θ(t) ∼ 1. Introducendo le nuove variabili

z =
ξ√
ν

v(z, t) = Θ(ξ, t)−Θa,

otteniamo (vedi la tabella 7.2)

ξ = 1 ⇐⇒ z = ν−1/2 = O(104)� 1.

Allora nel problema per v la condizione al contorno corrispondente a ξ = 1 può essere presa come
z =∞. problema per v(z, t) diventa

∂v

∂t
=
∂2v

∂z2
z ≥ 0, t > 0,

v(z, 0) = vin(z) z ≥ 0,

v(0, t) = 1−Θa t ≥ 0,

v(∞, t) = 0 t ≥ 0.

(7.31)

dove

vin(z) =

1−Θa 0 ≤ zd < η,

0 zd ≤ z,
(7.32)

e dove

zd =
1

60
√
ν
≈ 190
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Seguendo nuovamente [3] possiamo facilmente verificare che la soluzione esplicita di (7.31) è data
da

v(z, t) = (1−Θa)

[
1− 1

2

[
erf

(
z − zd
2
√
t

)
+ erf

(
z + zd

2
√
t

)]]
(7.33)

Per esercizio si può facilmente verificare che la (7.33) soddisfa il problema (7.31). Derivando si
ottiene

∂v

∂z
=
√
ν
∂Θ

∂ξ
= −1−Θa

2
√
πt

[
exp

(
− (z − zd)2

4t

)
+ exp

(
− (z + zd)

2

4t

)]
. (7.34)

per cui
∂Θ

∂ξ
(0, t) = −1−Θa√

πνt
exp

(
− ξ2

d

4νt

)
, (7.35)

ossia la F definita in (7.23).

Figura 7.2. Altezza della bolla di vapore ottenuta dalla soluzione numerica del sistema 7.24. La frequenza
misurata è di 1.6 Hz.
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