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1. RICHIAMI SUI SISTEMI MECCANICI LTI

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)!

1.1 Sistemi meccanici LTI a 1 DOF

Un sistema meccanico (secondo ordine) a 1 DOF (un grado di liberta) LTI (piccoli spostamenti e parametri costanti)

e descritto da un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti (tempo invariante):

mi + cx + kx = f(t). (1.1.2)

Scrivendo tale equazione in termini di parametri adimensionali si ha:

" . t 1.1.2

x+2{wnx+wﬁx=& ( )
m

dove

w?, = e la pulsazione naturale del sistemae { — 2{w, = % e lo smorzamento critico del sistema.

Un’importante teorema dell’analisi dice che la soluzione di un’equazione differenziale lineare tempo invariante

non omogenea € composta da due parti:
x(t) = x,(t) + x0 () (1.1.3)

in cui x,(t) & la soluzione generale dell’equazione omogenea associata (contenente le condizioni iniziali x(t,) =
X, e x(t,) = v,, e associata al moto libero del sistema e al suo “moto transitorio”) mentre x,,,(t) € la soluzione
particolare dell’equazione non omogenea (contente la forzante f(t) e associata al moto forzato del sistema e al

suo “moto a regime o permanente”).
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SOLUZIONE GENERALE DELL’'EQUAZIONE OMOGENEA ASSOCIATA x,(t)
L’equazione omogenea associata

¥+ 2{wpx + wix =0 (1.1.4)

puod essere risolta cercando una soluzione di test del tipo x = x,e5¢ (con s e x, parametri complessi) e

sostituendo:
s2xpeSt + 2{wpsxgest + wixyest =0 (1.1.5)
in cui per ottenere soluzioni non banali dovro avere (polinomio caratteristico)
s2+2{w,s + w2 =0 (1.1.6)
Risolvendo il polinomio caratteristico nei vari casi si ha:
CASO |{| > 1
S12 = —(w, * wn\/m (1.1.7)
x,(t) = aestt + beszt (1.1.8)
con a e b costanti reali da determinarsi con le condizioni iniziali.
CASO |{| < 1
S12 = —{wn tjon 1= 72 = ~{wy £ jwy, (1.1.9)
con wy, pulsazione propria del sistema e
x,(t) = xpe51t + xges2t, Xo =a+jb (1.1.10)

x, () = Ce~¢@nt cos(wyt + ¢) (1.1.12)

con C =+Va? + b? etang = b/a da determinarsi in base alle condizioni iniziale.
CASO[¢| =1
$1=85,= —wp({=1), s1=5= 0, ({=-1), 0, =0 (1.1.12)

x,(t) = (a+ bt)e ®nt o x,(t) = (a+ bt)e®r. (1.1.13)

SOLUZIONE PARTICOLARE DELL’'EQUAZIONE NON OMOGENEA x,,,(t)

Dobbiamo dunque trovare una soluzione particolare dell’equazione:

%+ 20wnX + wlx = % (1.1.14)

A questo punto conviene cominciare a classificare le forzanti del sistema:

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 6
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FORZANTI ARMONICHE:
f = lfolcos(wt + (pfo) = Re(foej“’t) = Re(|f,|e/@rot@t)) (1.1.15)
con f, parametro complesso noto (contente modulo e fase della forzante) e w pulsazione della forzante.

Sfruttando il fatto che un sistema meccanico LTI, se forzato in modo armonico a una certa frequenza, risponde in
modo armonico alla stessa frequenza con modulo e fase differente (si veda la dimostrazione di questo importante

fatto alla fine del paragrafo 1.5 sulla trasformata di Fourier), andiamo a cercare una soluzione di test del tipo

Xno(t) = Re [x0e7®t],  xo = |xqle/¥x0 (1.1.16)
Re[(—w? + 2¢wpwj + w?) xo5:e7t] = Re [f—:lej“’t] (1.1.17)
(—w? + 2{w,wj + w2) xo = %ej“’t (1.1.18)

L

p— p— m
xo = a(w)fy = I T fo (1.1.19)

dove a(w) & la funzione di trasferimento del sistema (ricettanza). La soluzione nel dominio del tempo sara dunque
Xno(t) = Re [xoej“’t] = Re [a((u)foef“’t]. La ricettanza ci dice dunque come il sistema lineare modifica I'input

(la forza) per produrre I'output (lo spostamento):

xo = a(w)fy = |xole/?x0 = |a(w)|e/?a(@)]| fy|e/?%0 = |a(w)] - |fy| - e/ Pl *or0), (1.1.20)

Anche in questo caso la soluzione della non omogenea puo essere scritta come

Xno(t) = Clfol cos(wt + ¢+ (pfo) (1.1.21)

1/(mw})

Ja-2 -’

2qr
1-r2 "’

C=la(w)| = tang = tangy(w) = r=w/w, (1.1.22)

FORZANTI PERIODICHE:

. . . - L . . - 21
In questo caso la forzante & una generica funzione periodica f (t) di periodo di T e pulsazione principale w, = T

Possiamo dungue scomporre la forzante in serie di Fourier, ovvero in tanti input armonici elementari:

f(£) = Re[Xi_o cpef®om], Cp = Ay — jby (1.1.23)

2 T
a, = ?_f f(t) cos wynt dt
0

2 T
b, = —J f(t)sinwgnt dt
T Jo

1 T
ag = ;fo f(t) dt, bo =0.

Usando il principio di sovrapposizione degli effetti, la soluzione dell’equazione non omogenea sara dunque la

combinazione dei corrispondenti output armonici elementari:
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%o () = 25202 (8) = Re(Tzo[a(nwo)cae/™]),  x,(8) = Re[a(nwo)cpel@omt]. (1.1.24)
FORZANTI GENERICHE:

In questa circostanza la forzante & una generica funzione f(t). Un primo metodo per determinare la soluzione
dell’equazione non omogenea fa uso del teorema di variazione delle costanti di Lagrange. Si va dunque a cercare

una soluzione del tipo:
Xno(t) = C1(t)e51t + C1()es?t, x; = e51t,  x, =es2t (1.1.25)
dove le funzioni C;(t) e C,(t) possono essere calcolate risolvendo il sistema lineare

X1 X2\ (C1\ _ 0
(x1 xé)(cz’)_<@> (1.1.26)

m

e prendendo una qualungque delle primitive di C; e C; (integrando cioé nel tempo per trovare C; (t) e C,(t)).

Il secondo metodo fa invece uso del teorema di Duhamel:

t
Xno(t) = [ f(OR(t — 1) dT (1.1.27)
dove h & la funzione di risposta all'impulso (funzione di Duhamel)

h(t) = ﬁe'“’vt sin w dt. (1.1.28)

p

1.2 Sistemi meccanici LTI a N DOF

Un sistema meccanico (secondo ordine) a N DOF (N un grado di liberta) LTI (piccoli spostamenti e parametri
costanti) & descritto da un sistema di equazioni differenziali lineari del secondo ordine a coefficienti costanti

(tempo invariante):
MQ+HQ+KQ=Q(t) (1.2.1)

”

dove la matrice di massa M e reale, simmetrica e definita positiva mentre le matrici di rigidezza e “smorzamento
K ed H sono reali ma non hanno in generale particolari proprieta (per la presenza nel sistema di elementi non

simmetrici come i cuscini).

Un importante teorema dell’analisi dice che la soluzione di un’equazione differenziale lineare tempo invariante

non omogenea € composta da due parti:
g(t) = go(t) + gno(t) (1.2.2)

in cui q,(t) e la soluzione generale dell’equazione omogenea associata (contenente le condizioni iniziali q(t,) =
q, e q(t,) = v,, e associata al moto libero del sistema e al suo “moto transitorio”) mentre g, (t) & la soluzione
particolare dell’equazione non omogenea (contente la forzante f(t) e associata al moto forzato del sistema e al

suo “moto a regime o permanente”).
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SOLUZIONE GENERALE DELL’EQUAZIONE OMOGENEA ASSOCIATA g (t)
-0

L’equazione omogenea associata
Mi+Hq+Kq=0 q€ RN (1.2.3)
puo essere risolta cercando una soluzione di test del tipo q= goe“ (con s e 9o parametri complessi) e
sostituendo:
Ms?qoet + Hsqoe** + Kwiqoe* = 0 (1.2.4)
[Ms? + Hs + K]qo = 0 (1.2.5)
in cui per ottenere soluzioni non banali dovro avere (polinomio caratteristico)
det[Ms? + Hs + K] =0 (1.2.6)

Risolvendo tale equazione polinomiale di grado 2N, otterro 2N soluzioni s, con k = 1 ... 2N, ovvero gli autovalori
del problema. D’ora in poi per semplicita supporremo che tali autovalori siano distinti tra loro per garantire

I’esistenza della base di autovettori. Gli autovalori consistono in coppie della forma

Sipan = —Giwni F jop; |1 =37 = —iwn; + jwp; i=1..N (1.2.7)

dove w,; € wp; sono le pulsazioni naturale e propria dell’autovalore mentre {; & il suo smorzamento

adimensionale. Sostituendo poi nella (1.2.5) si trovano quindi i rispettivi autovettori: g, con k = 1...2N. L'unica

debole proprieta di autovalori e autovettori & quella di formare coppie complesse coniugate:
Siw =5, Goiew =Tow 1= 1..N. (12.8)

In virtu della linearita del problema la soluzione saro allora la combinazione lineare di tutte le soluzioni elementari

appena trovate, ovvero:
90 (t) = XY, crqor €t (1.2.9).

In cui le costanti delle combinazione sono tali che ¢;,y = ¢, e dovranno essere trovate imponendo le condizioni

inizialig(to) =4 eg(fo) = Vp.

Nel seguito analizzaremo nel dettaglio i modi di vibrare del sistema, ovvero Re[q,,e®¥!]. La pulsazione propria

wp; determina I'oscillazione del modo di vibrare, lo smorzamento adimensionale {; il suo smorzamento modale e

I’autovettore qg la sua deformata modale. Nel caso di |{;| < 1 si parla di modo oscillante mentre nel caso |{;| >

. . _ / 2 —
1 si parla di modo sovrasmorzato s; ;1 y = —(;wn; £ wy; (7 — 1 = —(wy; £ wp;.

Vale la pena infine sottolineare il significato della matrice H. Tale matrice pud essere scomposta nella sua parte
simmetrica e antisimmetrica: H = Hg + H,. La parte simmetrica e responsabile delle smorzamento modale |{;].
In altre parole se tale parte simmetrica di H & assente si ha |;| = 0 mentre la parte antisimmetrica di H non

contribuisce. Di conseguenza se Hs = 0 (e anchese H = 0 ) siavra s;;.y = £ jwy;, wp; = wp;coni=1..N.la

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 9
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matrice H, € spesso dovuta a effetti centrifughi e di Coriolis che non dissipano energia e non producono quindi

smorzamento effettivo.

SOLUZIONE PARTICOLARE DELL’'EQUAZIONE NON OMOGENEA q (t)
—no

Dobbiamo dunque trovare una soluzione particolare dell’equazione:
MG+ Hg+Kqg=0Q() (1.2.10)
A questo punto conviene nuovamente cominciare a classificare le forzanti del sistema:

FORZANTI ARMONICHE:

Q(t) = Re (Qoef“") (1.2.11)

con Q, vettore di parametri complessi noto (contente moduli e fasi delle componenti della forzante) e w

pulsazione della forzante.

Sfruttando il fatto che un sistema meccanico LTI, se forzato in modo armonico a una certa frequenza, risponde in
modo armonico alla stessa frequenza con modulo e fase differente (si veda la dimostrazione di questo importante

fatto alla fine del paragrafo 1.5 sulla trasformata di Fourier), andiamo a cercare una soluzione di test del tipo

no(t) = Re [goe | (1.2.12)

Re [(—sz + wjH + K) goeiwf] = Re [Qoefwf] (1.2.13)
(—w*M + wjH + K)q, = Qo (1.2.14)

4o = a(W)Qo = (—w?M + wjH + 1()—120 (1.2.15)

dove la matrice a(w) & la funzione di trasferimento del sistema (ricettanza). La soluzione nel dominio del tempo

sara dunque gno(t) = Re [goejwt] = Re [a,(w)goejwt]'

La matrice di ricettanza ci dice dunque come il sistema lineare modifica I'input (la forza) per produrre I'output (lo
spostamento). Per capire bene tale effetto &€ opportuno introdurre il teorema di sovrapposizione modale. A tal

scopo occorre definire gli autovettori destri e sinistri del problema:

gl (Ms% + Hs, + K) =07

, k=1..2N. (1.2.16)
(Msj; + Hsy + K)qre = 0

Tali autovettori coincideranno solamente nel caso in cui il sistema sia simmetrico (matrici H e K simmetriche). Il
teorema di sovrapposizione modale (si veda I'interessante dimostrazione alla fine della sezione), nell’ipotesi di
autovalori distinti, permette di scomporre la matrice di ricettanza nel seguente modo:

(qrk a1%)
a(w) =LY ==

(1.2.17)

Jjw—sk

In realta nella pratica non occorre sommare tutti i contributi elementari che compongono a(w) ma é sufficiente

considerare solamente i contributi associati agli autovalori s, che hanno pulsazione propria wpy all’'interno del

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 10



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

range di frequenze di interesse (range oprativo della macchina). Il teorema di sovrapposizione modale non ¢ solo
importante perché consente un calcolo pil agevole della ricettanza a(w) ma anche perché evidenzia come il

sistema modifica I'input per generare I'output. Si ha infatti:

(ark afi)
9o = a(w)Qo = illeQO = i&(

Jw—sk

a7k Q )

Jjw—sk

Qr- (1.2.18)

Risulta quindi evidente come la soluzione g, sia di nuovo una combinazione degli autovettori q;. | coefficienti

della combinazione (tra parentesi) permettono di capire quali autovettori contribuiscano maggiormente alla
soluzione. Il coefficiente e infatti grande se il denominatore & piccolo, ovvero se la pulsazione della forzante w e
vicina alla pulsazione propria del sistema wp; (0, come vedremo, se siamo in condizione si risonanza), e se il

numeratore € grande, ovvero se qkaO e grande, ovvero se il carico & allineato a uno degli autovettori.
FORZANTI PERIODICHE:

R . . - L . . - 2m
In questo caso la forzante & una generica funzione periodica Q(t) di periodo di T e pulsazione principale w, = -

Possiamo dungue scomporre la forzante in serie di Fourier, ovvero in tanti input armonici elementari:

Q(t) = Re[z,?=0£kej“’0kt], Cx = Ay — jby (1.2.19)

2 T
a = TJ Q(t) cos kwot dt
0

2 T
by, = ?_f Q(t)sinkwyt dt
0=

1T
Eo=;f0 Q) dt, by =0.

Usando il principio di sovrapposizione degli effetti, la soluzione dell’equazione non omogenea sara dunque la

combinazione dei corrispondenti output armonici elementari:
Gno(t) = B0 i (t) = Re(Tilo[a(kwo)cxe! o ]), gy (t) = Re[a(kwo)ciel o). (1.2.20)

Anche in questo circostanza valgono considerazione analoghe al caso precedente se usiamo il teorema di

sovrapposizione modale sulla generica armonica della soluzione:

. foni (drk qr%) foni 2N afkci ioni
((t) = Re|a(iwg)c;e/ @0 | = Re [ Y2V =—=—(,e/®lt| = Re | 2N [ == eJ@olt|,
gl( ) [ (iwo)g; ] k=1"j4gi—s = k=1\ woi-sy ek

FORZANTI GENERICHE:

In questa circostanza la forzante & una generica funzione vettoriale Q(t). In seguito affronteremo questo caso con

la trasformata di Laplace e con quella di Fourier. Per adesso lo risolveremo direttamente nel dominio del tempo.

A tal fine conviene porre il sistema in forma di stato introducendo il vettore

q
x = (5) € R?N (1.2.21)

e riscrivendo la (1.2.10) come
Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 11
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(11\; 10\/1) (%) + (15 —(}w) (g) = (%t)) (1.2.22)

A% + Bx=Q(¢t) (1.2.23)
X = Cx+d(t), x(to) = xo. (1.2.24)
Per risolvere tale sistema conviene introdurre la matrice esponenziale di una generica matrice A4, ovvero:

edt =y Atk (1.2.25)
- k=0 Kl . L.

La derivata temporale di tale matrice & facilmente calcolabile come (e4t)’ = Ae4t = e4tA mentre la sua inversa
e e~4t Se inoltre esiste una base di autovettori per A (fatto garantito dal supporre gli autovalori distinti), la

matrice esponenziale € anche facilmente calcolabile a partire da autovalori e autovettori di A:

AV =V, (1.2.26)
/1=[ A ], V=[21,...,22N]

LA=VAV1, Ak = pypkp 1

[o2]

kyy—14+k
AL _ Z VAVt
k!
kyk
eAt =y I:Zl?:olk_f] V1= Veltv—ll elt — [ elit l

Usando la matrice esponenziale la soluzione completa della (1.2.24) & facilmente scrivibile come:

x(t) = x5 (t) + X0 (t) = €ty + CE=t0) [f: e~C(—to) d(r) dr]. (1.2.27)
0

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI SOVRAPPOSZIONE MODALE (per autovalori distinti):
Il sistema meccanico
Mg+Hqg+Kq=0 (1.2.27)

produce i problemi agli autovalori (destri e sinistri)

qlt. (Ms? + Hs;, + K) = 07
= k=1..2N (1.2.28)

(MSIE + HSk + K)ng = 9

mentre il sistema meccanico

(151 Ig) (%) + (Ié _3\/1) (g) =0, Ax+Bx=0, x= G) € R?N (1.2.29)

produce i problemi agli autovalori (destri e sinistri)

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 12
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H —_ QT
As, +B) =0
X (Asi + B) = 0 k=1..2N. (1.2.30)
(Asi + B)xpx = 0
| due insiemi di autovalori sono legati dalle relazioni:
9rk 9rLk
Lrie = <SCIRk)’ LRLke = <SQRLk) (1.2.31)

come é facilmente verificabile sostituendo le (1.2.31) nelle (1.2.30) & ottenendo le (1.2.28) (si usino a tal scopo le
(1.2.29)).

Dalle (1.2.30) si ottiene
x15(Asy + B)xgy = 0 (1.2.32)
x1jc(Asj + B)xg; = 0
x15(As + B)xg; = 0
x/i(As; + B)xpy = 0.
Per sottrazione, dalla prima e quarta e dalla seconda e terza di queste equazioni si ha:
gfjAng(sk —5;) =0 o, equivalentemente, ﬁ"kAgRj(sj —5,)=0. (1.2.33)
Essendo gli autovalori distinti, questo vuol dire
gfleng = 0 per j diverso da k. (1.2.33)
Normalizzando opportunamente gli autovettori in modo che x, Axg, = 1, si ottiene
H

EL]AERI( = Sjk' £11:1]B£Rk = —sk6jk . (1234)

Se a questo punto introduco le matrice modali destre e sinistre, posso scrivere:

S = [ Sk ], VR = [&Rl’ ""ERZN]’ VL = [&1, "'I&ZN] (1235)

e ottengo
VEAV, =1, VBV, = 5. (1.2.36)
Ricordando ora che la funzione di trasferimento associata al problema Ax + Bx = Q &
B(w) = (4jw + B)7, B(w)™ = (Ajw + B), (1.2.37)
si ha
VAB(w) Wi = (jwl — ) (1.2.38)
Blw)™ =V (ol =SV

B(w) = Vi(jwl —S)~'v]
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ovvero

Blw) = Y3V, Caxti (1.2.39)

1 jw=sj

Ricordando infine che per definizione

a@) =11 0p|,]

si arriva all’espressione finale della ricettanza

(are a5
a(w) = XR¥ =—=

QED (1.2.40)

jo-si

1.3 Trasformata di Laplace e applicazione ai sistemi meccanici
LTI

La trasformata di Laplace & un operatore lineare integrale definito come
F(s) = [°f(Destdt, f:R->R, F:C-C (1.3.1)
E(s) = [, f(Des'dt, f:R—>R", F:C-C". (1.3.2)
Elenchiamo ora alcune proprieta di tale trasformata:
1) LINEARITA’

L(afy + bf,) = aL(f;) + bL(f,) = aF; + bF, (1.3.3)

2) TEOREMA DI DERIVAZIONE (manda funzioni razionali fratte in funzioni razionali fratte)

L(f'(t)) = sF(s) — £(0) (1.3.4)
LF"(©) = 5" F(5) = " (0) = s"2f'(0) = = =D 0)

3) TEOREMA DI INTEGRAZIONE (manda funzioni razionali fratte in funzioni razionali fratte)

L [fotf(‘r)dr] =2F(s) (1.3.5)

4) TEOREMA DEL RITARDO (non ho piu funzioni razionali fratte)
L(f(t — T)) = e S'F(s) (1.3.6)
L(f(t)e*) =F(s — a)
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5) TEOREMA DEL VALORE INIZIALE / FINALE
ltin(')nf(t) = lim s F(s) (1.3.7)
- S—00
lim f(t) =lims F(s)
t—oo s—0

6) TEOREMA DEL PRODOTTO
1 (btjoo

LLi®OL®) = 5], Fi(s —0)F;(0) do (1.3.8)

2mj

L [f fi(t — D) f2(D)dr| = Fi(s)F,(s)
0

Prima di applicare la trasformata di Laplace ai sistemi meccanici lineari & utile riportare alcuni esempi di

trasformata per le funzioni elementari che compongono la soluzione si un sistema di equazioni differenziali LTI:

1) TRASFORMATA DI LAPLACE DI UNA FUNZIONE ESPONENZIALE: L|e“t| = S% (1.3.9)

a

2) TRASFORMATA DI LAPLACE DI UNA COSTANTE: L(k) = S

3) TRASFORMATA DI LAPLACE DEL SENO: L(sin wt) = 2

s2+w?

N

4) TRASFORMATA DI LAPLACE DEL COSENO: L(cos wt) = ]

+w?

!

5) TRASFORMATA DI UN GENERICO MONOMIO: L(t™) = =

sm+1

m!
(S—C()m+1

6) TRASFORMATA DI L(t™e%t) =

. w ™ . .
7) TRASFORMATADI L(t™sinwt) = (—1)™ ( ) (derivata m-esima)

s2+w?

s M
8) TRASFORMATA DI L(t™ cos wt) = (—1)" (5—)

s2+w?

at ¢ - ® -
9) TRASFORMATA DI L(e*" sin wt) = Goa)rw?
at =S«
10) TRASFORMATA DI L(e“* cos wt) = —arrw?
11) TRASFORMATA DI L(e®t™ sin wt) = (—1)™ (—w )(m)
(s—a)?+w?
s—a (m)
(s—a)2+w2)

12) TRASFORMATA DI L(e*tt™ cos wt) = (—1)™ (

13) TRASFORMATA DELLA FUNZIONE GRADINO: g(t) = {(1) 52: ; Z 8 L(g®) =1

] _(toopert=20 _
14) TRASFOMATA DELLA DELTA DI DIRAC: 6(t) = { 0pert # 0 L(s@®))=1
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Si noti come tutte le trasformate di Laplace delle funzioni elementari che compongono la soluzione di sistemi di

equazioni differenziali LTI sono funzioni razionali fratte (rapporti tra polinomi) nel parametro s.

L’antitrasformata di Laplace (operatore inverso della trasformata di Laplace) ¢, in generale, un’operazione molto

piu complicata definita come:

F(©) = LY (F(s)) = — [“ F(s)estds . (1.3.10)

2mj 05 jw
1 a+jw
£@=Lﬂ@@}7af_5@wm
a—jw

Per fortuna I'antitrasformata di Laplace & molto semplice nel caso di funzioni razionali fratte (vedi esempi
precedenti) e, come vedremo, tali funzioni avranno un ruolo determinante nello studio della soluzione di sistemi

di equazioni differenziali LTI.

Le funzioni razionali fratte (rapporti tra polinomi) di nostro interesse sono definite come:

F(s) = T) con gy < gp- (1.3.112)

La generica funzione razione fratta (dove p, sono i poli del sistema con molteplicita ry,)

Ne) N
D(s) ~ (s—p)"L..(s—pp)™™

F(s) = Yr_1 T = b (1.3.12)

puo essere scomposta in una somma di termini elementari (razionali fratti) facilmente antitrasformabili mediante

la regola di Hadamard:

= @ = Aia A12 A1T1
F(s) = D(s)  (s—p1) (s—p1)? et o (s—p)"1 + (1.3.13)
Az Az Aiy,

'vag+@—zy Tt Gopon '

An,l + An,Z . +- An Tn _
(s—pn) (s—pu) (s — )

. A
ZZ (s — pl)f

i=1 j=1

| coefficienti A; ; possono essere calcolati come:

A= = _])'[ T (F(s)(s - pl)n)] 1,..,n j=1,.,7r. (1.3.14)

Antitrasformando le componenti elementari della (1.3.14) e distinguendo i poli reali p; € R dalle coppie di poli

complesse coniugate p;, p; = @; * jw;, si ottiene (si vedano a riguardo gli esempi precedenti):
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[ Ay ) Ay j-1,pit s '
L [(s—pi)f]_(j—mt e'tt, j=1..n (1.3.15)

Aij

_ Ajj _ i s—a; U-1
L [(s—ai—]jwi)j + (s—ai—jwi)’] =L [(_1)] 12Re(Aij)( ) +

(s—a)?+w®

. . \0-D
(-1)/~12Im(A;) (L) ] = e%tGy; cos(wit + P Ht",  j=1,..,1

(s—a)?+w?

|41
con G;; = —j_i’)! e ¢;; = arg(4;)).

Per quanto riguarda infine la funzione complessiva f(t) si ha infine:

- i Ai,' j— . i . -
f(0) = LHFE)] = Z0 Tl ok U ePt + BT R, Gy cos(wit + iy )t (1.3.16)

con Npr + 2Ncpec = n.

La soluzione generale del problema (1.3.16) induce gia una prima classificazione del poli p; della funzione razionale

fratta, a seconda del loro effetto nel dominio del tempo. Si definiscono quindi:

POLI ASINTOTICAMENTE Re[pi] <0
STABILI (PAS)
POLI INSTABILI (P1) Re[p;] >00Re[p;]=0,1: > 1

POLI SEMPLICEMENTE STABILI  Re[p;] =0,1; = 1.
O OSCILLANTI (PO)

APPLICAZIONE DELLE TRASFORMATA DI LAPLACE Al SISTEMI MECCANICI LTI
STABILITA” ALLA LYAPUNOV
Consideriamo il solito sistema meccanico LTI
&= Cx+d(0), x(t) = Xo. (13.17)

Il punto di equilibrio di tale sistema esistera in generale solo per d(t) = cost e varrax, = C~*d = cost

(nell’ipotesi di C invertibile). Chiamiamo infine la soluzione di tale sistema (p(t, go).

Con riferimento alla Fig. 1.3.1, il punto di equilibrio & detto semplicemente stabile (o oscillante) se
Ve>036>0: x0€ B (56,6) = g(t,go) €B (ge,s) per ognit = 0. (1.3.18)
Il punto di equilibrio & detto invece asintoticamente stabile se vale la (1.3.18) e inoltre
lim ¢ (t; xo) = - (1.3.19)

Il punto di equilibrio & infine detto instabile non valgono né la (1.3.18) né la (1.3.19).
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B(x¢,€)
B(x€)

Figura 1 Stabilita semplice e stabilita asintotica

APPLICAZIONE DELLA TRASFORMATA DI LAPLACE

A questo punto possiamo applicare la trasformata di Laplace al sistema meccanico e trovare in un colpo solo sia
la soluzione generale dell’equazione omogenea (risposta libera) sia la soluzione particolare dell’equazione non

omogenea (risposta forzata) per forzanti generiche:

dove la matrice C & costante e d(t) sono gli ingressi del sistema, Applicando a entrambi i membri I'operatore di

Laplace e sfruttandone la linearita si ottiene:
sx(s) = xo = Cx(s) + d(s) (13.21)
da cui
[sI - Clx(s) = xo +d(s) (13.22)

La trasformata di Laplace ha quindi trasformato un sistema di equazioni differenziali lineari in un sistema di

equazioni algebriche lineari. Chiamando [sI — C] = H, si ottiene quindi (se H & invertibile)
x(s) = H 'xo + H'u(s) = A(s)xo + A(s)u(s) (1.3.23)
Per definizione stessa di inversa di una matrice si ha

_ i+ det(CofHij) Pij(s)
o 1y, — (_ i+j ) R J
(c/l(s))u =(H )lJ =D detH  detH(s)

(1.3.24)

dove Cof Hj; & il cofattore dell’elemento Hjj, ovvero quella matrice che si ottiene a partire da H togliendo I'i-esima
riga e la j-esima colonna. Se ne deduce quindi che tutti gli elementi della matrice A(s) sono funzioni razionali
fratte avente il polinomio det H (s) (di grado gy = 2N) come denominatore (il denominatore & lo stesso per tutti
gli elementi, & quindi una proprieta strutturale del sistema) e un polinomio P;;(s) con numeratore (di grado gy <

2N). I polidi (A(s));j sono quindile radici py con k = 1...2N del polinomio det H (s), ovvero gli autovalori della

matrice C associata al sistema meccanico p; ;4 y = —(;Wy; T jwy; /1 —¢%coni=1..N, aventi ognuno una

pulsazione naturale w,;, una pulsazione propria wp; € uno smorzamento adimensionale {;. Tali radici (i poli del
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sistema) sono quindi uguali per tutti gli elementi di A(s) e rappresentano anch’essi una proprieta strutturale del

sistema.

Ricordando la regola di Hadamard e le regole di antitrasformazione, possiamo subito intuire come la stabilita del
sistema sia determinata dalle caratteristiche dei poli del sistema, a sua volta corrispondenti alle pulsazioni proprie
del sistema e ai suoi autovalori (della matrice H). Quando faremo la trasformata di Fourier vedremo che essi
saranno collegati anche alle pulsazioni di risonanza del sistema, ovvero a quelle pulsazioni in cui il modulo della

risposta del sistema & massimo (massima amplificazione).
Antitrasformiamo dunque I'espressione:
x(s) = H  xo + H Mu(s) = A(s)xg + A(s)u(s) (1.3.25)
x;(s) = X7 Ay ()xo; + X7 Ay () (s).

Essendo I'operatore antitrasformata di Laplace un operatore lineare, si ottiene:

xi(t) = L_l(xi(s)) = Z?Ql L_l[o‘lij(s)]xoj + ngl L_l[Bij(S)u]'(S)] (1326)
. ’: . . NUj(s)
ovvero, approssimando I'input u;(s) come una funzione razionale fratta u;(s) = U’
J
() = L7Y(x,(8)) = 22V, LAy (5) | o) + 22N, L1 | Ay (5) L 13.27
xl(t) - xl(s) - Z]:l [ l](S)]x()] +21=1 l](S) DU]'(S) ( oD )
= _ 2N y-1[ Pij(®) N 7—1| Pij(s) NU;(s)
Xl'(t) =1L 1(Xi(S)) = ZleL 1 [m ij + ZleL 1 [mm] (1328)

La prima parte della soluzione produce la soluzione generale della omogena associata x,(t) (dipendente dalle
condizioni iniziali x( e associata alla risposta libera del sistema) mentre la seconda parte & la soluzione particolare

della non omogenea x,,(t) (dipendente dalla forzante u e associata alla risposta forzata del sistema).

Da un punto di vista formale il sistema di equazioni differenziali LTI € ora completamente risolto perché ogni
componente della 1.3.28, costituito da una funzione razionale fratta, puo essere facilmente antitrasformato nel
dominio tempo usando la regola di Hadamard precedentemente introdotta. Analizzando pero pilu nel dettaglio i
poli della soluzione x(s), essi possono essere divisi tra quelli associati alla risposta libera e quelli relativi alla

risposta forzata:

dZi"I:S()S): i poli della risposta libera x,(t) sono gli zerip;, i =1...2N di detH (s) (gli autovalori del
problema);

- detH (s):ipoli della risposta forzata x,,(t) sono gli zerip;, i = 1...2N didetH (s) e, in piu, tutti i poli

di tutte le componenti della forzante u;(s), ovvero tutti gli zeri q;,, h = 1... N;.

| poli p; sono detti poli intrinseci del sistema (sono i poli associati al struttura stessa del sistema) mentre i poli q;,

sono i poli aggiuntivi introdotti dalla forzante.

Considerando infine la definizione di stabilita alla Lyapunov e la definizione di polo semplicemente stabile
(oscillante), asintoticamente stabile e instabile, possiamo dedurre il seguente importante risultato per la stabilita

dei sistemi meccanici LTI:
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SISTEMA MECCANICO Per tutti i poli vale Rep; < 0, Re q;, <0
ASINTOTICAMENTE STABILE

SISTEMA MECCANICO Per almeno un polo vale Rep; > 0o Re q;, > 0
INSTABILE
Per almeno un polovale Rep; = 0,7, > 10Reqj, = 0,75, > 1

SISTEMA MECCANICO Per tutti i polivale Rep; < 0,Re q;, <0
SEMPLICEMENTE STABILE

Peripolicon Re p; = 0, Re qj, = 0 devoaverer; =1, 1, = 1.

Se ne deduce a latere che, un sistema intrinsecamente stabile (tutti i poli p; del sistema sono semplicemente o
asintoticamente stabili) puo diventare anche instabile a seguito dell'introduzione dei poli aggiuntivi q;; associati

alla forzante.

E’ inoltre utile osservare come, in generale, sia la risposta libera x,(t) che quella forzata contribuiscano alla
soluzione complessiva portando in essa poli semplicemente stabili o oscillanti (PO), poli asintoticamente stabili
(PAS) e poli instabili (P1):

2] PO RISPOSTA TRANSITORIA
Pl

detH(s)

PAS
Py MU RISPOSTA PERMANENTE

PO
detH(s) DU; E——
etH(s) DU (s) ?: PI

Nell'ipotesi in cui non ci siano poli instabili (sistema semplicemente o asintoticamente stabile), i poli
asintoticamente stabili della risposta libera e della risposta forzata vanno a comporre la risposta transitoria (o
transient) del sistema meccanico (destinata a esaurirsi nel tempo). | poli semplicemente stabili (oscillanti) della
risposta libera e della risposta forzata vanno invece a formare la risposta permanente (o steady-state) del sistema
meccanico (destinata a permanere nel tempo senza esaurirsi). Di conseguenza la risposta libera (soluzione
generale dell’equazione omogenea) e la risposta forzata (soluzione particolare dell’equazione non omogenea)
coincidono rispettivamente con la risposta transitoria e la risposta permanente solo nel caso (piuttosto frequente)
in cui la risposta libera ha solo poli asintoticamente stabili (PAS) e la risposta forzata ha solo poli semplicemente
stabili / oscillanti (PO).
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1.4 Serie di Fourier e applicazione ai sistemi meccanici LTI

In questo caso la forzante del sistema
MQ+HQ+KQ=Q(t) (1.4.1)

€ una generica funzione periodica Q(t) di periodo di T e pulsazione principale w, =7n. Possiamo dunque

scomporre la forzante in serie di Fourier, ovvero in tanti input armonici elementari:

Q) = Re[Yi_o cre/@okt], Cr = a — jby (1.4.2)

2 T
ag = ?J‘ Q(t) cos kwot dt
0

2 T
by = ?_f Q(t)sinkwyt dt
0=

1T
4% =;f0 f@®)dt, by =0.

APPLICAZIONE DELLA SERIE DI FOURIER Al SISTEMI MECCANICI LTI

A questo punto possiamo applicare la serie di Fourier al sistema meccanico e trovare la soluzione particolare
dell’equazione non omogenea (risposta forzata) per forzanti periodiche. A tal scopo é sufficiente usare il principio

di sovrapposizione degli effetti, proprieta fondamentale dei sistemi meccanici lineari.

Usando il principio di sovrapposizione degli effetti, la soluzione dell’equazione non omogenea sara dunque la

combinazione dei corrispondenti output armonici elementari:
Gno(t) = B0 i (t) = Re(Tilo[a(kwo)cxe! o ]), gy (t) = Re[a(kwo)ciel o). (1.4.3)

Se applichiamo poi il teorema di sovrapposizione modale sulla generica armonica della soluzione, si ha:

H H . i
q:(t) = Re[a(iwg)c;e/®o] = Re [Ziﬁ Mgeﬁ"ﬂ“] =Re [Ziﬁl( A )ng e]w"lt]- (1.4.4)

L jwoi-sy Jjwoi=si

1.5 Trasformata di Fourier e applicazione ai sistemi meccanici
LTl

La trasformata di Fourier di una funzione (un segnale, una misura, etc.) & definita come
F(w) = Fu(f(t)) = [*_f(t)e/*tdt, f:R->R, F:R-C (1.5.1)

F(w)=Fu(f(©) = [ f(©®eT/*'dt, f:R—>R", F:R-C". (1.5.2)
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Al contrario della trasformata di Laplace, in questo caso anche |'antitrasformata di Fourier & “semplice” da

calcolare:
f(©) = Fu'(F(w)) = [ F(w)e**dw, f:R—>R, F:R->C (1.5.1)

f(&) = Fu'(F(@)) = [, F(w)e/*'dw, f:R—>R", F:R-C". (1.5.2)

L'interpretazione fisica dell’antitrasformata di Fourier & molto importante. Essa infatti, generalizzando la serie di
Fourier, mostra come il segnale f(t) venga scomposto in una somma infinita non numerabile (un integrale) di

singole componenti armoniche elementari F (w)e/®t.

Normalmente modulo e fase della funzione F(w) = |F(w)|e/?F(®) vengono rappresentati nei cosiddetti

diagrammi di Bode (si veda la Fig. 1.5.1). Tali diagrammi normalmente sono logaritmici per praticita.

A dB(|F(w)|) = 20log;o|F(w) A or(w)

> l0giow > log,pw
Figura 2 Grafico della funzione F (diagrammi di Bode)

Elenchiamo ora alcune proprieta di tale trasformata:
1) LINEARITA’
Fu(af1+bf2) =aFu(f2)+bFu(f2) =aF1+bF2 (153)

2) TEOREMA DI DERIVAZIONE (manda funzioni razionali fratte in funzioni razionali fratte)

Fu(f’(t)) = jwF(w) (1.5.4)
Fu(f(®) = ()" F(@)

3) TEOREMA DI INTEGRAZIONE (manda funzioni razionali fratte in funzioni razionali fratte)

Fu [fotf(r)dr] = jin(w) (1.5.5)
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4) TEOREMA DEL RITARDO (non ho piu funzioni razionali fratte)
Fu(f(t—r)) = e JYUTF(w) (1.5.6)

Fu(f(t)e/®t) = F(w — wy)

5) TEOREMA DELLA SCALATURA

w

Fu(f(at)) = ﬁF(— (1.5.7)

lal

6) TEOREMA DI SIMMETRIA
F(—w) = F(w) (1.5.8)

|F(—w)| = |F(a))| = |F(w)| (il modulo di F & una funzione pari)

or(—w) = pr(w) = —@p(w) (lafase di F & una funzione dispari)

7) TEOREMA DI PARSEVAL
[S21f@®1Pde = [F71F (0)2de (1.5.9)

8) TRASFORMATA DI LAPLACE VS TRASFORMATA DI FOURIER

F(w) = Fu(f(v) = L(f(t))|s=jw = F(8)|s=jw (1.5.10)

Tale fatto & vero se F(w) e F(s) esistono, se il dominio di convergenza di F(s) contiene l'asse

immaginario e se f(t) = 0 pert < t, (dove t, & un tempo di riferimento iniziale).

APPLICAZIONE DELLA TRASFORMATA DI FOURIER Al SISTEMI MECCANICI LTI

A questo punto possiamo applicare la serie di Fourier ai sistema meccanici e trovare la soluzione particolare

dell’equazione non omogenea (risposta forzata) per forzanti generiche:
M{+Hq+Kq=Q(@). (1.5.11)
Definiamo intanto la trasformata di Fourier di input e output
Q) = [77 Qe et dt, G(w) = ["7 q()e @ dt (1.5.12)

e applichiamo I'operatore di Fourier alle (1.5.11), ottenendo grazie alla sua linearita e alle proprieta appena

descritte:

(—w’M + wjH + K)§(w) = Q(w) (1.5.13)
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G(w) = a(w)Q(w) = (—w’M + wjH + K) 7' Q(w). (1.5.14)

Si noti che, anche in questo caso, tutti gli elementi della matrice di ricettanza ;(w) sono funzioni razionali fratte

della forma

_ Pjj(w) _ 2 ,
a;j(w) = TotH(@) H(w) = —w*M + jwH + K. (1.5.15)

La risposta forzata nel tempo (soluzione dell’equazione non omogenea) sara quindi:

+

Tno®) = [ G(w)e/® do = [ a(w)Q(w)e** dw. (1.5.16)

Se applichiamo poi il teorema di sovrapposizione modale alla generica componente della risposta §(w) =

a(a))g(w), si ha:

- ~ (ark afk) ~ a5 8 (@)
1) = a(@)Q(@) = 5% LI o) = 57, (L) g,

jw—sx —

Per capire come il sistema meccanico LTI agisce sull'input (la forza) per produrre I'output (la forze) é utile

concentrarsi sul caso monodimensionale:
Gno@®) = [ G(w)e’* dw = [77 a(w)Q(w)e!** dw. (1.5.17)
In questo caso si nota come, essendo
() = [G()[e7), (@) = 10(W)|e’*e),  a(w) = |a(w)|e*", (1.5.18)

la componente armonica elementare dell’'output Q (w)e’“* associata alla generica pulsazione w viene modificata

dal sistema nel seguente modo per produrre la componente armonica elementare dell'input §(w)e’®*:

G(w)el@t=|G(w)|e/ @a@* D= q(w)F(w)e = |a(w)]|F(w)]|/Cateal@ren (15 19)

Si ha dunque che il sistema meccanico LTI amplifica il modulo dell’input di un fattore |a(w)| e ne sposta la fase di

una quantita |a(w)|:
|G(w)] = |a(w)]1Q(w)] (1.5.20)
Pq(w) = @a(w) + ¢5(w).

A livello ingegneristico assume quindi grande importanza il modulo in quando esso rappresenta I'entita delle

vibrazioni presenti sulla macchina a una certa pulsazione w.

Cerchiamo ora di capire come si comporta la trasformata di Fourier F(w) = |F(w)|e/?F(®) di una funzione f(t)
andando a studiare il suo modulo |F(w)]| e la sua fase pz(w). A seconda dei nostri scopi, la generica funzione
razionale fratta F(w) che studieremo potra essere una componente della risposta forzata del sistema §;(w)
(spostamento), una componente della forzante esterna Q]-(a)), una componente della matrice di ricettanza

aij(a)) o, in generale, la trasformata di Fourier di una qualunque segnale misurato sulla macchina.

Nel caso della forzante Q;(w) si ha (vedi il capitolo sulla trasformata di Laplace)

NQj(w)
DQj(w)’

F(w) = Qj(w) = (1.5.21)
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nel caso della ricettanza a;; (w) avremo

Pij(w)
Flw) = aij(@) = s (1.5.22)

mentre nel caso dello spostamento §;(w) si ha (mettendo a denominator comune):

Pij(w) NQj(w) _ 1 Ri(w)
etH(w) DQj(w)  detH(w) l'[?’=1DQj(a))'

F(w) = gi(w) = XL 5 (1.5.23)
Partiamo quindi considerando la generica funzione razionale fratta espressa nel dominio della variabile s (ovvero

la trasformata di Laplace della nostra funzione f(t)):

NG _ Hj-vzzl(s—zz-)

1.5.24
D(s) 1N (s-po) ( )

F(s) =
dove z; e p; sono tutti i poli dei sistema ed A & la costante di ampiezza. Anche in questo caso supporremo N, <
Np. Mettendo la funzione razionale fratta in forma normale e separando zeri / poli reale da zeri / poli complessi

coniugati, si ottiene:

N(s) _ T (4 Tis) T2 2(52 035+ 23215/ 0nzit 1)
F(s) =—= 1.5.25
() D(s) 9 ]'[i=p1r(1+'ris) ]'[l.ff/ (sz/wflpi+23pis/wnpi+1) ( )

dove Wyzi, Wnpis Fnzir 3npi SONO le pulsazioni naturali e gli smorzamenti adimensionali di zeri e poli complessi, T;
e T; sono le costanti di tempo di poli e zeri reali, & il guadagno statico della funzione e il parametro g conta il
numero di zeri e poli presenti nell’origine (nello 0). Conviene inoltre introdurre le pulsazioni proprie associate a

zeri e poli wp,;, Wpp;, definite come segue:
- POLIREAL: Wpp; = —1/T;, D, = Wppi
- ZERIREAL: Wpy = —1/T;, D, = Wpp;
- POLI COMPLESSI: Wpp; = Wnpi+/f 1- Spizl b, pi = —3piDnpi ijwnpi Spl —3piDnpi +]prl
- ZERICOMPLESSL: Wp,; = Wnyzin/ 1 = 3% ZiyZ; = —3iWnzi T jOnzin 1 — 322 = =321 Wnzi L jwpy; -

Con riferimento alla nomenclatura introdotta, nel caso in cui F(s) = aij(s) , gli autovalori del sistema
(corrispondenti ai poli del sistema) saranno dunque S; i1y = —ZpiWnpi £ jOnpi/1 — 3pi2 = —Zpi@npi £ jOpp;-

Occorre quindi sottolineare nuovamente la stretta corrispondenza, a livello si sistemi meccanici LTI, tra i concetti
di autovalore (e quindi auto vettore e modo di vibrare), pulsazione propria, polo della funzione di trasferimento

(ricettanza) e, come vedremo tra poco, pulsazioni di risonanza (laddove I'amplificazione della vibrazione dovuta al

sistema meccanico € massima).

Possiamo ora finalmente passare nel dominio della frequenza (della pulsazione in realta) sfruttando direttamente

la proprieta:

F(w) = Fu(f(®) = L(fF®O)|,_,, = F®)ls=jo (1.5.26)

s=jw

e ottenendo la trasformata di Fourier della nostra funzione f(t):
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N . Nzc/2 .
_Nw) _ p Hi=zlr(1+Ti]“)) Hi:f/ (_wz/wizi*’z&i/w/wnzi‘*l)
= == N - Npc/2 - .
D(w) (Jw)d ]'[L.:plr(1+'ri1w) ]'[L.:pf/ (—wz/wflpi+23pi1w/wnpi+1)

F(w)

(1.5.27)

Per fare il grafico della funzione razionale fratta F (w) = |F(w)|e/?F(“) faremo uso dei diagrammi di Bode per il
modulo |F(w)]| e per la fase ¢ (w) (si veda la Fig. 2). Il tracciamento dei diagrammi di Bode di F(w) in generale
e complicato e richiede l'utilizzo di software numerici. Tuttavia, sotto un’opportuna ipotesi, 'andamento
qualitativo di |F(w)| e ¢r(w) puo essere studiato approssimativamente mediante i diagrammi di Bode asintotici.
Tali diagrammi sono costituiti da delle spezzate e, se l'ipotesi di lavoro e ben verificate, tali spezzate ben
approssimano il comportamento dei diagrammi veri. Chiaramente, anche se l'ipotesi & verificate, il tracciamento
dei diagrammi veri e la valutazione dell’errore commesso usando i diagrammi asintotici richiedono comunque

I'utilizzo di software numerici.

L'ipotesi di lavoro dietro I'utilizzo dei diagrammi di Bode asintotici prevede che le pulsazioni proprie associate a
zeri e poli wp,;, wpp; siano “sufficientemente seperate tra loro”. Sl noti che non stiamo chiedendo che gli zeri e,
soprattutto, i poli abbiano molteplicita unitaria (zeri e poli semplici). Sia zeri che poli possono naturalmente essere

anche multipli in questo caso.

Prima di tutto devo ordinare in senso crescente le pulsazione proprie di zeri e poli wp,;, wpp; ottenendo un’unica
sequenza di pulsazioni wq, w,, w3, .... Successivamente riporto queste pulsazioni proprie sulle ascisse dei due

diagrammi di Bode. (si veda la Fig. 3).

A dB(lF(w)DI ERRORE

PARTE QUASI-STATICA

0 w1 ) w3 Wy logow

PULSAZIONI PROPRIE | [ RicoNANZA ANTI-
DI POLI E ZERI RISONANZA
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'T CPF('CU) . D. DI
E i EI:RRORE SEE
' ' [ p. o1 ASINT.
: . | BODE /‘

W A W

1 2 3

0 logiow
SEPARAZIONE

Figura 3 Diagrammi di Bode per il modulo e per la fase

Occorre poi determinare il comportamento quasi-statico (per piccole w) del grafico di |F(w)| e ¢r(w), ovvero il
primo tratto della spezzata che costituisce i due diagrammi di Bode asintotici. Quando il primo tratto di tale
spezzata incontra la retta verticale corrispondente alla prima pulsazione propria w4, comincia il secondo tratto di
spezzata (caratterizzato da pendenze diverse) che arrivera fino alla seconda pulsazione propria w,. Il calcolo delle
nuove caratteristiche del secondo tratto di spezzata (la pendenza tra w; e w,) pud essere fatto mediante
opportune regole che riassumeremo a breve. Il tracciamento della spezzata con pendenza opportuna (e quindi dei
diagrammi di Bode asintoci) puo quindi proseguire in questo modo fin quando necessario (nell’intervallo tra w, e

w3, in quello tra w; e wy e cosi via).

Il calcolo dell’andamento quasi-statico di |F(w)| e ¢@r(w) (e quindi della relativa pendenza) pud essere
facilmente effettuato con la (1.5.27) supponendo che w sia piccolo (prossimo a 0):

F(w) = (,-Z)g (1.5.28)

_ul
|F(w)| = Twlo

dB(|F(w)]) = 20 logyo|F(w)| = 20 logyolk| — 20g log,o @
pr(w) =@, — gg. (1.5.29)

Le regole per il calcolo della pendenza negli intervalli successivi al primo ( tra w, e w5, in quello tra w5 e w, e cosi

via) sono riassunte nella seguenti tabelle (Tab .1 e Tab. 2).
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ZERO REALE cambiamento pendenza: + 20 dB/dec per la relativa molteplicita

POLO REALE —20dB/dec v

ZERO COMPLESSO CONIUGATO +40dB/dec v

POLO COMPLESSO CONIUGATO —40dB/dec v

ZERO NELL'ORIGINE +20dB/dec v

POLO NELL'ORIGINE —20dB/dec v

Tabella 1 Regole per il tracciamento del diagramma di Bode asintotico per il modulo
Re <0 Re >0
ZERO REALE +E per la ZERO REALE _r per la
2 molt. 2 molt.

POLO REALE _g “ POLO REALE +g “
ZERI COMPLESSI CONIUGATI +1 “ ZERI COMPLESSI CONIUGATI T v
POLI COMPLESSI CONIUGATI -1 v POLI COMPLESSI CONIUGATI +71T “
ZERO ORIGINE +1 “ ZERO ORIGINE +7 “
POLO ORIGINE -1 v POLO ORIGINE -7 v
COSTANTI >0 0 “ COSTANTI >0 0 v
COSTANTI <0 -1 v COSTANTI <0 -7 v

Tabella 2 Regole per il tracciamento del diagramma di Bode asintotico per la fase

Solitamente, per la generica funzione razionale fratta

Flw) = %, Iy <Y9p 9y =Nzc+ Nz, g, =Ny + Ny, (trascurando poli e zeriin 0) (1.5.30)
le pulsazione proprie associate ai poli della funzione razionale fratta F (w) (radici di D) wpy,; sono dette pulsazioni
di risonanza (se si esclude lo 0, in numero pari Np./2 + Ny,) e corrispondono ai valori dove il modulo |F(w)]
assume un massimo. Le pulsazioni proprie associate agli zeri della funzione razionale fratta F (w) (radici di D) sono
dette pulsazioni di antirisonanza (se si esclude lo 0, in numero pari N,./2 + N,,.) e corrispondono ai minimi del
modulo |F(w)].

Nel caso in cui

N(w) Pij(w)
F(w) = TZ:) = aij(w) = m, (1.5.31)

si ha che 9y <9, = 2N. In tal caso le risonanze sono sempre N,,./2 + Ny, e sono sempre le stesse per tutti gli
elementi della matrice aij(a)) (sono cioé una proprieta strutturale del sistema). Al contrario le antirisonanze

possono cambiare. Si puo dimostrare che, sei = j, le antirisonanze sono% + N, — 1 e ogni antirisonanza e

situata in mezzo a due risonanze. Se invece i € diverso da j, le antirisonanze sono < % + Ny, — 1 e non puo

esserci piu di una antirisonanza in mezzo a due risonanze (in certi casi quindi saranno presenti e in altri no.).

Concludiamo sottolineando come il diagramma asintotico di Bode sia una buona approssimazione del vero
diagramma di Bode quando siamo lontani dalla pulsazioni proprie di zeri e poli wp,;, wpp; (€ quindi lontani da
risonanze e antirisonanze). Da qui la condizione che tali pulsazioni siano ben separate tra loro (la nostra ipotesi di
lavoro). Se cosi non fosse, non avremmo tratti in cui I'approssimazione del diagramma asintotico di Bode e buona.

La valutazione dell’errore commesso vicino alle pulsazioni di zeri e poli wp,;, wpy; (€ quindi vicino a risonanze e
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antirisonanze) richiede comunque I'utilizzo di software numerici cosi come il tracciamento del vero diagramma di
Bode.

APPLICAZIONE: SISTEMI MECCANICI LTI SOGGETTI A FORZANTI ARMONICHE

Dimostriamo qui un’importante proprieta dei sistemi meccanici LTI: se un sistema meccanico LTI viene forzato in
modo armonico a una certa frequenza, risponde in modo armonico alla stessa frequenza con modulo e fase
differenti.

Consideriamo il sistema meccanico LTI a N DOF
MQ+HQ+KQ=Q(t). (1.5.32)

forzato in modo armonico (da qui in avanti useremo una notazione “element-wise” per vettori e matrici al fine di

compattare i calcoli):
Q(t) =Re (Qoej“’ft) = %mocos(wft + o). (1.5.33)
In tal caso si ha
A — (*® —jot gp — 1 _ jwgo/wy
-_ - 0 - . . .
Qw)=["_ Q(t)e dt =-m, [6(w + wf) + 6(w — wy)]e (1.5.34)
Dal momento che la risposta forzata del sistema sara
Ino(®) = [ G(w)e/ dw = [*7 a(w)Q(w)e/*t dw, (1.5.35)
si ottiene per la generica componente della risposta

Inoi(®) = [2 2N (@) Qj(w)e/®t dw = (1.5.36)

+00 N 1 ] ' |
= J Z . 1_ |a(w)ij|e]§00lij(w) [m0][6(w + (,()f) + 6(0) — wf)]e](d(poj/a)f]ejwt do =
—00 ]:
— N 1 J‘pal(wf) e](poe]a)ft ]wal(—wf) _j(p()' —jwft _
= j=15[|0((wf)ij|€ j my;e "V + |a(—(uf)ij|e j mg;e ' *e ] —
! 1 (009, (w0f)+wst —j(@o+0g. (0f)+wst
- Z |a(wf)ij|m0j5[e] Poj T ay\CHITOrE 4 TP T ay O f] =
Jj=1

N
= Zj=1 |a(wf)ij| my; COS ((poj + (pa,-,-(wf) + a)ft)

dalla quale si conclude che
Gno(t) = Ma(wf)mo cos (a)ft +¢o + <I>a) = (1.5.37)
= Re(Ma(wf)ej‘bamoejf"ej“’ft) =

= Re(a(w)moejf"ej“’ft) =
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= Re (a(w)goefwft) =

= Re (goej“’ft). QED
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2. VIBRAZIONI FLESSIONALI LIBERE: ROTORI RIGIDI

Tipico schema di rotore rigido e cuscino a molla 3D

Cominciamo ora lo studio della dinamica delle macchine rotanti 1D (aventi una dimensione prevalente,
coincidente con I'asse di rotazione principale). La dinamica 1D delle macchine rotanti fa ampio uso della teoria
della trave 1D nello spazio che ha localmente 6 gradi di liberta (degrees of freedom, DOF). Si veda la Fig. 4
(convenzionalmente si sceglie I'asse z; del sistema di riferimento inerziale lungo I'asso di rotazione). Questi 6 DOF
si dividono in DOF traslazionali (traslazione lungo xy, yr, zr) e DOF rotazionali (rotazione attorno a x;yy, z¢). Nella
teoria della trave 1D le traslazioni lungo xy, ys e le rotazioni attorno a xy, y; sono detti DOF flessionali, la rotazione

attorno a z; e detta DOF torsionale e la traslazione lungo a yy € detta DOF assiale.

GENERICO PUNTO
DELLA TRAVE

G CONFIGURAZIONE
- DEFORMATA

Of 2z Gy Zso CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA
TEORIA GENERALE | TEORIA FLESSIONALE DELLA TRAVE 1D A 4DOF |
DELLA TRAVE 1D A
6DOF U TRAS. X @ ROT.X
U TRAS.Y Y RoTY
U\ TRAS.X 6\ RoT.X | TEORIA TORSIONALE DELLA TRAVE 1D A 1DOF |
Q=<v) TRAs.Y @ =(¥ | RrOTY ® rorz
w/ TRAS.Z @/ ROT.Z

| TEORIA ASSIALE DELLA TRAVE 1D A 1DOF |
W TRAS.Z

Figura 4 Teoria 1D della trave nello spazio
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Sotto alcune ipotesi che vedremo, non & necessario studiare la dinamica delle macchine rotanti 1D con la generica
teoria della trave 1D nello spazio a 6 DOF ma sara possibile disaccoppiare e studiare separatamente la dinamica
flessione (teoria flessionale della trave a 4DOF) da quella torsionale (teoria torsionale della trave a 1 DOF) e da
guella assiale (teoria assiale della trave a 1DOF). Quando tali ipotesi non saranno verificate, allora sara necessario
I'impiego una teoria della trave 1D a 6DOF. In questi casi tuttavia, la complessita computazionale di tali teoria
rende tale approccio non molto conveniente (soprattutto se si considera il compromesso tra accuratezza ed

efficienza) ed e consigliabile passare direttamente a una modellazione 3D della macchina rotante (come vedremo).

In questo capitolo studieremo la dinamica flessionale 4DOF libera (senza forzanti) di macchine rotanti 1D (aventi
una dimensione prevalente coincidente con I'asse di rotazione principale) approssimabili come corpi rigidi. Nel
caso di rotore rigido non ha particolare importanza studiare la dinamica torsionale e la dinamica assiale dal
momento che tali dinamiche si ridurrebbero banalmente a quelle di un corpo rigido che ruota attorno a un asse

fisso e che trasla lungo una direzione fissa.

2.1 Equazioni di moto (approccio Newtoniano)

Troviamo ora le equazioni generali della dinamica del rotore rigido (corpo rigido assialsimmetrico, avente quindi
una dimensione prevalente coincidente con I'asse di rotazione principale) nello spazio ancorato al telaio mediante
due cuscini. A tal scopo useremo le equazioni cardinali della dinamica e per adesso modelleremo semplicemente
i cuscini come delle molle tridimensionali. Le equazioni descrivono completamente il moto di qualunque rotore
rigido e sono non lineari. Successivamente, come vedremo, linearizzeremo il problema studiando i “piccoli

spostamenti” attorno alla configurazione nominale e considereremo solamente la dinamica flessionale del sistema

(i 4 DOF flessionali).
ﬁ

CONFIGURAZIONE
DEFORMATA

CUSCINI

CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA

Figura 5 Rappresentazione schematica di un rotore rigido

Con riferimento alla Fig. 5, supponiamo che il rotore abbia massa e tensore d’inerzia (scritto rispetto alla terna

solidale principale d’inerzia con asse z rivolto lungo I'asse del rotore stesso) noti:
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I, 0 0
m, og=10 Iz O (2.1.1)
0 0 I,

dove I; & il momento d’inerzia diametrale del rotore e I & il momento d’inerzia polare. Lo stato del corpo rigido

e descritto dal suo centro di massa e da una terna di angoli di Eulero:

u 7]
G= <V> ¢ = (ll}) (2.1.2)
w T \g

in cui le componenti di G rappresentano le traslazioni spaziali lungo x, Y, z5 e le componenti di ¢ rappresentano

le rotazioni attorno agli assi xf, Yy, Z¢. A livello di velocita si ha inoltre
. u . 9’
G=|v| o¢=|v (2.1.3)

da cui introducendo le matrici di Eulero si ottiene la velocita angolare scritta nel sistema fisso e in quello solidale:
W =T (), w5 =To(P). (2.1.4)

Scegliendo una composizione ZXY per gli angoli di Eulero, la matrice di rotazione che la lega la terna solidale a

quella inerziale & data da:

R($) = R(9)R:(O)R, (%) (2.1.5)

cos(p) —sin(p) 0 1 0 0 cos() 0 sin(y)
R,(p) = <sin(<p) cos(¢p) 0), R,(0) = (0 cos(6) —sin(9)>, R,(¥) = ( 0 1 0 )
0 0 1 0 sin(@) cos(0) —sin(y) 0 cos(y)

dove naturalmente RRT = RTR =1, R = R~ e det(R) = 1. Per una composizione degli angoli di Eulero ZXY la

matrice Tr assume la forma
cos(p) —sin(p)cos(8) 0
Tf(g) = sin(¢p) cos(¢p)cos(8) O |. (2.1.6)
0 sin(0) 1
Ricordando infine che per definizione ws = Rwj, sostituendo nella (2.1.4), si ha:

T; (¢) = RT,(@). (2.1.7).

Possiamo adesso introdurre le equazioni cardinali della dinamica:

. . . (2.1.8)
Kop=M° . Kos=M°,
in cui Ky = 0grwy 0 Ks = 0gsws. Ricordando che K¢ = RK;s e wy = Rwg, si ha che:
ogr = RogsR”. (2.1.9)
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La (2.1.9) e importante perché mi permette di calcolare semplicemente ;¢ (tensore d’inerzia scritto in terna fissa
e quindi variabile) in funzione di g (tensore d’inerzia scritto in terna solidale e quindi costante e molto semplice
da usare). A questo punto, a seconda della comodita, possiamo scrivere la seconda delle (2.1.8) sia nel sistema

fisso che in quello solidale
d T _
= [RogsRTwr| = Mer (2.1.10)

. _ pe
OsWs + Ws X 0gsws = M Gs

(2.1.11)

Nel nostro caso, noi sceglieremo I'equazione scritta nel sistema inerziale. Per completezza riportiamo anche
I'espressione dell’energia cinetica del corpo rigido (il nostro rotore) che ci sara utile in seguito quando

applicheremo I'approccio lagrangiano ai rotori elastici:
T = lm||G' ||2 +la)T Ro:RTw (2.1.12)
oMby 2L ROgsh Wy -

Per quanto riguarda questo esempio, supporremo che le azioni esterne Eef, M¢® ;¢ includano le azioni dovute ai

cuscini F4 EBf, MAGf, MBGf (che modelleremo come semplici elementi di forze, ovvero molle tridimensionali)

f

ed eventuali forzanti esterne agenti sulla macchina non meglio precisate Eextf, Mextcf :

e _rA B ext
Fe =F" +FF +F (2.1.13)

e — A B ext
Me, =M" +MP MO

— Gf f

Trattando i cuscini come delle semplici molle tridimensionali, possiamo scrivere le relative azioni come:

kxxA kyxA kZXA Cxxy Cyxy Czxy ' ' ' '
EAf = kx}’A kY}’A kZYA (Af - Ao) - (nyA Cyya CZ}’A) (Af - AO) = _KA(Af — AO) - CA(Af — AO)
Ky Kyzy Koz, Cxzy  Cyz,  Crzg
(2.1.14)
kxxB k}’xB ksz Cxxg Cyxg Czxp ‘ ‘
EBf = - kxyB kyyB kzyB ' (Ef - EO) - <nyB Cyys CZYB) ' (Ef - Eo) =
XZp kyzB kzzB Cxzp  Cyzp  Cazp

= —Kp(Bs — Bo) — Kg(Br — By)

in cui abbiamo supposto i cuscini asimmetrici come nella realta (matrici di rigidezza e smorzamento dei cuscini

asimmetriche) e

0 0
4f=gf+R45,45=40=<0>, §f=gf+R§S,§S=AO=<o>, (2.1.15)

Ap = Gr+wr x (Ar = Gr), By = Gy + wp X (B — Gp).
L’asimmetria delle matrici di cuscino produrra, come vedremo tra poco, I'asimmetria del sistema meccanico LTI
che dovremo risolvere. Per quanto riguarda infine i momenti, considereremo il momento meccanico prodotto dai
cuscini ma per ora trascureremo il momento intrinseco prodotto dai cuscini stessi (ad esempio a causa delle

dissipazioni). Si ha quindi semplicemente:
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MA. =Gr+ (A —Gr)xF*,, MP. =G+ (B —Gr) x FP . (2.1.16)

Le equazioni non lineari generali per lo studio del moto di un rotore rigido (corpo rigido assialsimmetrico, avente

quindi una dimensione prevalente coincidente con I’asse di rotazione principale) sono ora complete. E’ opportuno

sottolineare che, in virtu delle proprieta di un corpo rigido, e sufficiente studiare il comportamento di G¢ e ¢.

Questo e vero perché, se io volessi poi studiare come si comporta un’altra sezione della macchina (ad esempio la

sezione in 4 dove si trova un cuscino), sarebbe sufficiente usare le formule fondamentali dei corpi rigidi (2.1.15).

Per concludere, facciamo due ipotesi di lavoro fondamentali che, tra le altre cose, garantiscono nel caso di rotore

rigido anche il disaccoppiamento fondamentale tra dinamica flessionale (a 4DOF), dinamica torsionale (a 1DOF) e

dinamica assiale (1DOF):

1)

2)

consideriamo solamente i gradi di liberta flessionali (visto che il nostro scopo e studiare la dinamica
flessionale). In altre parole, delle 6 equazioni cardinali (2.1.8) considereremo solo la prima (traslazione
lungo x¢), la seconda (traslazione lungo yr), la quarta (rotazione attorno a xy) e la quinta (rotazione
attorno a yr). Faremo inoltre le seguenti assunzioni sulle variabili del problema (soprattutto quelle

relative ai DOF non di interesse):

u . u .. il
£=< v ) Q=( v >,Q=( 17 ) (2.1.17)
w=20 W= w=0

0 . 4 ) o
=0

@ = Q = cost @=0
dove Q) & la speed della macchina (la velocita di rotazione della macchina attorno al suo asse di rotazione

principale).

linearizziamo poi il problema nell’intorno della configurazione nominale. In altre parole, studiamo il
problema ai “piccoli spostamenti” nell’intorno della configurazione in questione. Da un punto di vista
fisico, consideriamo tutte variabili del problema (vedi la (2.1.17)) piccole (eccetto ovviamente la speed
della macchina Q) e consideriamo piccole anche le loro derivate. Applicare questa ipotesi alle equazioni
cardinali (2.1.8) equivale a considerare solamente i termini di ordine 0 (le costanti) e i termini di ordine 1

(la variabili stesse), ignorando qualunque altro termine di ordine superiore.

Applicando le due ipotesi di lavoro alle equazioni (2.1.8), si ottengono, dopo aver riordinato opportunamente i

termini, le equazioni della dinamica flessionale (a 4 DOF) per un rotore rigido:

dove

u
M + (G + C)g + Kq = Q, =g (2.1.18)
Y
m 0 0 O 0 0 0 0
o m o o] . T oo o0 o . .
M = 00 I 0 simmetrica definita positiva, G = 00 O I, antisimemtrica (2.1.19)
0 0 0 I 0 0 -, O
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/ kyx, + Kxxy Kyxp +Kyxp kyx,@ —kyxyb  kyx,b —kyy,a \
K= Raya thxyy Ky, +kyyg Ryya@ = lyysb  —kxy,a+ kyyb
akyy, — bkyy, kyy,a—kyy,b azkyyA + bzkyyB —azkxyAa — bzkxbe
_akxxA + bkxxB _kyan + kybi —azkyxA - bzkyxB kxanZ + kxxAbz

M é la matrice di masse del sistema, G la matrice giroscopica e K la matrice di rigiezza. La matrice di smorzamento

C e “identica” alla K, basta semplicemente sostituire le k con le c. La forzante é infine:
t
i
ext
Q= Fyf
- Mext
xf

ext
Myf

(2.1.20)

Si noti come la matrici di rigidezza e smorzamento K e C sono asimmetriche a meno che, caso piuttosto
improbabile, non siano simmetriche la matrici dei cuscini (cuscini simmetrici) e non sia geometricamente
simmetrico il rotore rigido. Inoltre, in accordo con quanto detto nel paragrafo 1.2, solamente la parte simmetrica
della matrice di smorzamento C = Cs + C, produce effettivamente un effetto smorzante a livello fisico e quindi a

livello di smorzamento modale (la matrice giroscopica G non contribuisce in quanto antisimmetrica).

In questo particolare sistema solo i cuscini contribuiscono alla rigidezza e alle smorzamento dal momento che il

rotore é rigido e non ci sono di conseguenza né la rigidezza strutturale né lo smorzamento del materiale.

Naturalmente nel caso di moto libero saranno assenti forzanti esterne vere e proprie Q = 0 e avremo:

Mg+(QG+C)Q+Kg=Q. (2.1.21)

2.2 Diagrammi di Campbell, whirl libero, classificazione modale
e mappa modale

Analizziamo ora la soluzione dell’equazione:
MG+ (QG+C)g+Kqg=0. (2.2.1)

Come detto nel paragrafo 1.2, I'analisi ci dice che la soluzione libera (associata al moto libero) ha la forma:

() =X ciqest N=4 (2.2.2).
dove
U
. 2 . 4% N
Ski+N = —CWnk & jwnk [1 = (" = =G £ jopr, Qe = 6, |© Qv =T k=1..N
Yr
(2.2.3)

sono gli autovalori (associati alle pulsazioni proprie wp;) e gli autovettori del problema (associati alle deformate

modali).
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| modi di vibrare del sistema sono definiti invece come

u; (t)
q:(t) = Zigg = Re(q;e*"). (2.2.4)

Pi(t)

Si noti che il sistema ha 8 autovalori (4 coppie complesse coniugate), 8 autovettori (4 coppie complesse coniugate)
e 8 modi di vibrare (4 coppie uguali). Di conseguenza le pulsazioni naturali / proprie e gli smorzamenti modali

distinti saranno solamente 4.

Naturalmente sia gli autovalori che gli autovettori del problema dipendono dal parametro Q (la velocita di

rotazione / speed della macchina):
Si(‘Q‘)' wni(Q)l wPi(‘Q‘)r {1(0), QL(Q) con Q€ [0 Qmax]- (225)

E’ dunque molto importante capire a livello qualitativo questa dipendenza sia per il autovalori (tramite il
diagramma di Campbell) che per gli autovettori (tramite lo studio del moto (whirl libero) e la classificazione

modale). Il tutto sara infine riassunto dalla mappa modale.

Partendo dallo studio degli autovalori, si usa descrivere la dipendenza delle pulsazioni proprie o naturali
Wi (Q), wp; () e degli smorzamenti modali {;(Q2) da Q in due diversi diagrammi Campbell (si veda la Fig. 6). In
questo caso il sistema ha solamente 4 pulsazioni naturali / proprie e gli smorzamenti modali e quindi i diagrammi
di Campbell sono formati da 4 rami. Tali pulsazioni costituiscono un grappolo (I'unico di un rotore rigido). Come
sara piu chiaro quando studieremo i rotori elastici, se I'ipotesi di disaccoppiamento delle dinamiche flessionali,
torsionali e assiali e verificata, gli autovalori relativi ai DOF flessionali tenderanno a raggrupparsi in grappoli di 4
mentre gli autovalori relativi ai DOF torsionali non formano alcun raggruppamento (sono indipendenti tra loro o
formano “grappoli di un solo elemento”) cosi come gli autovalori relativi ai DOF assiali. Purtroppo, se I'ipotesi di
disaccoppiamento delle tre dinamiche non & piu verificata, gli autovalori relativi alla dinamica flessionali tendono

a perdere la tendenza a raggrupparsi.

wpi(Q) 2.(Q)
A :h

APERTURA

SEPARAZIONE

v

Figura 6 Diagramma di Campbell per il rotore rigido
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Guardando alla Fig. 6 si nota come le pulsazioni naturali / proprie solitamente tendono a un valore asintotico per
Q grandi mentre questo non & vero per gli smorzamenti. La separazione e |'apertura dei rami dei diagrammi di
Campbell cresce se aumentano I'asimmetria e I'anisotropia dei cuscini e se aumentano gli effetti giroscopici (1,

(quindi per Q) grande o per I, grande).

Passando poi allo studio degli autovettori, € importante introdurre la classificazione modale, ovvero un elenco
qualitativo dei principali modi che il sistema puo presentare (solitamente elencati al crescere della pulsazione

naturale / propria).

Il primo modo a comparire solitamente in frequenza ¢ il cosi detto modo di bouncing (rimbalzo), rappresentato

in Fig. 7.

Figura 7 Rappresentazione 3D del modo di bouncing

La rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di
rivoluzione attorno all’asse z; avviene alla pulsazione propria wp; (). Il modo di bouncing € caratterizzato dal non

avere punti nodali (ovvero punti di intersezione della deformata con I'asse z¢).

Se la rotazione e concorde con la rivoluzione il modo si dice forward (FW), nel caso opposto viene detto backword
(BW). Vedremo, quando parleremo a breve del whirl libero, come si fa a determinare la natura del modo (FW o
BW) e vedremo anche come calcolare la traiettoria percorso dal centro di massa G del rotore (ovvero un’ellissi
come quella di qualunque altra sezione della macchina). Si noti chiaramente che G si muove sul piano x¢yr (la

posizione w di G lungo z; & zero perché non sto studiando in questo momento il moto assiale).

La rappresentazione del modo di bouncing in sezione sul piano xyyy € riportata in Fig. 8. Come vedremo quando
parleremo del whirl libero, le ellissi mostrate in Fig. 7 e Fig. 8 sono percorse solamente nel caso in cui lo
smorzamento modale sia nullo {; = 0 (wp; = wy;). Nel caso in cui lo smorzamento sia positivo {; > 0 al posto di
ellissi avro delle spirali convergenti a zero (BW o FW). A livello di stabilita passiamo di fatto da un polo
semplicemente stabile (associato a un polo semplicemente stabile) a un modo asintoticamente stabile (associato

a un polo asintoticamente stabile).
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Figura 8 Rappresentazione sul piano xy del modo di bouncing (le componenti angolari y;(t) e 8;(t) si comportano in modo

analogo)

In generale la versione BW di un modo di vibrare (ad esempio quello di bouncing) tende a comparire a frequenze

piu basse della versione FW.

Il secondo modo a comparire solitamente in frequenza ¢ il cosi detto modo di tilting (oscillante), rappresentato in
Fig. 9 sia nella versione BW che in quella FW. Come nel caso precedente, |'ellisse mostrata in Fig. 9 & percorsa
solamente nel caso in cui lo smorzamento modale sia nullo {; = 0 (wp; = wy;). La rotazione del rotore avviene
sempre alla pulsazione 2 (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z¢ avviene alla
pulsazione propria wp;(Q). Il modo di tilting & caratterizzato dall’avere un punto nodale (ovvero punti di

intersezione della deformata con I'asse z).

X
A f
wp;(Q)
Q Fw
wPi(Q) G
BW —
[ A "
1
U >
1 ,' Zf
1 I
X 1
(;>0 \ l'
\
¢ =

Figura 9 Rappresentazione 3D del modo di tilting
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Nel caso in cui lo smorzamento sia positivo {; > 0 al posto di ellissi avro delle spirali convergenti a zero (BW o FW).
Alivello di stabilita passiamo di fatto da un polo semplicemente stabile (associato a un polo semplicemente stabile)

a un modo asintoticamente stabile (associato a un polo asintoticamente stabile).

La rappresentazione del modo di tilting in sezione sul piano x; ys € identica a quella del modo di bouncing mostrata

in Fig. 8.

Possiamo adesso determinare il moto di whirl libero, ovvero la traiettoria compiuta dal centro di massa G del
rotore sul piano x;yr. Tale traiettoria sara, come anticipato, un’ellisse mentre nel caso in cui lo smorzamento
modale sia nullo {; (wp; = wy;). Nel caso in cui lo smorzamento sia positivo {; > 0 al posto di ellissi avro delle
spirali convergenti a zero (BW o FW). Le traiettorie delle altre sezioni della macchina saranno anch’esse
ellissi/spirali determinabili a partire da quella di G mediante le formule fondamentali della cinematica dei corpi
rigidi. Lo studio del moto di whirl libero permettera anche di conoscere la versione del modo (se il modo € BW o
FW).

Consideriamo dunque il generico modo:

u; (t)

Yi(0)

e focalizziamoci sulla sua parte spaziale (le prime due componenti):

. . .eJ®uipiwpit ) . .
<u1(t)) — Re [(ul) esit] = e~ SionitRe mule_ .e' P-t = e Siwnit [mul cos(wp;t + (pul)] = (2.2.7)
v;(t) v; m, el evieioPpi My,; cos(wp;t + Py;)

— p~Cionit (mui €OS @i — My; Sin <Pui) (CQS wPit) = o~linitT (C‘_’S wPit) _ <ui(t)>‘
My; COS Pyyp — My, SIN @y ) \SIN Wp;t Ssinwp;t v; (t)

Dalla (2.2.7) si ottiene poi

cos wp;t —Ciwontr— u; (t)
(sinw:it) = e~fmtT 1<vi(t)) (2.28)
da cui facendo la norma al quadrato
atomt — (WO g g (WO _ (w0, (w0
e t <vi(t)) (=T 1<vi(t)) (vi(t)) H(vi(t))' (2.2.8)

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, nel caso in cui {; = 0, la (2.2.8)
rappresenta I'equazione parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il
teorema spettrale, la matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la
direzione dei semiassi dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi € invece pari a \//1_,{1 e \//1_,{1 (gli
autovalori sono reali e positivi perché H). L’ellisse corrispondente al whirl libero e riportata in Fig. 10. Infine le fasi

Qui » Pvi di u; e v; permettono di determinare anche la versione del modo (BW o FW). Se infatti vale la condizione

0< @y, —¢y, <m, (2.2.9)
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allora il modo € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
< Py, — Py, <0, (2.2.10)

il modo & FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. Nel caso in cui {; > 0 non abbiamo chiaramente pil un’ellissi
ma una spirale convergente verso lo zero (si veda il membro di sinistra della (2.2.8)). A livello di stabilita passiamo
di fatto da un polo semplicemente stabile (associato a un polo semplicemente stabile) a un modo asintoticamente

stabile (associato a un polo asintoticamente stabile).

Figura 10 Ellissi associata al whirl libero (le componenti angolari 1;(t) e 6;(t) si comportano in modo analogo)

Tutto quanto é stato detto viene solitamente riassunto sulla mappa modale (vedi Fig. 11), ovvero un versione
arricchita del diagramma di Campbell della pulsazioni proprie wp;(£). Su ognuno dei 4 rami del diagramma sono
rappresentate, per ogni valore di (), le forme modale che si manifestano sulla macchina considerata (bouncing e
tilting) insieme alla versione di ciascun modo (BW o FW). Come si nota generalmente i modi bouncing capitano
prima in frequenza e le versione BW dei modi capitano prima di quelle FW. Si noti inoltre che su ogni ramo, al
variare di (), possono esserci dei punti di transizione in cui la natura del modo di vibrare cambia (come ad esempio
nel primo e nel terso ramo dell’esempio riportato in Fig. 11). La transizione puo riguardare la versione del modo

(ad esempio da BW a FW) cosi come la natura del modo stesso (ad esempio da bouncing a tilting).
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wp; () \
A T(FW) )
el N N
~sem () . TEw) 7
' — 1G
/ B(FW) 1\
" \Y
~SE D Brw) )}
| Q).—

Figura 11 Esempio di mappa modale

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE MODALI:

1) FORMA: BOUNCING (B)
CARATTERISTICA: BW o FW

2) FORMA: TILTING (T)
CARETTERISTICA: BW o0 FW
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3. VIBRAZIONI FLESSIONALI FORZATE: ROTORI RIGIDI

"
siaias) T

[ ROTOR

Tipico schema di rotore rigido e cuscino a molla 3D

3.1 Classificazione delle forzanti

Le principali forzanti che possono agire su una macchina rotante 1D (avente una dimensione prevalente,

coincidente con I'asse di rotazione principale) sono le seguenti:

1) FORZANTE ARMONICA

Fxo

00 =| " | = Re[gu@eror ] 31D

M,
Se a)f(Q.) = () si parla di forzanti armoniche sincrone (prodotte ad esempio dagli sbilanciamenti presenti
sul rotore), se ws(£2) = n{Q con n intero positivo o della forma 1/m si parla di forzanti armoniche
super/sub-sincrone (come ad esempio quelle derivanti dall’interazione palare (le forzanti di fluido), quelle
derivanti da componenti come cuscini, giunti, riduttori, etc.), se a)f(Q.) = wy = cost si parla di forzanti
armoniche asincrone (a esempio vibrazione a pulsazione costante provenienti dal basamento). Infine, ho
una dipendenza qualunque wf(Q), si parla di forzanti armoniche generiche (derivanti per esempio da

motori elettrici, generatori o altre macchine interagenti con quella considerata).

2) FORZANTE PERIODICA

Q) = Re[To i (@)e/keo@t], oy = 2% (3.12)
In questo caso la forzante periodi di periodo T & caratterizzata dalla sovrapposizione di un numero infinito

numerabile di forzanti armoniche elementari a pulsazione kw,(Q) (si veda la serie di Fourier). Si noti che
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la pulsazione principale wy () puo dipendere dalla speed della macchina Q in uno qualunque dei modi
descritti nel punto 1). Le forzanti periodiche sono anch’esse prodotte dall’interazione palare (le forzanti

di fluido) e da componenti vari come cuscini, giunti, riduttori, etc.

3) FORZANTE GENERICA
Q) = [170(w, M/ dw,  Qw, ) = [T Q(t, Qe @t dt (3.1.3)

Nel caso di forzante generica, la forzante e la sovrapposizione di un numero infinito non numerabile di
forzanti armoniche elementari di pulsazione w. In generale non & da escludere che anche lo spettro della

forzante possa dipendere dalla speed della macchina Q: Q(w, Q). Anche in questo caso le forzanti

generiche possono essere prodotte dall’interazione palare (le forzanti di fluido) e da componenti vari
come cuscini, giunti, riduttori, etc. Si riporta in Fig. 12 un esempio di spettro di forzante generica, in questo
caso una forzante simil-armonica. Si ricorda che nella realta segnali armonici e periodici perfetti non
esistono perché avrebbero un’energia infinita. Quando si misura una vibrazione armonica in realta si

misura un segnale simil-armonico avente uno spettro come quello riportato in Fig. 12.

A 10w, A 95, (0,0

0 wr (D) 0 ws(Q)

Figura 12 Esempio di spettro di forzante generica

Prima di proseguire dobbiamo ora sottolineare un fatto importante su rotori rigidi e rotori elastici, su cui
torneremo in seguito. Nella realta tutti i rotori sono ovviamente elastici (i corpi rigidi non esistono). Quando un
rotore pud dunque essere considerato approssimativamente rigido? Un rotore puo essere considerato rigido se
lo spettro della forzante si trova a frequenze ragionevolmente pil basse delle frequenze dei primi modi elastici
della macchina (quelli, come vedremo, associati alla sua elasticita). E perché € importante studiare i rotori rigidi,
a parte I'ovvia semplificazione a livello modellistico? Come vedremo a breve, spesso (non sempre!) le pulsazioni
caratteristiche dello spettro della forzante tendono a crescere quando la speed della macchina Q cresce. Dunque
spesso la macchina viene forzata a frequenze tanto piu alte quanto piu alta € la sua velocita di rotazione €. Quindi,
in generale, una macchina potra essere considerata approssimativamente rigida quando va piano (Q bassa).
Studiare i rotori rigidi € dunque importante perché ci sono molte situazioni in cui la velocita della macchina & bassa
(anche se la speed nominale e la speed massima sono molto alte!), come ad esempio quando la macchina rallenta,
viene accesa o viene spenta. Bisogna dunque prestare attenzione al comportamento della macchina in tutto il

range di velocita dilavoro Q € [0 Q]!
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3.2 Diagrammi di Campbell, diagrammi di Bode e whirl forzato

Studiamo ora la risposta forzata del sistema soggetto alle varie forzanti introdotte precedentemente e facendo

uso degli strumenti descritti nel capitolo 1.

1) FORZANTE ARMONICA SINCRONA:
M + (G + €)g + Kq = Q(t) = Re Qo () e%]. (3.2.1)

Tra i vari tipi di forzante armonica sincrona ci occupiamo di quella generata dallo sbilanciamento, essendo di

gran lunga quello pil importante a livello pratico:

M{ + (96 + C)q + Kq = Qc(t) = Re[Q.(Q) /%] (3.2.2)

SBILANCIAMENTO

Zg

Rk (B,v,0)

Reot = R($)Rk (B,7,0) {2

CONFIGURAZIONE
DEFORMATA

CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA

Figura 13 Rotore sbilanciato

Con riferimento alla Fig. 13, descriviamo il rotore attraverso il suo centro di massa G e i suoi angoli di Eulero ¢

u 0
G= (v> ¢ = (l/)) (3.2.3)
w ®

€ supponiamo massa e inerzia:

I 0
m, ag=|0 Ig 0], (3.2.4)
0 0 I
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Posiziono dunque lo sbilanciamento (solidale al rotore rigido) nel punto K sul piano xy della terna solidale. La

sua posizione in tale terna sara dunque

ecos(d)) ( )
3.2.5

(K-G6), = (esin(a)
0

dove ¢ é la distanza del punto dall’asse di rotazione del rotore e § ¢ la sua fase. Lo sbilanciamento avra properta

inerziali (lo si puo immaginare come un cilindretto rigidamente montato sul rotore)

Ie 0 0O
mK, O-K = 0 IdK 0 . (324)
0 0 Iy

Chiameremo poi R(¢) la solita matrice di rotazione che lega la terna solidale al rotore a quella inerziale e

Rk (f,y,0) la matrice di rotazione che lega la terna solidale al rotore con la terna (sempre solidale al rotore)
posizionata nel punto K dove si trova lo sbhilanciamento. 5 e y sono gli angoli di disassamento (rispetto alla terna
solidale al rotore) con cui il cilindretto della massa sbilanciante € montato sul rotore. Chiaramente la matrice di

rotazione che lega la terna inerziale alla terna dello shilanciamento posizionata in K sara
Reot = R(@)Rk (B, v, 0). (3.2.5)

A questo punto le azioni d’inerzia generate dallo shilanciamento posto in K sul rotore possono essere calcolate

in modo esatto come:
E(8) = —mgag = —mg [Qf + oy X (K= G)  + X (Qf x (K- Q)f)] (3.2.6)

Mo(0) = ~(oxr@s) = ~(ReotouRloees) + (K~ G), X F.(0).

Possiamo adesso semplificare e linearizzare queste complicate espressioni facendo le solite due ipotesi di lavoro

che adottiamo nello studio delle vibrazioni flessionali della macchine rotanti 1D (si veda il paragrafo 2.1):

- consideriamo solamente i gradi di liberta flessionali (visto che il nostro scopo e studiare la dinamica
flessionale). In altre parole, delle 6 equazioni (3.2.6) considereremo solo la prima (traslazione lungo xy),
la seconda (traslazione lungo yy), la quarta (rotazione attorno a x¢) e la quinta (rotazione attorno a yy).

Faremo inoltre le seguenti assunzioni sulle variabili del problema (soprattutto quelle relative ai DOF non

u ] u . u=0
g:( v ), g=< v ), Q=<i;‘50>, (3.2.7)
w=0 w=20 w=20

0 . 0 . [9=0
9=< e ) ¢=\ v ) d={d=0
¢=0

di interesse):

@ = Q = cost ¢=0

dove () e la speed della macchina (la velocita di rotazione della macchina attorno al suo asse di rotazione
principale). Si noti in questo caso si considerino trascurabili anche le accelerazioni del centro di massa
(ovviamente nel calcolo delle azioni inerziali associate allo shilanciamento, non certo nelle equazioni di

moto).
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- linearizziamo poi il problema nellintorno della configurazione nominale. In altre parole, studiamo il
problema ai “piccoli spostamenti” nell’intorno della configurazione in questione. Da un punto di vista
fisico, consideriamo tutte variabili del problema (vedila (3.2.7)) piccole (eccetto ovviamente la speed della
macchina 1) e consideriamo piccole anche le loro derivate. Applicare questa ipotesi alle equazioni (3.2.6)
equivale a considerare solamente i termini di ordine 0 (le costanti) e i termini di ordine 1 (la variabili

stesse), ighorando qualunque altro termine di ordine superiore.

Applicando tali ipotesi alla (3.2.6) si ottiene dunque, dopo aver riordinato i termini:

Fe g cos(Qt + &)
Fy esin(Qt + 5)
_ ye | _ . . _
Q:(t) = M, |~ My ge — 2Gkqe, 9 =\ g cos(at +7) (3.2.8)

M, B sin(Qt + y)

mg 0 0 0 0 0 0 0

[0 mg o0 0 00 00
M= 0 0 1x 0} Ck=\o 0o 0 Ik
0 0 0 IdK 0 0 _pK 0

Le prime due componenti di Q.(t) danno la forza centrifuga prodotta dalla massa sbilanciante in K mentre le altre

due componenti danno i momenti dovuti alle inerzie diametrali e a quelle polari (sbilanciamenti giroscopici)

Introducendo il classico formalismo complesso, si ottiene infine:

() ]
i J6
_ ar —jee’ ot | —Jee!
qe = Re [ggo e ] Re| Bt el | ;8= | peir (3.2.9)
l -jpe’r ) | —jBel¥
da cui chiaramente si ha, sostituendo la (3.2.9) nella (3.2.8),
Q:(t) = Re [(QZMK — j02Gy) ggoeim] = Re[02be’™], b= My — jGk) qey Qe = 22D, (3.2.10)

Si nota infine che, non solo la forzante in questione & una forzante armonica sincrona, ma anche che, purtroppo,

il suo modulo dipende 22 (cosa che era lecito aspettarsi in presenza di azioni inerziali centrifughe e giroscopiche).

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

u(t)
qr(6) = ggg = Re [Qo ejm] (3.2.11)
Y(t)
Ug
Vg _
=19, |~ a(Q,Q)Q. (D) = a(Q,Q) Q*b = [-0°M +j2(C + 26) + K]7'2%b
Yo
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dove in questi casi € utile distinguere nella ricettanza a (€, Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e dalla velocita di rotazione della macchina (in questo caso uguali essendo la forzante armonica sincronal!).

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

_ _von @READD o) hovon [ dIkD _
20 == a(Q,Q)Qg(Q) = RZIH‘Q Q =1 k=1\| o — ng N =4 (3212)

. . . . . I . .. ( afkb\ .
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui j?l — e
Sk

grande, ovvero quando {2 ¢ vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qfkg e grande (sbilanciamenti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 14. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico w;(Q) = Q sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono dette pulsazioni critiche. Come vedremo quando
analizzeremo il diagramma di Bode, se la velocita angolare della macchina coincide con una pulsazione critica, il
sistema si trovera necessariamente in risonanza, ovvero la forzante andra inevitabilmente a sollecitare il sistema
in una pulsazione di risonanza. Il valore di smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche (. pud

essere facilmente trovato riportando la pulsazione critica in questione (). sul diagramma dello smorzamento.

CURVA DEL
CARICO

o =y IG

v
(

Figura 14 Diagramma di Campbell per rotore rigido con forzante armonica sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e i 4 rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di
risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento lungo x; del
centro di massa u, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 15). Per determinare

il modulo e la fase dello spostamento u, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante.
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Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la sezione verticale

passante per  (si vedano sempre la Fig. 14 e la Fig. 15).

dB(|uo(wy, 0)]) Pu, (w5, Q)

—
—~
IC}\ ]
= i !
—/ ' 1
(=] 1 ) ) i
= : | ! l
- 1 : ! i
aa)] i ! : !
< : ! i l
—~ —~ ~ ~ ~ D
0 |§ IS S IS, logypws 0O |@ IS, S IS logyows
=/ & & I = | & £ X
Q. Q,
wr(Q) =0 = _ =
PULSAZIONE PULSAZIONE
DELLA FORZANTE DELLA FORZANTE

Figura 15 Diagramma di Bode per rotore rigido con forzante armonica sincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina a)f(f_l) = Q si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione
propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del centro di massa G durante il suo moto

forzato nel paino x;yy:

u(t) Up
qr () = Zgg = Re [Qo ejm] = Re Zz e/t (3.2.13)
Y(t) Yo

Le traiettorie delle altre sezioni della macchina saranno anch’esse ellissi determinabili a partire da quella di G
mediante le formule fondamentali della cinematica dei corpi rigidi. Lo studio del moto di whirl forzato permette
anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del rotore attorno all’asse z¢ (se il modo € BW o FW).

Analogamente a quanto fatto nel capitolo 2.1, ci concentriamo sulla parte traslazionale del moto

(383) = Re [(ZLS) it (3.2.14)

<u(t)) — Re [(uo) ejm] = Re muoef:‘puoe]:m _ [muo cos(Qt + @uo)] _
Vo mye’Proelt Myg COS(QU + Pyp)

v(t)
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_ <mu0 COS 0 — My Sin <pu0> (cos Qt) T (cos Qt) _ (u(t))
My COS Ppyo — Myg SIN Y0/ \sin Ot sinQt v(t)/)

Dalla (3.2.14) si ottiene poi

(g?rszgf) =77 (ZEQ) (3.2.15)
da cui facendo la norma al quadrato
O\ poayrpe (W@ _ (@, u(t)
1= (5&) (T~HTT1 (;‘(;)) - (;‘é) H (Z(E)) (3.2.16)

Poiché la matrice H per costruzione € una matrice simmetrica definita positiva, la (3.2.16) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Pit nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \/A_Hl e \//1_,“ (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L'ellisse corrispondente al whirl libero & riportata in Fig. 16. Infine le fasi ¢y, , @y di Uy € Vg
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del rotore attorno

all’asse z. Se infatti vale la condizione
0< @y, — @y, <, (3.2.17)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
T < Py, — Py, <0, (3.2.18)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione (1 (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z; avviene alla pulsazione

della forzante, in questo caso w;(Q) = Q.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.

PULSAZIONE
DELLA
FORZANTE

Figura 16 Whirl forzato per rotore rigido con forzante armonica sincrona (le componenti angolari (t) e 6(t) si comportano in
modo analogo)
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Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 17 e, nelle caratteristiche (BW e FW) e nella forma,
ricordano i modi di vibrare bouncing e tilting descritti nel paragrafo 2.2. La prima deformata forzata IDF (simile al
bouncing) non contiene punti nodali (ovvero punti di intersezione della deformata con I'asse z¢) mentre la seconda
IIDF (simile al tilting) ne contiene uno. Tuttavia le deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto

libero, e non vanno dunque confuse con i modi di vibrare e le deformate modali!

4 w(@=0 N

_ _ FW
Q PULSAZIONE DELLA Q
FORZANTE

wr@ =0 wp(@) =0
BW BW

PULSAZIONE
DELLA FORZANTE

[2)

S
rd
Zs

~———_— -

Yf
Figura 17 Deformate forzate per rotore rigido con forzante armonica sincrona
ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: BOUNCING (B)

CARATTERISTICA: BW o FW
2) FORMA: TILTING (T)

CARETTERISTICA: BW o FW
2) FORZANTE ARMONICA SUPER /SUB-SINCRONA:

Mg + (QG + €)4 + Kq = Q(¢) = Re [QO(Q) ei"m] . (3.2.19)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

u(t)
9 () = Zgg = Re [qo e/ (3.2.20)
Y(0)
Uo
90 = Zg = a(n, Q) Qo(Q) = [-n20?M + jnQ(C + 06) + K]71Qo(Q)
Yo
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\

dove in questi casi & utile distinguere nella ricettanza a(n(, () la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e dalla velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

— _ von (@RK ALk _ von (45 _
90 = a(nQ, Q)QO(Q) = Lk=1Tj0 5, QO(Q) = Lk=1\ jno—s, 9Rrk N =4 (3.2.21)
Qo
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui <]_nﬂ—_s> e
ok

grande, ovvero quando n{2 & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj, contenutain s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO e grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 18. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wf(Q2) = nQ sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (). sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica super-sincrona sia pit problematico del caso di forzante armonica
sub-sincrona in quanto una retta di carico piu inclinata genera un maggior numero di pulsazioni critiche all’interno
del range di velocita di lavoro della macchina (ovvero di intersezioni tra la retta di carico e i rami del diagramma).
Il valore di smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche (. pud essere facilmente trovato

riportando la pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.

SUPER - CURVA DEL
CARICO
SINCRONA
wp;(Q)

1 /et /wf(ﬂ) =ni .;}
wpa(Q------ N e ﬁ@\ -
{ca

_’—//
1
I
E IG : B
1 1
l SUB - n=—<1 i G
IS, INCRONA m !
I _J 1
: > : >
Q Q
0 Q c4 QO 0 Qca Q

Figura 18 Diagramma di Campbell per rotore rigido con forzante armonica sub/super-sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e i 4 rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di
risonanza del sistema (qui per esempio nel caso supersincrono). A questo punto, supponendo di voler trovare
quanto vale lo spostamento lungo x; del centro di massa u, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i

rispettivi diagrammi (Fig. 19). Per determinare il modulo e la fase dello spostamento u, devo determinare sul
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diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell

intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per § (si vedano sempre la Fig. 18 e la Fig. 19).

dB(|uo (wy, D)) Puo (w5, Q)
~ = | i |
=~ - I :
S ) : = : !
IS : : : ! !
: _________ : I ! : :
= ! v | ! : ! |
[=) H HE I ! ! | 1
El Co | | | | ‘
— 1 i ! i : i Il :
9 | Do : ; ! : :
S L : : : 5 ‘
H o— H /'\ —> H . /.\
= ~ ~ ~ 70N FZEN
e lognw | IS logyw
0 S @N Igm ) Jrows O 1S IC% S% ) Jr0Ws
Y a, [ A a & oy 3
3 3 3 3 3 3 3 3
Q) =nQ =
PULSAZIONE PULSAZIONE
DELLA FORZANTE DELLA FORZANTE

Figura 19 Diagramma di Bode per rotore rigido con forzante armonica sub/super-sincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (1.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina  (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina (uf((_l) = nQ si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione
propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del centro di massa G durante il suo moto

forzato nel paino xy:

u(t) Ug
qr(6) = Zgg = Re [go ej"m] = Re gg e/nat] (3.2.22)
Y(t) Yo

Le traiettorie delle altre sezioni della macchina saranno anch’esse ellissi determinabili a partire da quella di G
mediante le formule fondamentali della cinematica dei corpi rigidi. Lo studio del moto di whirl forzato permette
anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del rotore attorno all’asse z¢ (se il modo € BW o FW).

Analogamente a quanto fatto nel capitolo 2.1, ci concentriamo sulla parte traslazionale del moto

(ﬁgg) = Re [(ZE) ein] (3.2.23)

O o in)
(u(t)) _ Re [(uo) ejnﬂt] _ pe |Muoe’?woe’” | _ [Muo cos(nQt + <pu0)] _
v(t) Vo Mype’/Proe/nt my,, cos(nQt + @)
_ <mu0 COS Py — Myp Sin <Puo> (COS th) _T (COS th) _ <u(t))
My COS Py — My SIN Py /) \sin nQt sinnQt v(t)/)
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Dalla (3.2.23) si ottiene poi

(Stunad) =77 (ﬁﬁg) (3.:2.24)
da cui facendo la norma al quadrato
O\ potyrp-1 (WO _ (u®O ()
1= (5&) (T—HTT1 (;‘(;)) - (;‘é) H (Z(E)) (3.2.25)

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, la (3.2.25) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Pit nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \/A_Hl e \//1_,“ (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L'ellisse corrispondente al whirl libero € riportata in Fig. 20. Infine le fasi ¢y, , Py di Uy € Vg
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del rotore attorno

all’asse zy. Se infatti vale la condizione
0< @y, —¢y, <, (3.2.26)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
T < Py, — Py <0, (3.2.27)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione ( (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z avviene alla pulsazione

della forzante, in questo caso w; () = nl.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.

PULSAZIONE
DELLA
FORZANTE

Figura 20 Whirl forzato per rotore rigido con forzante armonica sub/super-sincrona (le componenti angolari P(t) e 6(t) si
comportano in modo analogo)
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Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 21 e, nelle caratteristiche (BW e FW) e nella forma,
ricordano i modi di vibrare bouncing e tilting descritti nel paragrafo 2.2. La prima deformata forzata IDF (simile al
bouncing) non contiene punti nodali (ovvero punti di intersezione della deformata con I'asse z¢) mentre la seconda
IIDF (simile al tilting) ne contiene uno. Tuttavia le deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto

libero, e non vanno dunque confuse con i modi di vibrare e le deformate modali!

i Xf
? wr(Q) = nl
P [ PULSAZIONE DELLA Q
u FORZANTE
Q Q wr (@) =nl
< u Bw | | LIPS, T \
" \ wr(Q) = nQ1 \ ,I \
I \ Or =Gy Wl | PULSAZIONE | P
! L > DELLA FORZANTE ] S
1
v ! ! I Zf ! Vo
v ! 1 h ! /
</ 1 I 1
\ ! !
vy \ J
vy, \
Yr

Figura 21 Deformate forzate per rotore rigido con forzante armonica sub/super-sincrona

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: BOUNCING (B)
CARATTERISTICA: BW o FW

2) FORMA: TILTING (T)
CARETTERISTICA: BW o FW

3) FORZANTE ARMONICA ASINCRONA:

M + (G + C)g + Kq = Q(t) = Re | Qo(®) st (3.2.28)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

u(t)
(0 = ggg — Re [go efwft] (3.2.29)
Y(t)
Up
W= g | = a(@p9) Q@ = [~0M + jwp (€ +26) + K| Qo()
lrbo
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\

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f,Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

= a(wp, Q)Qo(@) = Y2V, SR ) ) _ yon (kL N=4 (3.2.30)
go i Yo k=1 jor—sk Xo k=1 Jwr—st ng 2.
a5 Qo

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui (]Z)—_S> e
f>k

grande, ovvero quando wy € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wp contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO e grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso € riportato in Fig. 22. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico a)f(Q) = wy = cost sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (). sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica asincrona sia particolarmente favorevole in quanto una retta di carico
orizzontale genera al massimo una pulsazione critica all'interno del range di velocita di lavoro della macchina
(ovvero al massimo una intersezione tra la retta di carico e i rami del diagramma). |l valore di smorzamento modale
associato alle varie pulsazioni critiche (. puo essere facilmente trovato riportando la pulsazione critica in

questione (). sul diagramma dello smorzamento.

wpi () ¢.(@)
0 ' A

2 ' f)/\I‘//' wr (@) = wf IG i
I /o N : IG
= i i CURVA DEL :
. ' ! CARICO !
5 :\‘\ :
L - ; -
— s : =
0 Q1 Q Q 0 o O

Figura 22 Diagramma di Campbell per rotore rigido con forzante armonica asincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e i 4 rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di
risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento lungo x; del
centro di massa u, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 23). Per determinare

il modulo e la fase dello spostamento u, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante.
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Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la sezione verticale

passante per Q (si vedano sempre la Fig. 22 e la Fig. 23).

dB(Juo(wy, 0)])

dB(Juo(wr 0)])

o

(Uf(.Q) = Wy a)f(Q) = Wr
PULSAZIONE PULSAZIONE
DELLA FORZANTE DELLA FORZANTE

Figura 23 Diagramma di Bode per rotore rigido con forzante armonica asincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (1.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina  (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina a)f(f_l) = wy si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione
propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del centro di massa G durante il suo moto

forzato nel paino x;yy:

u(t) )
q5(t) = Zgg = Re [go ef“’ft] = Re 19]2 elort]. (3.2.31)
Y(t) Yo

Le traiettorie delle altre sezioni della macchina saranno anch’esse ellissi determinabili a partire da quella di G
mediante le formule fondamentali della cinematica dei corpi rigidi. Lo studio del moto di whirl forzato permette
anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del rotore attorno all’asse z¢ (se il modo € BW o FW).

Analogamente a quanto fatto nel capitolo 2.1, ci concentriamo sulla parte traslazionale del moto

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 57



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

(333) = Re [(ZLS) elort| (3.2.32)

(u(t)) _ Re [(uo) e]'wft] _ e [muoej<ﬂuoeiwff] _ [muo cos(wst + <Puo)] _
Vo My cos(a)ft + (p,,o)

v(t)

mvoejQDUOijft

_ <mu0 COS Py 9 — My Sin <Puo) (COS wft) =T (COS wft) _ (u(t))
~ \Myg €OS Yo — Myg Sin Qo) \sinwet ) =~ * \sinwet) ™ \v(t) )’

Dalla (3.2.32) si ottiene poi

(25 ges (1)
da cui facendo la norma al quadrato
= () @ ()< () v ()

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, la (3.2.34) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \//1_,{1 e \/A_m (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L'ellisse corrispondente al whirl libero € riportata in Fig. 24. Infine le fasi ¢y, , Py di Uy € Vg
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del rotore attorno

all’asse z;. Se infatti vale la condizione
0< @y, — ¢y, <m, (3.2.35)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
< Py, — Py, <0, (3.2.36)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione (1 (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z; avviene alla pulsazione

della forzante, in questo caso a)f(S_)) = wy.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.
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Figura 24 Whirl forzato per rotore rigido con forzante armonica asincrona (le componenti angolari 1(t) e 8(t) si comportano
in modo analogo)

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 25 e, nelle caratteristiche (BW e FW) e nella forma,
ricordano i modi di vibrare bouncing e tilting descritti nel paragrafo 2.2. La prima deformata forzata IDF (simile al
bouncing) non contiene punti nodali (ovvero punti di intersezione della deformata con I'asse z¢) mentre la seconda
[IDF (simile al tilting) ne contiene uno. Tuttavia le deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto

libero, e non vanno dunque confuse con i modi di vibrare e le deformate modali!

ﬁ PULSAZIONE DELLA
FORZANTE

wp(Q) = wy wr(Q) = wy
BW
PULSAZIONE
> DELLA FORZANTE

Figura 25 Deformate forzate per rotore rigido con forzante armonica asincrona

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: BOUNCING (B)
CARATTERISTICA: BW 0 FW

2) FORMA: TILTING (T)
CARETTERISTICA: BW o FW
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4) FORZANTE ARMONICA GENERICA:

M{ + (QG + C) + Kq = Q(t) = Re | Qo() efor®t]. (3.2.37)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

u(t)
qr () = ;Eg = Re [q e]“’f(ﬂ)t] (3.2.38)
»(8)
Ug
— Yo — _ 2 , -1
B =| g, | = @(0r(@,0) Q) = [~ (WM +jwy(Q)(C +026) + K| Qo (@)
o

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f(ﬂ),ﬂ) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

(drk 91%) a7k Qo
— — y2N = _ ALk=0 =
4o = a0y (@),2)Qo(@) = T, 28 0y(@) = 33, (2 g N =4 (3.2.39)
Qo
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui (ﬁ)
F(Q)=sk

e grande, ovvero quando ws({2) & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy contenuta in s

(corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando q,’kao € grande (forzanti ortogonali al corrispondente

autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 26. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico w;(Q) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (), sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione (. sul diagramma dello smorzamento.

wpi(Q) 7,

'} 1 A
wP4(-(_)-) 7./_7 ] Il
i CURVA DEL
H CARICO
\,\ wr (@)
~A_— Ce3 bmomm o

\ 4

1
0 Q Q3 Q 0 Qc3 L

Figura 26 Diagramma di Campbell per rotore rigido con forzante armonica generica
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Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per e i 4 rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di
risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento lungo x; del
centro di massa u, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 27). Per determinare
il modulo e la fase dello spostamento u, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante.
Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la sezione verticale

passante per Q (si vedano sempre la Fig. 26 e la Fig. 27).

dB(Juo(wy, D)) Pu,(wr Q)
A A
! : : : - : : : i
i : : ! IS : : : !
~ i : E ; ia ) . : i |
= i : : = : : :
e ! E | < D ' :
< i : K A : !
3 ; ! : P : i
— ! | ! (B ! I
=] ' ! I H ! 1 |
= | | : P : |
= ! ] ' Vol ! |
o i : i P : |
= | ] L ! ‘ 1 ! | A'
~ Py e = — - ~ f‘\
0 ) Ig; |5m I% logiows 0 S I% |gm I% log,owy

by a, a, a S N Y A,
3 3 3 3 3 3 3 3

wf((_l) wf(ﬁ)

PULSAZIONE PULSAZIONE

DELLA FORZANTE DELLA FORZANTE

Figura 27 Diagramma di Bode per rotore rigido con forzante armonica generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina (uf((_l) si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del centro di massa G durante il suo moto

forzato nel paino x;yy:

u(t) Ug
qr () = ggg = Re [Qo ef“’f(ﬂ)t] = Re Zz eJor@t| (3.2.40)
Y(t) Yo

Le traiettorie delle altre sezioni della macchina saranno anch’esse ellissi determinabili a partire da quella di G
mediante le formule fondamentali della cinematica dei corpi rigidi. Lo studio del moto di whirl forzato permette
anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del rotore attorno all’asse z¢ (se il modo € BW o FW).

Analogamente a quanto fatto nel capitolo 2.1, ci concentriamo sulla parte traslazionale del moto
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Cﬁ3)=’“[C2)@““m1 (3.2.41)

; JPuo pJw ()t e
<u(t)> = Re [(uo) elwf(Q)t] — Re |Muo®’ ve’ fQ |- My cos(a)f( )t + ‘Puo)
v(t) Vo m,oelPvoel@r(® Moo Cos(a)f(Q)t + ‘Puo)

— <mu0 COS Py — Myp Sin (pu0> cos wf(‘Q‘)t =T cos wf(‘Q)t _ (u(t)>
— \Myg €os Ppg — My Sin o) \ sinws (W)t )~ \sinw ()t )~ \v(t)/)

Dalla (3.2.41) si ottiene poi

(25 ges (1)
da cui facendo la norma al quadrato
= () @ ()< () v ()

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, la (3.2.43) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \//1_,{1 e \/A_m (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L'ellisse corrispondente al whirl libero € riportata in Fig. 28. Infine le fasi ¢y, , Py di Uy € Vg
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del rotore attorno

all’asse z;. Se infatti vale la condizione
0< @y, =@y, <, (3.2.44)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
< Py, — Py, <0, (3.2.45)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione ( (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z; avviene alla pulsazione

della forzante, in questo caso a)f(S_)).

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.
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wf(ﬁ)
BW

Xf

Figura 28 Whirl forzato per rotore rigido con forzante armonica generica (le componenti angolari (t) e 6(t) si comportano in
modo analogo)

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 29 e, nelle caratteristiche (BW e FW) e nella forma,
ricordano i modi di vibrare bouncing e tilting descritti nel paragrafo 2.2. La prima deformata forzata IDF (simile al
bouncing) non contiene punti nodali (ovvero punti diintersezione della deformata con I'asse z¢) mentre la seconda
IIDF (simile al tilting) ne contiene uno. Tuttavia le deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto

libero, e non vanno dunque confuse con i modi di vibrare e le deformate modali!

Xf

wf(ﬁ)
PULSAZIONE DELLA a
FORZANTE
wf(ﬁ)
= BW
\
|I \ Qf =G, wﬁ?) : || PULSAZIONE
| 1 S DELLA FORZANTE >
\ ! | ] Zf
v ! 1 h
| 1
L

~
Z—\)
~
-~
f——

Yr

Figura 29 Deformate forzate per rotore rigido con forzante armonica generica

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: BOUNCING (B)
CARATTERISTICA: BW 0 FW

2) FORMA: TILTING (T)
CARETTERISTICA: BW o FW
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5) FORZANTE PERIODICA:

27

M{ + (QG + C)q + Kq = Q(t) = Re[XiZo ik (Ve o] wy == (3.2.46)

La soluzione del moto forzato del sistema puod essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

47 (6) = 520 4 () = Re(Eio[a(kwo, Q) g (/o @Ke]),

q(t) = Re[a(kwg, Q)i () e/ @Dkt (3.2.47)
Uko
Gho = | g1 | = @lkwe(@),0)g () = [~k2wo(2)2M + ko (D)(C +06) + K] "¢, (0)
Yo

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(kwy (), Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

2N H
. qrm 4L )
qk(t) — Re[a(kwo(ﬂ), Q)Ek(ﬂ)e’“"’(mkt] = Re Z '(—m——m)gk(ﬂ)ejwo(ﬂ)kt —
- — jwo(Dk — s,
m=1
R 2N almC jwo(Wkt _
e|Xm=1\ 7o yrms ) drm € , N=4 (3.2.48)

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

H
A1mCk

m) € grande, ovvero quando wq()k & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy
0 —om

quelliin cui (
contenuta in s, (corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando q,’fkgk é grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso € riportato in Fig. 30. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wy(Q)k sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (1, sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.
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Figura 30 Diagramma di Campbell per rotore rigido con forzante periodica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo

prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita

Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e i 4 rami del diagramma delle

pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di

risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento lungo x; del

centro di massa uy, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 31) (per ogni singola

componente armonica!). Per determinare il modulo e la fase dello spostamento u, devo determinare sul

diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell

intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per ( (si vedano sempre la Fig. 30 e la Fig. 31).

dB(|uko(wy, 2)|)
A

)

Wrr ()]

o @B(Juzo(

wpz(Q) |

=)
-

A
3

W () = 2w, (Q)

0pa@) f- >

PULSAZIONE DELLA GENERICA
ARMONICA DELLA FORZANTE

Figura 31
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Puyg ((Ufz (ﬁ)’ ﬁ)

wp1 (@) }-----emmeeeeee
ArP1(0) ] S—
wp3(Q)

W () = 2w,(Q)

PULSAZIONE DELLA GENERICA
ARMONICA DELLA FORZANTE

Diagramma di Bode per rotore rigido con forzante periodica
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Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina kw, () si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del centro di massa G durante il suo moto

forzato nel paino x;yy (per ogni singola componente armonica!):

U (t) Uko
v (t ; Vko i

() = 928 = Re [gk ef“’o(mkt] = Re Bo eJwo(@kt ] (3.2.49)
Vi (t) Yko

Le traiettorie delle altre sezioni della macchina saranno anch’esse ellissi determinabili a partire da quella di G
mediante le formule fondamentali della cinematica dei corpi rigidi. Lo studio del moto di whirl forzato permette
anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del rotore attorno all’asse z¢ (se il modo € BW o FW).

Analogamente a quanto fatto nel capitolo 2.1, ci concentriamo sulla parte traslazionale del moto

<uk(t)> — Re [(uRO) ejwo(ﬂ)kt] (3.2.50)

v (t) Vko

<uk (t)) = Re [(1;1;2) eiwo(mkt] = Re [mukoew”koejwom)kt] _ [muko cos(wo(Wkt + <Puk0)]

v () e Pviogj@o @kt [ | m, 0 cos(wo (Kt + Qo)

Myko

_ <muk0 COS Py ko — Myko SiN q)uo) (cos wq (Q)kt) _ (cos wo(ﬂ)kt) _ <uk (t))
~ \Myko €OS Yo — Myro SIN Py ) \sinwo(Vkt) ~ ~ \sinwo(Qkt) ~ \v,(t)/)

Dalla (3.2.50) si ottiene poi

cos wokt\ . _4 (u(t)
<sin w:))kt) =T (v:(t)) (3.2.51)
da cui facendo la norma al quadrato
_ (w(®) ro (U (®)\ _ (ur(t) T u ()
1= (vk(t)) (T-OTT 1<vk(t)> - (vk(t)> H(vk(t)>. (3.2.52)

Poiché la matrice H per costruzione € una matrice simmetrica definita positiva, la (3.2.52) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Pit nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \/A_Hl e \//1_,“ (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). Lellisse corrispondente al whirl libero & riportata in Fig. 32. Infine le fasi ¢,k , Pvro di Uk € Vio
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del rotore attorno

all’asse Zs. Se infatti vale la condizione
0 <Py = Puyy <T, (3.2.53)

allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
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< Py — Py <0, (3.2.54)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione (1 (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z; avviene alla pulsazione

della forzante, in questo caso wy(Q)k.

A ey PULSAZIONE DELLA
yf ‘\ Q GENERICA

v ARMONICA DELLA
Wes (ﬁ) — Zwo (ﬁ) . FORZANTE

Fw 0 (@) = 2w, (@)

BW

>
Xf

Figura 32 Whirl forzato per rotore rigido con forzante periodica (le componenti angolari P4(t) e 8,(t) si comportano in modo
analogo)

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.

Le principali deformate forzate sono rappresentate (per ogni singola componente armonica!l) in Fig. 33 e, nelle
caratteristiche (BW e FW) e nella forma, ricordano i modi di vibrare bouncing e tilting descritti nel paragrafo 2.2.
La prima deformata forzata IDF (simile al bouncing) non contiene punti nodali (ovvero punti di intersezione della
deformata con I'asse zf) mentre la seconda IIDF (simile al tilting) ne contiene uno. Tuttavia le deformate forzate
riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di vibrare e le deformate

modali!

W@ = 200@®  x;

WA
PULSAZIONE DELLA
,(_l GENERICA ARMONICA ,(_l
DELLA FORZANTE
wp (@) = 2,(@) _ _
e (@) = 20,() G
BW
! 1
I PULSAZIONE DELLA ! 1
- GENERICA ARMONICA : 1
Zf DELLA FORZANTE 1 :
! 1
L
1

-
>~

Yr

Figura 33 Deformate forzate per rotore rigido con forzante periodica
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: BOUNCING (B)
CARATTERISTICA: BW o FW

2) FORMA: TILTING (T)
CARETTERISTICA: BW o FW

6) FORZANTE GENERICA:
MG+ (Q6 + 04 + Kq = Q(t,Q) (3.2.55)

QY = [17 0w, M/ dw,  Q(w,2) = [T Q(t, e dt. (3.2.56)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

ar Q) = [7 (w0l do = [ a(w, 0)((w, Vel dw. (3.2.57)
uw
4(0,Q) = ZZ = a(w, Q)Q((u, Q) = [-w?M + jo(C + 0G) + K]_lg((u, Q)
Yo

dove in questi casi € utile distinguere nella ricettanza a(w, Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

& (qre a) -

(0, 0) = a(w,MQ(w, Q) = Z [ Q(w,Q) =
k=1
_ yon (9l@) N = 4 3.2.58
= k=1 " jpos, ) dRKs = (3.2.58)

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

a0 (w.0)

- )é grande, ovvero quando w € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy
ok

quelli in cui (

contenuta in s, (corrispondentsi alle risonanze del sistema) o quando qfké(w, Q) é grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).

Consideriamo a titolo di pure esempio una forzante generica come quella in Fig. 34 (un tipico segnale passabanda
con frequenza portante wf(£2), ovvero come nella realta appare un segnale puramente armonico). In questo caso
6 () e A(Q2) sono le soglie di sensibilita del segnale, utili per determinare in quale range dello spettro il contributo

in frequenza del segnale sia realmente apprezzabile. Per semplicita supporremo che, come spesso accade in

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 68



Dispense del corso

di Dinamica dei Rotori

questo caso, §(€2), A(Q2) e la frequenza portante del segnale w(() siano le stesse per ogni componente della

forzante Q(w, Q).

5(Q)

A 0i(w,0)]

1
1
1
1
1
1
1
1
[
1
1
1
1
1
1
1
1

-> W

A(Q)

A v5,(0,Q)

wr(Q)

Figura 34 Forzante generica del sistema

Il diagramma di Campbell associato a questo caso € riportato in Fig. 35. Rispetto allo studio nel moto libero

abbiamo aggiunto la banda del carico (wf(),A(Q)) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le

intersezioni della banda del carico con i rami del diagramma IQ, rappresentano le bande critiche. Il valore di

smorzamento modale (banda di smorzamento) associato alle bande critiche I{. puo essere facilmente trovato

riportando la banda critica in questione I}, sul diagramma dello smorzamento.

wp;i ()
N

Wpy (ﬁ)

3. : —
i L) I
ozl G 1 IG
g ﬁ \I.i 1 1
25 3 . ! ! BANDA DEL
< @ ~ -/ ! !
g 7/ i I CARICO
7 1 ] ]
/4, 1 1
7 1 1 : _J
1 1 1 ~
L
0 Q 1Q¢3 Q
_ BANDA
w € lwg(Q) CRITICA

GENERICA ARMONICA
DELLA FORZANTE

G:(Q)
A
BANDA DELLO
/ SMORZAMENTO
Kesprozmmzzzmzmoo- ';-_—--)./

L T NG
I 1

0 Qcs3 Q

Figura 35 Diagramma di Campbell per rotore rigido con forzante generica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo

prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
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Q sul diagramma di Campbell; le intersezioni tra la retta verticale passante per Q e i 4 rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di
risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento lungo x; del
centro di massa u (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 36). Per determinare
le bande del modulo e della fase dello spostamento u,, devo determinare sul diagramma di Bode la banda in cui
agisce la forzante. Ma questa puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la banda del carico con
la sezione verticale passante per £ (si vedano sempre la Fig. 35 e la Fig. 36). Lo stesso ragionamento puo essere
effettuato per la generica componente armonica a pulsazione w € Iw;(Q) appartenente alla banda Iw/(Q) in

cui agisce la forzante (Fig. 35 e la Fig. 36).

dB(Ju(w, D)) Pu(w,Q)
A A
[ 1 1 | [l
IS : ! : : =
S | | : 5 =
pd j | | | S
1 i i .
SN A 3
= : & ' : — ; .
N—r Ao\ - ! 1 ' :
Q ] I : ; e ; |
= i o | ' ' :
} ! r‘\: ; I > ! — ! 1
= ~
0 e lg l@ IS, logiow 0 e IS |§ IS, logow
S o~ o * ~ N ™ <+
a A [ A o 3°~ by A,
o (Q) w € lwp(Q) Twg(Q) w € lwp(Q)
BANDA DELLA PULSAZIONE DELLA GENERICA BANDA DELLA PULSAZIONE DELLA GENERICA
FORZANTE ARMONICA DELLA FORZANTE FORZANTE ARMONICA DELLA FORZANTE

Figura 36 Diagramma di Bode per rotore rigido con forzante generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di banda critica I(}.. Qualora infatti la
pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una banda critica 1€, la banda
in cui la forzante agirebbe sulla macchina lwf(ﬁ) includerebbe proprio una pulsazione propria wp;(Q) e quindi

una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima amplificazione.

Concentriamoci ora sulla generica componente armonica a pulsazione w € wa(ﬁ) appartenente alla banda
wa(ﬁ) in cui agisce la forzante e concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del

centro di massa G durante il suo moto forzato nel paino x;y; (associata a quella componente armonica w!):

Uy (1) Uy
dru(t) = Z“’Eg = Re [g(a), Q) ef“’t] = Re zz elot|, (3.2.59)
Yo (t) Yo

Le traiettorie delle altre sezioni della macchina saranno anch’esse ellissi determinabili a partire da quella di G

mediante le formule fondamentali della cinematica dei corpi rigidi. Lo studio del moto di whirl forzato permette
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anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del rotore attorno all’asse z¢ (se il modo € BW o FW).

Analogamente a quanto fatto nel capitolo 2.1, ci concentriamo sulla parte traslazionale del moto

(u‘*’(t)) = Re [(u“’) eiwf] (3.2.60)

Vw (t) Vo

(uw(t)) — Re I:(uw) eja)t] — Re muwej(pu(uejo)t — [muw Cos(wt + (pua))] —
Vy (8) Yo mvwe](p"“’ejwt My, COS(WE + Pyg)
— (muw COS Puw — Myw sin Qouw) (

My COS Py — My SIN Py, ) \Sin wit

cos a)t) _7 (cos a)t) _ <uw(t))'

sin wt v, (t)

Dalla (3.2.60) si ottiene poi

(5m Z))D =T (5:%) (3.2.61)
da cui facendo la norma al quadrato
0N i p (U () SOV (uy (D)
=) (o) =Gew) Hlew) (3:2.62)

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, la (3.2.62) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Pit nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \/A_Hl e \//1_,“ (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L'ellisse corrispondente al whirl libero e riportata in Fig. 37. Infine le fasi ¢y, , Ppe di U, € VU,
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del rotore attorno

all’asse zy. Se infatti vale la condizione
0< @y, =@y, <Tm, (3.2.63)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
- < Py, — Py, <0, (3.2.64)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla

pulsazione (1 (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z; avviene alla pulsazione

della forzante, in questo caso @ € lw,(Q).

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.
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PULSAZIONE DELLA
GENERICA
ARMONICA DELLA
FORZANTE

w € wa(ﬁ)
BW

>
Xf

Figura 37 Whirl forzato per rotore rigido con forzante generica (le componenti angolari ,(t) e 6,(t) si comportano in modo
analogo)

Le principali deformate forzate sono rappresentate (per ogni singola componente armonical) in Fig. 38 e, nelle
caratteristiche (BW e FW) e nella forma, ricordano i modi di vibrare bouncing e tilting descritti nel paragrafo 2.2.
La prima deformata forzata IDF (simile al bouncing) non contiene punti nodali (ovvero punti di intersezione della
deformata con I'asse z¢) mentre la seconda IIDF (simile al tilting) ne contiene uno. Tuttavia le deformate forzate

riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di vibrare e le deformate

modali!
w € lwg(Q) A Xf
PULSAZIONE DELLA Fw
q GENERICA ARMONICA a
DELLA FORZANTE
@ € lop () w € oy (@) G
BW BW
S PULSAZIONE DELLA S
L L

GENERICA ARMONICA
DELLA FORZANTE

RN

-
~

Yr

Figura 38 Deformate forzate per rotore rigido con forzante generica

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: BOUNCING (B)
CARATTERISTICA: BW 0 FW

2) FORMA: TILTING (T)
CARETTERISTICA: BW o FW
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3.3 Effetto della gravita

E’ abbastanza utile discutere brevemente quali sia I'effetto di azioni esterne costanti su sistemi meccanici lineari
e, nello specifico, della gravita. Partiamo cercando di capire come un’azione esterna costante (come ad esempio
la gravita) possa essere applicata al centro di massa G del nostro sistema (gia linearizzato perché parliamo di

vibrazioni flessionali a 4DOF!):

W=\, (3.3.1)

dove g & I'accelerazione di gravita. Analizziamo quindi I'’equazione:
Mg+ G + C)g' + Kq = Qcost + Q) (3.3.2)

dove Qcos¢ € una qualunque azione costante (in questo caso Qcos¢ = Q) € Q(t) € una forzante generica (per
semplicita possiamo supporre che Q(t) non abbia un componente costante oppure, se essa & presente, possiamo

inglobarla dentro Qwst). Il punto di equilibrio del sistema sara chiaramente
q°? = K™ Qcost- (3.3.3)
Descrivendo ora la dinamica del problema rispetto alla posizione di equilibrio geq
q=9%+q (3.3.4)
e sostituendo la (3.3.4) nella (3.3.3), si ha
Mg+ (QG +C)q + KG = Q(1). (3.3.5)

Si nota dungque come, con questo semplice cambio di variabili, la dinamica del sistema sia stata ricondotta a quella
sempre studiata fino ad ora. L'effetto di una qualunque azione costante su un sistema meccanico lineare e

semplicemente quello di spostare il punto di equilibrio (si veda la Fig. 89).

A

'\ = PULSAZIONE DELLA
GENERICA

ARMONICA DELLA
FORZANTE

PUNTO DI
EQUILIBRIO
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PULSAZIONE DELLA
GENERICA
ARMONICA DELLA
FORZANTE

PUNTO DI
EQUILIBRIO

Figura 39 bis Effetto delle azioni esterne costanti e della gravita

L'effetto di forzanti costanti come la gravita pud di conseguenza essere inizialmente ignorato in tutte le analisi

studiate finora (se il sistema meccanico & lineare!) a patto poi di traslare alla fine i risultati di una quantita q¢? .

Nel caso di turbomacchine e motori, viste le alte sollecitazioni in gioco, tale quantita e spesso piccola rispetto alle

orbite compiute dai centro di massa G del rotore € puo quindi essere trascurata.
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4. VIBRAZIONI FLESSIONALI LIBERE: ROTORI ELASTICI 1D

Tipico schema di rotore elastico 1D per analisi flessionale

Proseguiamo ora con lo studio della dinamica delle macchine rotanti 1D (aventi una dimensione prevalente,
coincidente con I'asse di rotazione principale) elastiche. Come preannunciato, la dinamica 1D delle macchine
rotanti fa ampio uso della teoria della trave 1D nello spazio che ha localmente 6 gradi di liberta (degrees of
freedom, DOF). Si veda la Fig. 39 (convenzionalmente si sceglie I'asse z del sistema di riferimento inerziale lungo
I’asso di rotazione). Questi 6 DOF si dividono in DOF traslazionali (traslazione lungo x, y,z) e DOF rotazionali
(rotazione attorno x, y, z). Nella teoria della trave 1D le traslazioni lungo x, y e le rotazioni attorno a x, y sono

detti DOF flessionali, la rotazione attorno a z € detta DOF torsionale e la traslazione lungo a z & detta DOF assiale.

GENERICO PUNTO
DELLA TRAVE

G CONFIGURAZIONE
- DEFORMATA

Oy zg Gy Zfo CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA
TEORIA GENERALE [ TEORIA FLESSIONALE DELLA TRAVE 1D A 4DOF ]
DELLA TRAVE 1D A
6DOF U TRAS. X @ ROT.X
vV TRAS.Y Y ROT.Y
U\ TRAS. X 6\ RroT.X | TEORIA TORSIONALE DELLA TRAVE 1D A 1D0F |
G= <v) ras.y ¢ =[] rory @ rotz
w/ TRAS.Z ¢/ RrOT.Z

I TEORIA ASSIALE DELLA TRAVE 1D A 100F I
W TRAS.Z

Figura 39 Teoria 1D della trave nello spazio

Sotto alcune ipotesi che vedremo, non & necessario studiare la dinamica delle macchine rotanti 1D con la generica

teoria della trave 1D nello spazio a 6 DOF ma sara possibile disaccoppiare e studiare separatamente la dinamica
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flessione (teoria flessionale della trave a 4DOF) da quella torsionale (teoria torsionale della trave a 1 DOF) e da
guella assiale (teoria assiale della trave a 1DOF). Quando tali ipotesi non saranno verificate, allora sara necessario
I'impiego una teoria della trave 1D a 6DOF. In questi casi tuttavia, la complessita computazionale di tali teoria
rende tale approccio non molto conveniente (soprattutto se si considera il compromesso tra accuratezza ed

efficienza) ed e consigliabile passare direttamente a una modellazione 3D della macchina rotante (come vedremo).

4.1 Equazioni di moto (approccio Lagrangiano)

Introduciamo intanto il problema e fissiamo la nomenclatura nell’ottica di sviluppare un modello FEM di macchina

rotante 1D (a 4 DOF per nodo e a 2 nodo per elemento) per studiare la dinamica flessionale del rotore a 4DOF.

Supponiamo intanto che la mesh sia nota (posizione dei nodi, caratteristiche degli elementi e funzioni di forma
note). Non entreremo in seguito in questi argomenti che supporremo noti. Si consideri quindi la situazione
descritta in Fig. 40.

COMPONENTE
CONCENTRATO | % | e-ESIMO ELEMENTO
CONFIGURAZIONE
k-ESIMO NODO DEFORMATA
COMPONENTE Ger (B)
DISTRIBUITO 0

CUSCINI

Gro=1| 0 Gero=| 0 | Gro(z)) =| 0 |Gezo=1| 0
Zk Zie Zf Zfe

CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA

Figura 40 Modello FEM di rotore elastico 1D con 2 nodi per elemento e 4DOF per nodo

Si introducono quindi le grandezze legate al generico nodo (spostamenti e rotazioni elastici e relative derivate)
espresse nella corrispondente terna nodale in configurazione indeformata centrata nella posizione a riposo del

nodo Gy, (per semplicita prenderemo tali terne sempre parallele alla terna inerziale centrata in Of):

Uy _ Uy O _ O
G (t) = ( Vk ) Gr(t) = ( Uk ) Pr(t) = ( Vi ) Pr(t) = P
wr =0 W =0 ¥ =0 ¢ = Q = cost
(4.1.1)

A questo punto introduciamo le principali ipotesi di lavoro:
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- trave snella (presenza di una dimensione prevalente, tipica della strutture 1D, e coincidente in questo
caso con 'asse di rotazione principale) ad asse rettilineo.

- trave a sezione piana: la generica sezione della trave associata al nodo Gy rimane sempre contenuta nel
piano xy della terna solidale al nodo stesso e non si deforma; la sezione della trave pud quindi rototraslare

nello spazio con 6DOF disponibili G, ¢y (la generica trave a sezione piana nello spazio € quindi a 6DOF).

- elasticita lineari (caratteristiche elastiche dei materiali lineari).

- linearizziamo poi il problema nellintorno della configurazione nominale. In altre parole, studiamo il
problema ai “piccoli spostamenti” nell’intorno della configurazione in questione. Da un punto di vista
fisico, consideriamo tutte variabili del problema (vedila (4.1.1)) piccole (eccetto ovviamente la speed della
macchina ) e consideriamo piccole anche le loro derivate. Applicare questa ipotesi a una quantita fisica
equivale a considerare solamente i termini di ordine O (le costanti) e i termini di ordine 1 (la variabili
stesse), ignorando qualunque altro termine di ordine superiore.

- consideriamo solamente i gradi di liberta flessionali (visto che il nostro scopo e studiare la dinamica
flessionale). In altre parole nelle equazioni spaziali, delle 6 equazioni normalmente presenti,
considereremo solo la prima (traslazione lungo x), la seconda (traslazione lungo y), la quarta (rotazione
attorno a x) e la quinta (rotazione attorno a y). Faremo inoltre sulle variabili nodali del problema

(soprattutto quelle relative ai DOF non di interesse) le assunzioni riportate nella (4.1.1).

Le ipotesi sopraelencate, tra le altre cose, garantiscono nel caso di rotore elastico anche il disaccoppiamento
fondamentale tra dinamica flessionale (a 4DOF), dinamica torsionale (a 1DOF) e dinamica assiale (1DOF). Quando
tali ipotesi non saranno verificate, allora sara necessario I'impiego una teoria della trave 1D a 6DOF. In questi casi
tuttavia, la complessita computazionale di tali teoria rende tale approccio non molto conveniente (soprattutto se
si considera il compromesso tra accuratezza ed efficienza) ed & consigliabile passare direttamente a una

modellazione 3D della macchina rotante (come vedremo).

Si introducono poi, espresse nella corrispondente terna in configurazione indeformata, le grandezze legate al

generico elemento (spostamenti e rotazioni elastici e relative derivate) delimitato da 2 nodi consecutivi:

Ue ) Uey Oe1 . Oe1
Gpi(8) = ( Ve1 ): Gpr(8) = ( Ve1 >, Pea(t) = ( PYer ), Pea(t) = Yer

Wep =0 Wer =0 @e1 =0 Qo1 = Q = cost
U2 . uez 662 . 992
Ger()=| Vez | Gea(®=| Voo |, PO =| Ve | Pea(t) = ez -(4.1.2)
Wep =0 Wy =0 Per =0 Pz = Q = cost

Per quanto riguarda il generico elemento & utile anche introdurre la soluzione fisica espressa nella corrispondente
terna in configurazione indeformata centrata in Gg, (descritta dal solito indice ma in maiuscolo), ovvero la

soluzione che otterrei se risolvessi analiticamente le equazioni della teoria della trave:

Ug ] Ug O ) O
QE(zf,t)=< v ) gE(zf,t)=< oy ) gg(zf.t>=( Vs )9E(zf,t)= e

wg =0 Wwg =0 o =10 ¢ = Q = cost
(4.1.3)
Naturalmente tali variabili dipendono sia dallo spazio che dal tempo, al contrario delle variabili nodali che

dipendono invece solamente dal tempo (la posizione del nodo nello spazio & fissata). Abbiamo ora tutti gli elementi
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per definire il vettore della variabili nodali (contente solo i 4 DOF nodali flessionali) e il vettore contente tutte le

variabili Lagrangiane del sistema:

Uy

q1
v —
Qi (t) = Gk € RPOFN=4 | — 1 NN, q(t) = ( )RDOFN*NN:4NN (4.1.4)
- k - ann
Yk -
e le equivalenti grandezze per il generico elemento:
Ueq Ue2 Ug
_ [ Ver DOFN=4 _ | Vez DOFN=4 _| VE DOFN=4
gel(t) = 631 ER B gez (t) = 832 ER , QE(Zf' t) = BE ER (415)
1/)e1 1/)92 1/)5
_ (der DOFN*Ne=4:2=8 , _
q.(t) oz ) € R , e=1..NE (4.1.6)

dove q.(t) & il vettore che contiene le variabili nodali dei nodi appartenenti all’elemento considerato. Un utile
strumento per estrarre gy, e q, dal vettore contente tutte le variabili lagrangiane g sono le matrici di connessione

(matrici binarie formate da 0 e 1):
gk =]kgr ge = eg- (417)

Usando un approccio Lagrangiano, dovremo arrivare ascrivere le equazioni di Lagrange per il nostro sistema

T T
d (oL oL
a(@) - (@) = L=T-V. (.18

Dovremo quindi essere in grado di scrivere |'energia cinetica T, I’energia potenziale IV e le azioni Lagrangiane non

conservative del nostro sistema.
Alla fine (si veda sempre la Fig. 40) dovremo considerare i seguenti componenti della macchina rotante 1D:

1) COMPONENTI CONCENTRATI: entita concentrate dotate di massa e inerzia ma non di proprieta elastiche
(stadi, giranti,etc.); i componenti concentrati dovranno essere posizionati sull’albero, solidalmente
collegati a un nodo di riferimento del modello FEM (naturalmente non tutti i nodi sono associati a un
componente concentrato!). Tali componenti avranno un’energia cinetica Ty, (d sta per disk) e un’energia
potenziale V;;, solitamente trascurabile (V3 = cost).

2) COMPONENTI DISTRIBUITI / ELASTICI: entita distribuite dotate di massa, inerzia e di proprieta elastiche
(solitamente sono i tratti di albero); i componenti elastici sono quasi sempre associati agli elementi del
modello FEM. Tali componenti avranno un’energia cinetica T, e un’energia potenziale V/,.

3) COMPONENTI ESTERNI / NON CONSERVATIVI: comprendono tutto quello che agisce sulla macchina
dall’esterno come forzanti esterne (carichi palari / forzanti di fluido, azioni dovute a motori/generatori,
azione della gravita o di altri campi di forza esterni, etc.), componenti modellabili come elementi di forza
(cuscini, tenute, giunti, riduttori, etc.), smorzamento del materiali e altri effetti strutturali non conservativi
modellati come azioni esterne usando il Principio dei Lavori Virtuali. | componenti esterni / non

conservativi sono chiaramente associati alle azioni Lagrangiane non conservative Q. In questo capitolo
parleremo delle forzanti esterne piu comuni e in modo assai semplificato dello smorzamento. Nel capitolo
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5 parleremo degli elementi di forza e soprattutto dei cuscini fluidodinamici e nel capitolo 9 torneremo a
parlare di forzanti esterne soffermandoci sulla modellazione delle forzanti di fluido (interazione fluido-

struttura).

Nel complesso avremo dunque

L=T-V =% Ta + 205 T — 05 Ve (4.1.9)

4.2 Elementi concentrati

Per quanto riguarda gli elementi concentrati, modellabili come corpi rigidi concentrati solidalmente collegati alla
terna associata al generico nodo k-esimo, calcoleremo I'energia cinetica Ty, e trascureremo I'energia potenziale
Var = cost:sitrascurano perora le variazioni di quota di elementi e gli effetti della gravita (la gravita verra trattata
come azione esterna in seguito). L'energia cinetica T, puo essere calcolata ricordando I'espressione dell’energia

cinetica del generico corpo rigido:
1 L2 1 . .
Tax = ;mdk”Qk” + ;QTf(fk:QR)R(QR)%RRT(QR)QJF(@«@c)- (4.2.1)

e supponendo di conoscere la caratteristiche inerziali del componente concentrato (rispetto alla terna solidale al

nodo associato a tale componente):

Iy 0 0O
Mag, Oqr =0 lax 0. (4.2.2)
0 0 Iy

Applicando alla (4.1.10) le solite ipotesi semplificative, otteniamo infine I'espressione desiderata:

Tay = %Q};Mdkgdk — QqAardx (4.23)
con
me 00 0 000 0
Mdk=\00 :)nk ld(z 00 /, Agp = 8 8 8 Ip?c . (4.2.4)
00 0 Iy 000 0

Come vedremo, la matrice My, contribuira alla matrice di massa complessiva del sistema mentre A, a quella

giroscopica.
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4.3 Elementi elastici (trave di Eulero - Bernoulli)

Per calcolare I'energia cinetica T, e I'energia potenziale elastica V, degli elementi elastici faremo uso della teoria

flessionale della trave 1D a 4 DOF. In questo caso useremo la trave di Eulero — Bernoulli. Per la nomenclatura si

faccia riferimento alla Fig. 41.

1

I

I CONFIGURAZIONE
' Ge(t) DEFORMATA
I

S L L .

z
O¢ 4 0 0 0 CONFIGURAZIONE
Goio=1| 0 Ggo(zr) = 0 Goro=| 0 INDEFORMATA

Figura 41 Elemento FEM 1D con 2 nodi per elemento e 4DOF per nodo

Una volta richiamata la nomenclatura, € il momento di introdurre la cosi detta approssimazione FEM:

ug(zy, t) Nel(zf)
vg(2zf,t) N,,(z

qe(zp,t) = 95 (Z; = Ne(zf)qe(t) = N;Ezi 3 e (). (4.3.1)
lpE(Zfl t) N€4- (Zf)

L'idea alla base del FEM e infatti quella di determinare la soluzione del problema solamente in alcuni punti specifici
del dominio (e degli elementi della mesh in cui il dominio & suddiviso), ovvero nei nodi. Si ignora di conseguenza
come si comporti realmente la soluzione all’'interno dell’elemento e si prova ad approssimare il suo andamento in
guesta zona supponendo che esso sia una combinazione lineare dei valori presi dalla soluzione ai nodi (cioe delle
variabili nodali). Il modo pil generale per scrivere questa combinazione lineare ¢ la (4.3.1). Naturalmente, poiché
la posizione spaziale dei nodi & bloccata, le variabili nodali dipendono solo dal tempo. Di conseguenza la

dipendenza della soluzione fisica qE(zf, t) dallo spazio viene presa in carico dalla matrice / funzione di forma

N, (zf). In questo caso N, (z¢) € una matrice 4x8 (coerentemente con la (4.3.1)) composta da 4 righe Nel-(zf) 1x8
e ognuno dei sui 32 elementi é fatto da polinomi interpolanti. Piu e alto il grado di questi polinomi (e quindi il
I'ordine dell’elemento) maggiore sara I'accuratezza dell’elemento in questione e la sua capacita di garantire la
continuita della soluzione, la continuita delle sue derivate prime e cosi via. L’aver scelto come funzioni interpolanti
dei polinomi rende i calcoli successivi molto semplici (si note come il prodotto di polinomi & sempre un polinomio

e la derivazione / integrazione di polinomi producono sempre polinomi e sono estremamente facili da effettuare).
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E infine fondamentale notare come I'approssimazione FEM (4.3.1) separi di fatto la dipendenza spaziale (zf) da
quella temporale. Questo trasforma immediatamente ogni derivata parziale di qE(zf, t) in una derivata ordinaria
di N (zf) (nel caso di derivate spaziali) e di q.(¢t) (nel caso di derivate temporali). Questa trasformazione ha il

notevole effetto di tramutare sistemi di equazioni differenziali alle derivate parziali (PDE) in sistemi di equazioni
differenziali ordinarie (ODE) molto piu semplici da risolvere e che costituiscono il punto di arrivo quando si

discretizza una teoria fisica con un approccio FEM.

Alle 5 ipotesi di lavoro fatte all’inizio del capitolo 4, aggiungiamo altre 2 ipotesi di natura fisica che caratterizzano
la trave di Eulero — Bernoulli, ovvero (queste ipotesi saranno poi rimosse nel prossimo paragrafo quando

tratteremo la trave di Timoshenko):

- trascuriamo a livello tensionale gli effetti di taglio e consideriamo solamente gli effetti della flessione;
- trascuriamo gli effetti inerziali rotazionali della sezione e consideriamo solamente gli effetti inerziali di

traslazione.

Serve infine un’altra ipotesi per arrivare a descrivere la teoria della trave 1D a 4 DOF di Eulero — Bernoulli (tale
ipotesi sara presente anche per la teoria della trave 1D a 4 DOF di Timoshenko), ovvero l'ipotesi del
disaccoppiamento dei piani di inflessione. Supponiamo quindi che la dinamica della trave sul piano di inflessione
xz (descritta dalle variabili (ugg) sia disaccoppiata dalla dinamica della trave sul piano di inflessione yz
(descritta dalle variabili (v;0g). Tale ipotesi & formalmente indipendente dalle ipotesi elencate a inizio del capitolo
4 e permette di studiare separatamente le due dinamiche mediante la solita equazione della trave (I'equazione
sara uguale ma le variabili ovviamente saranno diversi nei 2 piani di inflessione!). In questo caso, a livello formale,
si passa dunque da una teoria flessionale della trave 1D completa a 4DOF a una teoria a 2+2DOF. Naturalmente,
guando tale ipotesi non & verificata, la dinamica flessionale della trave 1D andra studiata mediante una teoria

della trave a 4DOF completa.

Xf

1

| PIANO DI INFLESSIONE I yf PIANO DI INFLESSIONE I

xpZg -> (ug, Y) Yr2s -> Vg, )

\ 4

Of zf zf

Figura 42 Disaccoppiamento dei piani di inflessione

Dal momento che la dinamica della trave ¢ la stessa nei due piani di inflessione, prenderemo ora come riferimento
il piano xz in cui la trave & descritta dalle variabili (ugyg) (si veda la Fig. 42). La teoria della trave di Eulero —

Bernoulli & brevemente riassunta in
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aZU.E a aZU.E _
otz ' azs2 (Elx azf2> = a(z, )

o (4.3.2)
9%u 0%u
Ey7 = _fof’ 0,, = Eg,, = —Ex asz (4.3.3)

dove p € la densita del materiale, A € I'rea della sezione, E il modulo di Young, I, & il momento geometrico della
sezione e q(z, t) I'eventuale carico distribuito lungo la trave. La (4.3.3) riporta la distribuzione “a farfalla” di strain
e di stress sulla sezione della trave (gli effetti di taglio vengono ignorati). A seguito della seconda delle (4.3.2) nella
teoria della trave di Eulero-Bernoulli la sezione della trave & sempre ortogonale alla deformata della trave (si veda
la Fig. 43).

X
f SEZIONE ORTOGONALE ALLA
A TANGENTE ALLA DEFORMATA

1
1
I
o
1
1
1
\J

v

zf Zf

Figura 43 Caratteristiche della sezione nella trave di Eulero - Bernoulli

Troviamo ora |'energia potenziale elastica del generico elemento V,,, associata la piano di inflessione xz:

1 1 1.l 9%ug\?
Veu = EJ.VE Zi,j gijaij av = EfVe 0,,E,, av = Eflif J.A Exz (az;) dA de = (434)

1 (?re T
= EL 1E (qfng ™) (Ne e ) dzp =

1 Zfe
=54 U IE N, (2 )Ne, () dzf] qe =
Zie

1
= EEZKeuge-

1

Un analogo risultato si ottiene per il piano di inflessione yz, V,,, = qul(e,,qe, da cui

1
Vo = Vou + Ve = 5qe Keqe con K, = Koy + Koy (4.3.5)

Si noti come la matrice K, sia molto facile da calcolare proprio perché le funzioni di forma contengono solamente

polinomi interpolanti. Il calcolo dell’energia potenziale elastica del generico elemento T,
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T, =5, pllvel*av (4.3.6)

richiede qualche cautela in piu perché prima deve essere calcolata la velocita vp della generica particella nel
volume dell’elemento (vedi la Fig. 41). Dal momento che abbiamo supposto che la trave sia a sezione piana,

possiamo trovare vp con la formula dei moti rigidi:

X
vp = Gp + wp(pp 5) X (B = Gg),  Pr=Gx+R(¢p)P,  P= (y) (43.7)

A questo, facciamo le solite ipotese semplificative per poter usare la (4.3.7) nella modellazione flessionale a 4DOF
di travi 1D:

- consideriamo solamente i gradi di liberta flessionali (si vedano le (4.1.3));

- linearizziamo il problema nell’intorno della configurazione nominale supponendo che tutte variabili del
problema e tutte le loro derivate (vedi la (4.1.3)) siano piccole (eccetto ovviamente la speed della
macchina ). Studiamo cioé il problema ai “piccoli spostamenti”. Applicare questa ipotesi all’equazione
(4.3.7) equivale a considerare solamente i termini di ordine O (le costanti) e i termini di ordine 1 (la variabili

stesse), ighorando qualunque altro termine di ordine superiore.

Linearizzando v, e sostituendo 4.3.6 otteniamo:
lf p||v ”26“’ = (4.3.8)
27V, ZpP -

1 L . , .
= EJ p[u,zs + 02+ y202 + x2PZ — 4(x? + y)QO Y + (X% + yZ)QZ]dV
v,

e

dove r? = x? + y2. Trascurando, come da ipotesi i contributi inrziali rotazionali della sezione (terzo e quarto

termine) si ha quindi
1 . . : 1 . . : 1
T, = Efve p[uz + vE — 4r2Q0¢ + r2Q2|dV = Efve pluz + vE — 4r2Q0y|av + )07 (43.9)

dove, come ultimo termine, & comparso il momento d’inerzia polare dell’elemento /.. Questo termine, essendo
costante, scomparira per derivazione una volta inserito all'interno delle equazioni di Lagrange e quindi non ha

importanza. Inserendo infine le funzioni di forma otteniamo

T, =51, p|(4INE) (Nerde )| @V +3 1, p|(4ENE) (Nezde )| dv + (43.9)

~2a| pr*(a2vz) ( Neadi)| 4V 43,2 =

e

=%LZ”L p|(aN%) (Nerde )| dA dzg +5 ffj p [(4ENEG) (Neade )| d4 dzp +

- ZQf eL pr? [(geTNeZ)( e4%)] dAdzs + ]e =
Zie
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Zfe

“fe T . 1 T “fe T . T T . 1 2
@ [ PANENerdzy o+ 308 | pANENeadzp 4o = 2068 | PING Neadlzy o + 5007 =
Zie z

NIH

ie Zie

1. 1 . Ta o sl 02 1 2
ZEQeMeuQe +§QeMeuQe_2-QgeAege +§]e-Q _EQeMeQe_QQeAeQe‘l' ]e-Q =

=TouFTey +Tog+To =Teqg +Tog +Teoy Me = Mgy, + M,y

dove J & il momento geometrico polare della sezione e T, € il termine costante che andra via in derivazione
dentro le equazioni di Lagrange. Per concludere occorre osservare che il termine non quadratico puro T4,
responsabile come vedremo degli effetti giroscopici nell’equazione di moto, coinvolge termini associati a piani di
inflessione diversi: 1[)E per il piano xz e O per il piano yz. Tale termine accoppia quindi i due piani di inflessione
violando I'ipotesi di disaccoppiamento di tali piani. Il termine misto T, 4 € quindi un buon indicatore di quanto
questa ipotesi sia veritiera. Se T, € piccola, allora I'ipotesi di disaccoppiamento dei piani di inflessione e ben

verificata, altrimenti no.

4.4 Elementi elastici (trave di Timoshenko)

Ripetiamo ora lo stesso ragionamento descritto nel paragrafo precedente per trovare le energie potenziale elastica
V. e cinetica T, dell’elemento FEM ma usando questa la teoria della trave 1D a 4 DOF di Timoshenko. La trave di
TImoshenko é fisica mente pil accurata della trave di Eulero-Bernoulli perché tiene anche in considerazione gli
effetti di taglio e di inerzia rotazionale della sezione (le due ipotesi di lavoro fatte nel caso di Eulero-Bernoulli
vegono quindi rimosse). Rimane anche in questo caso I'ipotesi di disaccoppiamento dei piani di inflessione xz
(dinamica della trave governata dalle variabili (ugg)) e yz (dinamica della trave governata dalle variabili
(vg0g)). Anche la trave di Timoshenko pud dunque essere considerata una teoria a 2+2DOF. In termini di
frequenze, la trave di Eulero- Bernoulli & solitamente accurata fino a 100-200Hz mentre la trave di Timoshenko
estende questo range fino a 500-1000Hz. Oltre queste frequenze, a seconda della validita delle ipotesi fatte e del
rapporto accuratezze — efficienze numerica richiesto, occorre passare a teorie della trave 1D a 4DOF complete,

6DOF o direttamente alla modellazione 3D del nostro sistema.

Come nel caso precedente, riassumiamo qui brevemente le equazioni della teoria della trave di Timoshenko:

pATEE — q(z7,0) = 5| 4G (32— e )|

"y " (4.4.1)
82 (51,25) 4 g (22, )

a a a a
gzzz_xﬂl Oy, = E€; = —Ex wf V= ((;;Ifa 1/)5) =Gy = Gk( o l/)E)

dove k ¢ il fattore di taglio di Timoshenko associato a una certa sezione della trave e § & I'angolo di Timoshenko,

Ju . . . .

ovvero I'angolo f = Yy — a_zE che la sezione (piana!) forma rispetto alla normale alla deformata della trave (si
f

veda la Fig. 44).
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| ANGOLO DI TIMOSHENKO

Zf Zf

Figura 44 Caratteristiche della sezione nella trave di Timoshenko

Per la nomenclatura FEM faremo sempre riferimento al paragrafo 4.1 e alla Fig. 41. Questa volta per calcolare

I'energia potenziale elastica /,, come preannunciato, terremo conto anche del taglio tra i vari contributi di

deformazione (oltre a quello della flessione). Per il piano di inflessione xz si ha:

a )
f Yij&ij0ij dV——f l0,,6,, +yT] d =—fVe[ 1.05 + k%G <ﬂ—7j}E>] dv

dA de =

1/)5 Jug ?
Zie j [ kZG(E_lpE)
4
=L ElL, <62f> + k2GA (——%) ldzf.

e

(4.4.2)

Ricordando a questo punto I'approssimazione FEM (modello FEM per trave 1D a 2 nodi per elemento e 4 DOF per

nodo):
ug (2, 1) Nea(z)
4ezp.) = (‘;z & iﬂ = N(2)g.(0) = {“Z ;\ 4. 0)
Vo) \ate
si ottiene

Veu = 7| ELe (aTNEE ) (Néage ) + K2GA (4N — aINE, ) (Nirge — Neade )| dzy =

T
e

Zfe
=q J [EIxNé£ ea T kZGA(NeIINell - Ne'INeAL - NeT4 o1t NeT4Ne4)]de de =

Zie

1
= EEZKeuge-
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1

Un analogo risultato si ottiene per il piano di inflessione yz, V,, = qul(e,,qe, da cui

1
V, =V + V= ;ﬂeTKeﬂe con K, = Keyy + Koy (4.4.5)

Si noti come la matrice K, sia molto facile da calcolare proprio perché le funzioni di forma contengono

solamente polinomi interpolanti.

Anche per la trave di TImoshenko, Il calcolo dell’energia potenziale elastica del generico elemento T,

T,=3J, pllv|’av (4.4.6)

richiede qualche cautela in piu perché prima deve nuovamente essere calcolata la velocita vp della generica
particella nel volume dell’elemento (vedi la Fig. 41). Dal momento che abbiamo supposto che la trave sia a sezione

piana, possiamo trovare vp con la formula dei moti rigidi:

x
p = Gg + wp (b $) X (P — Gx), Py =Gp +R(¢p)P,  P= (y) (4.4.7)
0
A questo, facciamo le solite ipotese semplificative per poter usare la (4.4.7) nella modellazione flessionale a 4DOF
di travi 1D:

- consideriamo solamente i gradi di liberta flessionali (si vedano le (4.1.3));

- linearizziamo il problema nell’intorno della configurazione nominale supponendo che tutte variabili del
problema e tutte le loro derivate (vedi la (4.1.3)) siano piccole (eccetto ovviamente la speed della
macchina ). Studiamo cioé il problema ai “piccoli spostamenti”. Applicare questa ipotesi all’equazione
(4.4.7) equivale a considerare solamente i termini di ordine O (le costanti) e i termini di ordine 1 (la variabili

stesse), ignorando qualunque altro termine di ordine superiore.

Linearizzando vp e sostituendo 4.3.6 otteniamo:
1 2
Te =31, pllvs|"av = (4.4.8)

1 o . : :
= Ef p[uﬁ + D2+ Y202 + x2Pz — 4(x% + y2)QOphy + (x% + yZ)QZ]dV =
v,

e

dove r? = x2 + y2. Si ha poi (questa volta non si trascurano le inerzie rotazionali della sezione):

T, =5 [20[, pl[id +vF +y?6F + x*)} — 41200535 +1202|dA dz = (4.4.9)
Zfe . ) ]
= f plAuG + AVE + 1,6F + LapE — 4]Q05y; + 72| dz,.
Zie

Introduco poi I'approssimazione e ottengo

z

1 T e T . 1 T
T, =54. J pANelNelefge +Ege f

fe N P :
54 PANg; Neodzs G, + Eﬂg f pIyNg Nesdzy e +
Z

Zie Zie ie

1, e . e . 1
548 ¢ PLNE Neadzg Go — 2007 [[7° pINZ Neadzs G +5J.0% = (4.4.10)
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1, 1.0 1. . 1
54e Meuqe + qu Mequ + qu Mew% - Zﬂge Aeuﬂe + E]e'o' =

1.
=§queuqe + >

1 1 T T
2 qe (Meu + Mew)% += q (Mev + Me@)qe QﬂeAeuge + E]e'o' =

1 T . T . 1 2
= qu Meq. — QgeAeuﬂe + E]e'o' =

=Teu+Toy+Teg +To=Te +Tog +Teo, Mg = Mgy +Me¢ + Mg, + Mg

dove J e il momento geometrico polare della sezione, J, € il momento d’inerzia polare dell’elemento e Ty € |l
termine costante che andra via in derivazione dentro le equazioni di Lagrange. Per concludere occorre
nuovamente osservare che il termine non quadratico puro T,,, responsabile come vedremo degli effetti
giroscopici nell’equazione di moto, coinvolge termini associati a piani di inflessione diversi: 1[)E per il piano xz e 6
per il piano yz. Tale termine accoppia quindi i due piani di inflessione violando I'ipotesi di disaccoppiamento di tali
piani. Il termine misto T, € quindi un buon indicatore di quanto questa ipotesi sia veritiera. Se T, € piccola, allora

I'ipotesi di disaccoppiamento dei piani di inflessione & ben verificata, altrimenti no.

4.5 Assemblaggio delle equazioni

L’assemblaggio della equazioni di moto & abbastanza facile una volta determinati i vari contributi. Ricordando

che
L=T—-V =Y Ty +3VE T, —¥NEV,, (4.5.1)

alla luce dei risultati per paragrafo 4.4, possiamo scrivere per gli elementi concentrati e per gli elementi
distribuiti:

1, . .
Tay = EQIZMdkgdk — QqkAardx (4.5.2)

[EEN

Ve = EﬂgKeﬂe

1. . . 1
T, = EggMege - -QQZAeuge + E]e-QZ-

Introducendo le (4.5.2) nella (4.5.1) e usando le matrici di connessione q;, = Jxq e q; = H.q, si ottiene

Vetor = Lot Vi gE1 queqe =‘qT(Z E HIK.H )q = q Ketotq (4.5.3)

NE . 1, NE ) NE
T =), To= ( Moo —00tAcle) =307 (D, _ HEMeHe)a =007 (3, _ HEAH.)d =
e= e=1

1. . .
= EQTMetotg - -QQTAetotg
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NN NN ‘ . ‘ 1 NN ‘ NN ‘
Tator = Z Tax = Z <— Qe Marqr — QQkAquk> ==q" < ]kMdk]k> q—0q" ( ]kAdk]k) q
k=1 k=1\2— - = = 2= k=1 - = k=1 -
1, . .
= EgTMdtotg - QQTAdtotg-
Sostituendo infine le (4.5.3) nelle equazioni di Lagrange (4.1.8) si arriva alla seguente equazione:
(Mggor + Metot)g + Q(Aator + Actor — Agtot - Agtot)z + Ketotg = QNC = Qb + Qsm + Qext (4.5.4)
(Mgtor + Metot)g + QGQ + Ketotg = QNC = Qb + Qsm + Qext

dove G & la matrice giroscopica del sistema (antisimmetrica) e dove, dentro le azioni lagrangiane non conservative

Qnc, abbiamo considerato le generiche forzanti esterne Q,,; agenti sulla macchina (carichi palari / forzanti di

fluido, azioni dovute a motori/generatori, azione della gravita o di altri campi di forza esterni, etc.), lo

smorzamento del materiale Qg,,, (modellato come azione esterna usando il Principio dei Lavori Virtuali) e le azioni
Qp dei componenti modellabili come elementi di forza (cuscini, tenute, giunti, riduttori, etc.). Solitamente le

matrici Mgior, Metor SONO simmetriche definite positive mentre la matrice K ;,; € simmetrica semidefinita

positiva.

In questo capitolo parleremo delle forzanti esterne pill comuni e in modo assai semplificato dello smorzamento.
Nel capitolo 5 parleremo degli elementi di forza e soprattutto dei cuscini fluidodinamici e nel capitolo 9 torneremo

a parlare di forzanti esterne soffermandoci sulla modellazione delle forzanti di fluido (interazione fluido-struttura).

Supponiamo per ora di adottare per gli elementi di forza (e soprattutto per cuscini e tenute) agenti sul generico

nodo k-esimo una classica formulazione linearizzata tipo molla tridimensionale:
Qbk = —KCk(Q)Qk - CCk(Q)Qk- (4.5.5)

in cui, come vedremo, le matrici di cuscino non sono simmetriche e potranno dipendere dalla speed {2 e da altri

parametri del sistema. Il vettore complessivo delle azioni lagrangiane associate agli elementi di forza @, potra

essere determinato tramite le matrice di connessione:
Qp = Py Qi = Py [—KCk(-Q)]kQ - CCk(-Q)]kQ] = —Kc()q — Cc(D)q . (4.5.6)
Inserendo la (4.5.6) nella (4.5.4) si arriva alle equazioni:
(Matot + Metor)§ + (QG + Cc(0))§ + (Keror + Kc())q = Qsm + Qe (4.5.7)
M+ (QG + Cc(2))q + Kq = Qon + Qexe

dove la matrice M rimane simmetrica definita positiva mentre purtroppo a causa degli elementi di forza non

simmetrici (cuscini e tenute) la matrice K perdere qualunque proprieta.

Supponendo infine di adotta un semplice modello si smorzamento del materiale lineare (vedremo nel prossimo

paragrafo come fare a determinare la matrice di smorzamento C,, con il Principio dei Lavori Virtuali)
Qsm = —Csmg (4.5.8)
si ottiene I'equazione generale della rotordinamica flessionale (a 4DOF) per un rotore elastico 1D:
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Mg + (QG + Cc() + Con)q + Kq = Qexe (4.5.9)
MG+ (QG + C)§ + Kq = Qexe

dove chiaramente anche la matrice C perde qualunque proprieta.

4.6 Trattazione semplificata dello smorzamento di materiale

Mostriamo ora come calcolare le azioni lagrangiane associate allo smorzamento del materiale nell’ipotesi

estremamente semplificata di smorzamento lineare (modello smorzamento linearizzato):
Qsm = _Csmg- (4.6.1)

Il calcolo di Qs € una interessante e istruttiva applicazione del Principio del Lavori Virtuali (PLV) al modello di

trave in uso. Il PLV afferma che il lavoro virtuale scritto nello spazio della variabili lagrangiane & uguale, per
gualungue spostamento virtuale compatibile con i vincoli del sistema, al lavoro virtuale scritto nello “spazio fisico”.

Considerando I’ e-esimo elemento del nostro modello FEM, si ha:

645 Q5n = —8LGm - (4.6.2)

dove 6L, € il lavoro virtuale nello spazio fisico effettuato dal sistema. Ipotizzando che il materiale abbia una

semplice caratteristica lineare visco-elastica del tipo
Ozz = Ogzet + Ozzsm = E€5 + Esmé,, (4.6.3)
T=To + Togn = GY + Gsnr?,

& possibile calcolare —3L%,, per la sola componente di smorzamento della (4.5.12) (ho gia considerato la

componente elastica nei paragrafi 4.3 e 4.4!):
=Ly = — fVe Zi,j Sgijo-ijsm av = — fVe (68270225m + 8y Tsm)dV. (4.6.4)

Ricordando che, per il piano di inflessione xz, valgono le seguenti relazioni costitutive per la trave di Timoshenko

d a a
b= =y =k -y, v= 6y = ok (32— yy)
si ha
P ] %y r o
be,; = —x6 Bzf = _xNe46ger Ozzsm = —Esmx azfaEt = _Esmeezlge (4.6.5)

d , 82 d . .
oy = k( aLZIfE - &»DE) =k (Nel6ge - Ne46ge)l Tom = Gsmk <az;t3Et - %) = Gsmk (Nelge - Ne4ge)-
Sostituendo nella (4.5.13) si ha infine:

~0Lemu = = [7° J, |Em¥?8aINEN e + Gomk? (Nisde — Neade ) (Nérde — Neade )| dA dzp = (4.6.6)
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Zfe
_6L§m,u = _6ggf [EsmeNeTleelzt + GsmAkZ(Nell - e4)(Ne’1 - e4)]dzfge =
Zie

= _6@; Cgm,uﬂe
Otterremo chiaramente un risultato analogo per il piano di inflessione yz: =L, , = —aqgcgm_,,qe. Nel
complesso avremo dunque: —8LE, = =81, — 6L%m, = —6q% C&nde, con CEp = Cépy + Cém o

Dal momento che il PLV & vero qualunque siano gli spostamenti virtuali compatibili con i vincoli §¢q,, si ha che
Qsem = —Cfmge- (4.6.7)

Infine, per trovare il vettore complessivo delle azioni lagrangiane associate allo smorzamento Q,,, usiamo

nuovamente le matrici di connessione:

Qsm = Yo HE Qsem = -2 H] CsemHeQ = _Csmg- (4.6.8)

4.7 Diagrammi di Campbell, whirl libero, classificazione modale
e mappa modale

Analizziamo ora la soluzione dell’equazione:
Mg+ (QG+C)g+Kq=0. (4.7.1)
Come detto nel paragrafo 1.2, I'analisi ci dice che la soluzione libera (associata al moto libero) ha la forma:
q,(t) = Z?fl cjqje®i®* N=4x%NN (4.7.2)
dove
s uik
, 2 , ) Vik _
SiiaN = —CiWni £ jwn |1 =§" = =Gy £ jwp, g = | ik G =\ g, | i+n =Tv
Yik
i=1..N, k=1..NN (4.7.3)

sono gli autovalori (associati alle pulsazioni proprie wp;) e gli autovettori del problema (associati alle deformate

modali).

| modi di vibrare del sistema sono definiti invece come

0 (1)
Yir (O

Uk () { Uik \
q:(t) = (ﬂik(@) = Re (ﬂiesit) = Re <<ﬂik> esit> vie(t) ) _ Re \ Ziz esit/ (4.7.5)
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Si noti che il sistema ha 2N autovalori (N coppie complesse coniugate), 2N autovettori (N coppie complesse
coniugate) e 2N modi divibrare N coppie uguali). Di conseguenza le pulsazioni naturali / proprie e gli smorzamenti

modali distinti saranno solamente N.

Naturalmente sia gli autovalori che gli autovettori del problema dipendono dal parametro  (la velocita di

rotazione / speed della macchina):
si(Q), wni (D), wpi (D), §: (), ;(Q)  con QE[0 Qpax]. (4.7.6)

E’ dunque molto importante capire a livello qualitativo questa dipendenza sia per il autovalori (tramite il
diagramma di Campbell) che per gli autovettori (tramite lo studio del moto (whirl libero) e la classificazione

modale). Il tutto sara infine riassunto dalla mappa modale.

Partendo dallo studio degli autovalori, si usa descrivere la dipendenza delle pulsazioni proprie o naturali
Wi (Q), wp; () e degli smorzamenti modali {;(Q) da Q in due diversi diagrammi Campbell (si veda la Fig. 45). In
questo caso il sistema ha solamente N pulsazioni naturali / proprie e smorzamenti modali e quindi i diagrammi di
Campbell sono formati da N rami. Tali pulsazioni costituiscono dei grappoli di 4 rami (NN per un rotore elastico).
Per semplicita riportiamo solamente i primi due grappoli. Se infatti I'ipotesi di disaccoppiamento delle dinamiche
flessionali, torsionali e assiali & verificata, gli autovalori relativi ai 4 DOF flessionali tenderanno a raggrupparsi in
grappoli di 4 mentre gli autovalori relativi ai DOF torsionali non formano alcun raggruppamento (sono indipendenti
tra loro o formano “grappoli di un solo elemento”) cosi come gli autovalori relativi ai DOF assiali. Purtroppo, se
I'ipotesi di disaccoppiamento delle tre dinamiche non & piu verificata, gli autovalori relativi alla dinamica flessionali

tendono a perdere la tendenza a raggrupparsi.

wpi() i@

o000
A oo A

" J
: \ {
|
@ > 1G >IG
J )
0 Q Qr

Figura 45 Diagramma di Campbell per il rotore elastico

Guardando alla Fig. 45 si nota come le pulsazioni naturali / proprie solitamente tendono a un valore asintotico per

Q grandi mentre questo non & vero per gli smorzamenti. La separazione e I'apertura dei rami dei diagrammi di
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Campbell crescono se aumentano I'asimmetria e I'anisotropia dei cuscini e se aumentano gli effetti giroscopici (1,

(quindi per ) grande o per I, grande).

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, conviene adesso determinare il moto di whirl libero, ovvero la
traiettoria compiuta da ogni nodo del sistema Gy, del rotore sul generico piano xgYr) ortogonale all'asse di
rotazione della macchina (Fig. 46). Tale traiettoria sara, come nei casi precedenti, un’ellisse mentre nel caso in cui
gli smorzamenti modali siano nulle {; (wp; = wy;)- Nel caso in cui gli smorzamenti siano positivi {; > 0 al posto di
ellissi avro delle spirali convergenti a zero (BW o FW). Lo studio del moto di whirl libero del generico nodo G,

permettera anche di conoscere se I'ellisse / spirale & percorsa in senso BW o FW.

Consideriamo dunque la componente della soluzione associata al generico modo del generico nodo:

Uk (t) / Uik
qi(0) = Z?;Eg = Re (gikesit) = Re Zi’; esit (4.7.7)
Yir () Yik

e focalizziamoci sulla sua parte spaziale (le prime due componenti):

3 i . i t
<uik(t)> — Re [(ulk) esit] _ e_(i“’nitRe muike]"pu”‘e‘]wp‘ — e—{i(unit [muik Cos(wl’it + (puik)] — (478)
vy (t) Vik Mye’ Priel Opit My COS(Wpit + Pyig)

— p~ionit <muik COS Pyik — My SIN <Puik> (COS fUPit) — o~CinitT (505 wpit) _ (uik (f))
My COS QPyix — My SIN Pyix /) \SINWp;t Sin wp;t Vig (1)

Dalla (2.2.7) si ottiene poi

cos wp;t —Ciwontr—1 (Wi )
(sinw;t) = e~ @ntT 1 (vi:(t)) (4.7.9)
da cui facendo la norma al quadrato
—20jwnit — IMGN _iyTe—1 (Ui () _ wik O\, (i (®)
¢ (vik(t)) =T <vik(t)> (vik(t)) H(vik(t))‘ (4.7.10)

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, nel caso in cui {; = 0, la (4.7.10)
rappresenta I'equazione parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il
teorema spettrale, la matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la
direzione dei semiassi dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi € invece pari a \/A_Hl e \/A_Hl (gli
autovalori sono reali e positivi perché H). L’ellisse corrispondente al whirl libero e riportata in Fig. 46. Infine le fasi
Ouik » Pvir di Ui € vy, permettono di determinare anche se I'ellisse / spirale & percorsa in senso BW o FW. Se

infatti vale la condizione
0 <@y, — Py, <, (4.7.11)
allora il modo € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
< Py, — Puy <0, (4.7.12)

I'ellissi sara percorsa in senso FW. Nel caso in cui {; > 0 non abbiamo chiaramente piu un’ellissi ma una spirale

convergente verso lo zero (si veda il membro di sinistra della (4.7.10)). A livello di stabilita passiamo di fatto da un
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modo semplicemente stabile (associato a un polo semplicemente stabile) a un modo asintoticamente stabile

(associato a un polo asintoticamente stabile).

Vfk

wpi(Q) ik

Figura 46 Ellissi associata al whirl libero per il generico nodo (le componenti angolari ¥;,(t) e 6;(t) si comportano in modo
analogo)

Ovviamente la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il

moto di rivoluzione di ogni attorno all’asse z¢; avviene sempre alla stessa pulsazione propria wp; ().

In linea teorica ogni nodo Gy, potrebbe percorrere la propria ellisse in senso BW o FW e le varie ellissi potrebbero
avere le forme e le grandezze piu disparate. Tuttavia, per il principio di coerenza modale, i modi di vibrare tendono
ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 47. Questo & dovuto al fatto i rotori sono
solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di conseguenza, sezioni
della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere ellissi di whirl libero “troppo diverse” tra loro (in tal caso

non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

Come si puo notare dalla Fig. 47, se i nodi ruotano tutti in senso BW, il modo di vibrare e detto BW. Se invece
ruotano tutti i senso FW, allora il modo & detto FW. Nel caso in cui esistano dei punti nodali PN (punti in cui la
sezione e ferma), allora possono esserci dei modi dal carattere misto in cui la rotazione puo invertirsi una o piu
volte nei punti nodali (M1PI, M2PI, etc. a seconda di quante volte la rotazione viene invertita nei punti nodali). |
punti nodali PN in cui la rotazione si inverte sono detti punti di inversione PI. Naturalmente non e detto che, se ci
sono dei punti nodali PN, il modo necessariamente si invertira in essi e che, di conseguenza, il modo sia per forza
misto. Possono benissimo esistere punti nodali PN in cui il modo non si inverte e che quindi non sono punti di
inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o

uguale di quello dei PN).
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MODO BW MODO FW
xf
A BW BwW BW
Gk G
Gr_1 U1

7
;Q
)

1
1 1 1
AU TN
Of : ‘I ,' lI : : ‘l 1
| 1 I !
Vol 1 261 VZeel VZegap
N o VI R
Yr s, ! I i 1 1 1 \
i 1 \ 1 1 1 N
3 1 \ 1 1 1
! \ 1 \ 1
\ 1 \
1
| mopowmisto (mip) | MODO MISTO (M2P)
Af
A B ow
QR_ZG o FW
' Zk-1 Gr+1
1
L X Gy
1 1
U 1 (
I
i P
Or : :
1 L

&N
&

1 PN (QUI ANCHE PI)

2 PN (QUI ANCHE PI)

Figura 47 Il concetto di coerenza modale (le componenti angolari ¥;,(t) e 8 (t) si comportano in modo analogo)

Passando poi allo studio degli autovettori, € importante introdurre la classificazione modale, ovvero un elenco
qualitativo dei principali modi che il sistema pud presentare. Solitamente, per i rotori elastici, i modi vengono
classificati al crescere delle pulsazioni proprie wp; e della rigidezza dei cuscini (indicata qui genericamente con
K.). Come € possibile notare nella tabella riassuntiva riportata in Fig. 48, nel caso elastico potremo avere modi di
tipo primo elastico IE (senza punti nodali, anche detto di bouncing (B)), secondo elastico IIE (con un punto nodale,
anche detto di tilting (T)), terzo elastico IlIE (con due punti nodali) e cosi via al crescere del numero dei punti nodali
e quindi dei lodi della deformata. Alcuni autori cominciano a contare i modi elastici a partire dal IlIE e chiamano

semplicemente Be T la IE e la IIE ma & del tutto equivalente (basta capirsi ed essere coerentil).

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione ( (la speed della macchina)
mentre il moto di rivoluzione di ogni attorno all’asse zs; avviene sempre alla stessa pulsazione propria wp; ().
Cio e coerente col fatto che la pulsazione associata al modo di vibrare in questione & sempre una e una sola,

ovvero, wp; ().

Ogni modo di vibrare IE 0 B, lIE o T, llIE, IVE, etc. (a seconda dei punti nodali) puo naturalmente assumere le varie

caratteristiche introdotte poco fa, ovvero BW, FW, M1PI, M2PI e cosi via (a seconda dei punti di inversione).

La rappresentazione dei modi riportata in Fig. 48 (cosi come per la Fig. 47) e valida a rigore nel caso in cui lo
smorzamento modale sia nullo {; = 0 (wp; = wy;). Come in precedenza, nel caso in cui lo smorzamento sia
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positivo {; > 0, al posto di ellissi avro delle spirali convergenti a zero (BW, FW o M). A livello di stabilita passiamo
di fatto da un polo semplicemente stabile (associato a un polo semplicemente stabile) a un modo asintoticamente

stabile (associato a un polo asintoticamente stabile).

Ke/Ky [ MODO IE (B) |

AT AT IT Xf

wpi(Q)

\ P
o
.
=]
D
&
x
&
o
A

L e o
1
(-
dea
'
'
'

B

'
'
Lo_-

[ MODO IVE | A A

Figura 48 Classificazione modale per rotori elastici (le componenti angolari ¥ (t) e 8;.(t) si comportano in modo analogo)

Usualmente, al crescere della pulsazione, il numero dei punti nodali aumenta. Si passa quindi da modi IE, a modi
IIE, a modi IlIE, a modi IVE e cosi via. Per quanto riguarda invece la caratteristica del modo, usualmente, al crescere

della pulsazione si hanno caratteristiche BW, M1PI, M2PI, M3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione) e FW.

Dalla Fig. 48, si noto inoltre come, per cuscini morbidi rispetto all’albero (K. basse rispetto alle rigidezza
dell’albero K,) il rotore elastico tende a comportarsi approssimativamente come un rotore rigido soprattutto alle

basse pulsazioni (si noti in questo caso la somiglianza dei modi IE e IIE con i modi B e T del rotore rigido). Al
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a comportarsi approssimativamente come una trave incernierata agli estremi ((si noti la somiglianza la somiglianza

dei modi del rotore elastico con quelli della trave incernierata).

Riportiamo per completezza in Fig. 48bis/ter un esempio di deformata modale completa includendo anche la
componenti angolari 1;;, (t) e 6;,(t) di basculamento della sezione (prima non considerate esplicitamente perché
meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento qualitativo e identico a quello delle
componenti spaziali u; (t) e v (t)). Nel caso dell’esempio abbiamo un modo flessionale IIE spaziale (con 1PN e
che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associato a un modo flessionale IlIE rotazionale (con 2PN e che
potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2Pl).

Q % a
e/ & a
1 rot ! “
‘-, W DY wp(@
1 1 1
Of ; —
,| A ,ll Zf

Yf

Figura 48bis Esempio di deformata modale per rotori elastici

Tutto quanto é stato detto viene solitamente riassunto sulla mappa modale (vedi Fig. 49), ovvero un versione
arricchita del diagramma di Campbell della pulsazioni proprie wp;(£2). Su ognuno dei 4 rami dei vari grappoli del
diagramma sono rappresentate, per ogni valore di 0, le forme modali che si manifestano sulla macchina
considerata (IE, IIE, IlIE e cosi via all’laumentare dei punti nodali) insieme alla caratteristica di ciascun modo (BW,
FW, M1PI, M2PI, M3PI e cosi via al’'aumentare dei punti di inversione). Come gia sottolineato, solitamente, al
crescere della pulsazione wp; (), il numero dei punti nodali aumenta. Si passa quindi da modi IE, a modi llE, a
modi llIE, a modi IVE e cosi via. Per quanto riguarda invece la caratteristica del modo, usualmente, al crescere della

pulsazione wp; (1) si hanno caratteristiche BW, M1PI, M2PI, M3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione) e FW.

Si noti inoltre che su ogni ramo, al variare di (), possono esserci dei punti di transizione in cui la caratteristica del
modo di vibrare cambia (come ad esempio nel primo e nel terzo ramo del primo grappolo e nel primo, terzo e
guarto ramo del secondo grappolo dell’esempio riportato in Fig. 49). La transizione puo riguardare anche la natura

del modo stesso (come ad esempio nel secondo ramo del primo grappolo dell’esempio riportato in Fig. 49).
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ASSE Yy (102 * pum)

ASSE Zs (m — 102 * um) .

Figura 48ter Rappresentazione tipo software di deformata modale per rotori elastici (si osservi solo la parte flessionale della
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Figura 49 Mappa modale per rotori elastici
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE MODALI:

1) FORMA:IE
CARATTERISTICA: BW o FW
2) FORMA: IIE
CARETTERISTICA: BW, FW, 1PI
3) FORMA:IIIE
CARETTERISTICA: BW, FW, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVE
CARETTERISTICA: BW, FW, 1PI, 2PI, 3PI
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5. CUSCINI OLEODINAMICI

Simulazione termo-elasto-fludodinamica di un cuscino a fluido

Tra i vari componenti della macchine modellabili come elementi di forza (funzioni in grado di produrre forze e
coppie di interazione in funzione dell’atto di moto dei corpi che essi collegano) ovvero cuscini, tenute, giunti,
riduttori, etc., in questo capitolo ci soffermeremo sui cuscini fluidodinamici a olio. Le principali topologie di cuscini
a olio sono riportate a titolo di esempio in Fig. 50: cuscini radiali a pattini (tilting pad journal bearing, TPJB), cuscini
assiali a pattini (tilting pad thrust bearing, TPTB), cuscini radiali a geometria fissa (journal bearing, JB) e cuscini

assiali geometria fissa (thrust bearing, TB).

Pil nel dettaglio, descriveremo i principali approcci alla modellazione dei cuscini oleodinamici: modelli 3D, modelli
2D e modelli matriciali linearizzati a parametri concentrati (modelli KC, anche detti modelli a molla). Come
vedremo, questi ultimi si ottengono tramite un’opportuna linearizzazione delle prime due tipologie di modelli. Per

ciascun caso determineremo il vettore della azioni lagrangiane Qp; agenti sul nodo k-esimo del rotore (si veda il

capitolo 4) in funzione delle variabili nodali q;, del nodo in questioni.
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Ol inbet
from engine

Centar housing

Figura 50 Principali tipologie di cuscini fluidodinamici a olio

5.1 Modellazione tramite le equazioni di Navier — Stokes

CONSERVAZIONE DELLA MASSA, DELLA QUANTITA’ DI MOTO E DELL’ENERGIA

In Fig. 51 & riportata una porzione del volume di controllo associata al cuscino studiato. Nel caso di cuscini a
geometria fissa tale volume puo essere I'intero meato che separa albero e sede (contenente il film di fluido), nel

caso invece di cuscini a pattini il volume di controlla sara il meato che separa una singolo pattino dall’albero.

DIREZIONE LOCALE DI
APPROCCIO Y

©
©
>
hg
&

_________ PUNTO E VELOCITA!
A PARETE

y
S
0
n
x —_
z \ aS
PIANO PRINCIPALE DI Ei;

MOTO XZ (LOCALMENTE)

S
n,
GENERICO PUNTO DEL -

DOMINIO (MEATO)

&

Figura 51 Volume di controllo per I'analisi 3D di un cuscino fluidodinamico
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In generale chiameremo S; e S, le superfici dei due membri (albero e sede / pattino) e S la superficie laterale del
meato V dove il fluido, a seconda della necessita, puo entrare o uscire. In questa trattazione supporremo i corpi
solidi rigidi (& possibile naturalmente introdurre anche I'elasticita di albero e sede / pattini; si veda il capitolo 9
sull’interazione fluido-struttura per ulteriori dettagli modellistici). Di conseguenze la posizione dei punti a parete

Q1, Q, e delle loro velocita puo essere facilmente determinata con le formule per i corpi rigidi (essendo le

geometrie note!):

Q1 =G +R($1)01s, Q2 = Gz + R(92)03s Qys, Q25 noti (5.1.1)

v =G +Q1(f1'é1) X (Ql _Q1)' v, =Gy + W, (Qz'éz) x (22 _Qz)-

Il moto del fluido (supposto Newtoniano) € governato dalle equazioni di conservazione della massa, della quantita

di moto e dell’energia che qui scriveremo per praticita in un sistema inerziale locale posizionato nel meato:

ap . _
r + div (p -g) =0 (5.1.2)

dv
p (a—; +]uz) = —Vp + phv + (u + DV (divv) + pf,

de = . T : ,

5 Faw (ev) =v" - pf, + f; + div(ov) — divg

in cui v(x, t) & velocita della generica particella fluida (/,, & la sua matrice Jacobiana spaziale), p(x, t) la pressione,
2

T(x,t),latemperatura, p(x, t) ladensita, e = p G ||g|| + u(p, T)) I’energia specifica (u(p, T) & I'energia interna

specifica), g il vettore di flusso termico, f, i campi di forze esterne (ad esempio la gravita), f; i campi termici

esterne (scaldatori, etc.), 0 = —plgys + p(J, + JT) + A div v I35 il tensore degli stress in un fluido Newtoniano
e U, A sono le costanti di Lame del fluido. Torneremo pit nel dettaglio sulla formulazione del problema termo-
fluido dinamica nell capitolo 9 sull’interazione fluido-struttura. Il problema termo-fluidodinamico (5.1.2) puo

essere chiuso grazie a opportune leggi fisiche che descrivano il comportamento del fluido
u=u(T), flpT)=0, q=q@pTVT) (5.1.3)

e a opportune condizioni al bordo (BC) e iniziali (IC), ad esempio:

v=v, T=T, q=q suS; (5.1.4)
V=710, T=T,, q=q su S,
p =p, sudS
v=vy,, T=Ty,, q=4qo, P=Dpy bert=t, su V (5.1.5)

dove p, € la pressione di alimentazione (la pressione esterna al cuscino).
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MODELLI 3D DI CUSCINI FLUIDODINAMICI

Una volta risolte le (5.1.2), € semplice determinare la forze e i momenti agenti sugli elementi della coppia S;, S5,

e la portata volumetrica che fluisce attraverso 9S:
Fy = fsl ondS, Fp; = fsz on,dS, Msic = fsl (Q1 = G1) AonydS, Myzg = fsz (Qz — G2) AonpdS  (5.1.6)

Q = fasz *Eds

Naturalmente, per una data configurazione (atto di moto) di albero e sede / pattino, la forze e i momenti in

questione dipenderanno da:

1= &1(Q1'Ql'f1:éllgz'gz'leéz): Fip = ﬂz(ﬁlgl'f1'éllgzlngfz'éz) (5.1.7)

&

M, = Ez1(§1'g1'91:f1'§2'gz'f2:é2)' M, = Ez(gltghfpfpnggz'fz'fz)-

Se ora identifichiamo il corpo 1 con I'albero e con 2 la sede e supponiamo che il cuscino sia collocato in prossimita

del nodo k-esimo, si ha quindi G; = Gy e ¢1 = ¢y. Considerando quindi solo le componenti flessionali di Fp1, M4
(vedila (5.1.7)) e la dipendenza dalle sole variabili flessionali contenute nelle coordinate spaziali G;, ¢, (ovvero le
variabili nodali riunite in g;) e dalla speed della macchina 2, si ottengono le azioni lagrangiane agenti sull’albero:
Fi21
| Fyar | .
Qo =\ = Qpr(qr.qr 2). (5.1.8)
- x21 - ==
My21
Solitamente, per la maggioranza della applicazioni pratiche, dipendenza dalle altre componenti dell’atto di moto

puo essere ignorata in prima approssimazione.

Se invece identifichiamo con 2 I’h-esimo pattino (con h = 2 ... NP + 1), dovremo chiaramente tener conto delle

forze e dei momenti agenti sull’albero prodotti da tutti i pattini:

Fxhl Fxl
Fyni . Fy, . .
Qb = 1\,;] = Qe (qrdr, ), Qpr = 1\,;] = Qpk (QR: QR:-Q) = YhL2 " Qone (i Qi ) (5.1.9)
xh1 - - x1 - - - -
Myh1 My1

A livello logico, la procedura appena descritta e riassunta nel diagramma a blocchi rappresentato in Fig. 52.
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ATTI DI MOTO . .
GEOMETRIA G;,Gi, i, P;
MODELLI FISICI

SOLUZIONE
MODELLI FISICI vopp
(EQ.DIN.S))

FORZE EMOMENT! | g pf.
(INTEGRAZIONE) ==
AZIONI 0
LAGRANGIANE <b

Figura 52 Schema logico per il calcolo di forze e momenti in un modello 3D di cuscino

5.2 Modellazione semplificata con I'equazione di Reynolds

EQUAZIONE DI REYNOLDS

L’approccio 3D descritto nel paragrafo 5.1 puo essere drasticamente semplificato e ridotto a un approccio 2D
(assai usato nella teoria della lubrificazione) se vengono introdotte delle opportune ipotesi semplificative.
Supponendo di aver a che far con fluido incomprimibile, di trascurare in prima analisi gli effetti termici / energetici,
e di considerare il moto del fluido in condizioni laminari e stazionarie (in letteratura & possibile trovare lo stesso
approccio generalizzato rimuovendo alcune di queste ipotesi), il complicato modello termo-fluidodinamico (5.1.2)

si riduce al “semplice” sistema:

-Vp+uAv=0 (5.2.1)
u 251

V= (v) =v; = <U1) su Sy (5.2.2)
w Wi

A livello di componenti possiamo scrivere:

2 2 2
_o (B_u+a_u+f’_u):o (5.2.3)
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op (62v 0%v 82v>
—tulz—=+ +—|=0

_ay dx? B_yz 0z?
6p+ 62W+62W+62W ~o
oz " M\ ox2 dy? = 9z2)
du N v 4 ow 0
ax dy 0z

U=U V=, W=Ww; SuU S;
U=Uy V=V, W=W, SU S,

p=p, su dS.

La descrizione del problema puo essere ancora semplificata per mezzo di una ulteriore ipotesi sulla geometria del
problema. Tale assunzione, pur essendo di natura essenzialmente euristica, € sostanzialmente verificate in tutte
le principali applicazioni di interesse pratico. Si suppone cioe che lo spessore del meato h(x, z) nella direzione di
approccio (y) sia piccolo, dove per “piccolo” intendiamo piccolo rispetto ai raggi di curvatura principali delle
superfici (ad esempio i raggi di albero e sede / pattini) (si veda la Fig. 53). Esiste pertanto un piano principale del
moto (ovvero xz). Si ricordi che lo spessore del meato & noto e localmente puo essere calcolato a partire dalla

conoscenza della posizione dei punti di parete nel sistema inerziale locale:

x1(x, 2) x5 (x, )
U =12 |, L&D =|9®D ] rx)=y,6D-y,x2) (524
z1(x,2) Z,(x,2)
G _ _ F>q
- Qll Qll 21' 21
DIREZIONE LOCALE DI )
APPROCCIO Y MZl

_________ PUNTO E VELOCITA!
A PARETE

1
y 1
/| sPEssore DEL MEATO | s,
/
,l h « Revrv1, Reurvz X0
0
n
X n
z \ as
PIANO PRINCIPALE DI Fip
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S2
n,
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®

Figura 53 Volume di controllo per |I'analisi 2D di un cuscino fluidodinamico
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Tale ipotesi ha le seguenti conseguenze:

- la componente v della velocita e tutte le sue derivate spaziali sono trascurabili su tutto il meato a

a%v
axiaxj

eccezione delle zone vicine ai bordi di S; ed S, (ovverov = 0, % =0e =0coni,j=123);da

un punto di vista fisico cio equivale a trascurare il moto del fluido nella direzione di approccio y.
ou 0%u aw 2w o ou d%u ow
" 9x2’ 9x ' 9x% = 0z’ 922’ 9z’
92 u ow 9*w
! ay2 ay ' ay?

- le derivate spaziali delle componenti u e w della velocita lungo x e Z(

) sono trascurabili rispetto alle analoghe derivate in direzione y( Ou ) e rispetto alla

pressione p; questa seconda ipotesi equivale invece, in termini fisici, a considerare trascurabili gli sforzi
tangenziali generati da variazioni di velocita in direzione x e z rispetto a quelli generati da variazioni di

velocita in direzione y e rispetto alla pressione p. Si ricordi a riguardo la definizione di tensore degli stress

per un fluido Newtoniano & = —plsyxs + u(J, + JI) + A div v I5,5.

Alla luce di quanto detto le equazioni (5.2.3) assumono ora la forma seguente

‘;—i = ugi;j (5.2.5)
ap
@ =
op 0w
9z H dy?
dove la (5.2.5) mostra come p non dipenda da y, ovvero p = p(x, z). Integrando le (5.2.5) si ha poi
21” Zzy +c1(x,2)y+c,(x,2)=0 (5.2.6)
! p Y2+ c3(x,2)y + c4(x,2) =0
2/1 9z7

nelle quali le funzioni ¢; (i = 1, ...,4) possono essere determinate dalle condizioni al contorno (5.2.3). Imponendo

le suddette condizioni, ricavando le c; e sostituendo nelle (5.2.6) si ottiene

By —y)(y —y2) + -yt (5.2.7)

2;1 ox

Wa—Wy

(y Yy — yz)+ (y Y1) + wy.

Zu 0z
Le equazioni (5.1.7) sono dette equazioni di campo e legano le velocita u e w alla pressione p. Per determinare le
tre incognite fondamentali del problema (u, w e p) € necessario considerare I’equazione di continuita (la seconda

delle 5.2.1). Integrando tale equazione rispetto ad y (da y; a y,) si ha infatti

d aw
yy12 aZdy T yz —dy = —fyz = —(v; — vy). (5.2.8)

D’altra parte, ricordando la formula di integrazione di Leibnitz

g P&z B(x2) 5
a_f f(x,ylz)dy=f a_f(x ylZ)d)’+
X Ja(x,2) a(x,z)

aﬁ(x z) aa(x z)

+f(x, B(x,2),2) (5.2.9)

~ f(x,a(x,2),2)
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dove in questo caso f, a e [ sono funzioni generiche, si ha

20U g O (V2ydy o, 2 4, 0
Y1 Ox dy = ax fyl udy —u, Ox +uy x (5.2.10)

Y20w 4, 9 (V2 w2 1
fyl 0z dy = 0z fyl wdy —w, 0z twy oz’

Sostituendo le equazioni di campo (5.2.7) nella 5.2.8, usando le (5.2.10) e ricordando che

h(x,z) = y,(x,z) — y1(x, z), dopo aver riordinato i termini, si arriva alle seguente equazione alle derivate parziali

nell’'unica incognita p(x, z):

d ap d dp 0(u; +uy) 0wy +wy)
2 (152) 4 2 (15%) _ 130, 2y e
ax( 0x * 0z 0z H(2 = 1) + 61 0x * 0z *
ah ah
=6y [ (uz —uy) 52+ (wy — wi) 2. (5.2.11)
p=p, su dS

L’equazione (5.1.11) (una singola equazione scalare nell’incognita p) & comunemente chiamata equazione di
Reynolds e costituisce, insieme alla sua condizione al contorno, il punto di partenza per lo studio della maggioranza
dei problemi di lubrificazione. Il membro di sinistra rappresenta essenzialmente I'azione della pressione p sul
moto del fluido; il primo termine del membro di destra € il cosiddetto termine di schiacciamento (cosi chiamato
perché associato allo schiacciamento del meato) mentre gli altri due termini di tale membro sono termini
puramente idrodinamici (dovuti cioé all’effetto di trascinamento che le pareti del meato hanno sul fluido stesso e
relativo effetto portante).

L'equazione (5.2.11) permette dunque di trovare, essendo noti vy, v,, y; e y,, la distribuzione di
pressione p nel meato; a questo punto le componenti u e w della velocita (e quindi I'intero vettore v) potranno

essere calcolate mediante le equazioni di campo (5.2.7).

MODELLI 2D DI CUSCINI FLUIDODINAMICI

Come nel caso precedente, ana volta risolte le (5.2.11), & semplice determinare la forze e i momenti agenti sugli

elementi della coppia S, S,, e la portata volumetrica che fluisce attraverso 9S:
Fy = fsl ondS, Fp; = fsz on,dS, Msic = fsl (Q1 — G1) AonydS, Myzg = fsz (Qz — G2) Aon,dS (5.2.12)

Q = fasz *Eds

Naturalmente, per una data configurazione (atto di moto) di albero e sede / pattino, la forze e i momenti in

qguestione dipenderanno da:

&1(Q1'Ql'f1:éllgz'gz'leéz): Fip = ﬂz(ﬁlgl'f1'éllgzlngfz'éz) (5.2.13)
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Se, come nel caso precedente, identifichiamo il corpo 1 con 'albero e con 2 la sede e supponiamo che il cuscino

sia collocato in prossimita del nodo k-esimo, si ha quindi G; = Gy e ¢; = ¢. Considerando quindi solo le

componenti flessionali di F5;, M54 (vedila (5.2.13)) e la dipendenza dalle sole variabili flessionali contenute nelle
coordinate spaziali G ¢, (ovvero le variabili nodali riunite in q;) e dalla speed della macchina {2, si ottengono le
azioni lagrangiane agenti sull’albero:
Fi21
Fy21 .
Qo =\ = Qi (i, 9k, 2)- (5.2.14)
- x21 - ==

My21

Solitamente, per la maggioranza della applicazioni pratiche, dipendenza dalle altre componenti dell’atto di moto

puo essere ignorata in prima approssimazione.

Se invece identifichiamo con 2 I’h-esimo pattino (con h = 2 ... NP + 1), dovremo chiaramente tener conto delle

forze e dei momenti agenti sull’albero prodotti da tutti i pattini:

Fxhl Fxl
Fyni . Fy, . .
Qb = 1\,;] = Qe (qrdr, ), Qpr = 1\,;] = Qpk (CIk: QR:-Q) = Y05t Qo (@i G ). (5.2.15)
xh1 - - x1 - - - -
Myh1 My1

A livello logico, la procedura appena descritta e riassunta nel diagramma a blocchi rappresentato in Fig. 54.

ATTI DI MOTO _ .
GEOMETRIA G, Gj, di, P;
MODELLI FISIC] - =

L

SOLUZIONE p
MODELLI FISICI
(EQ.DIR.)

p EQUAZIONI DI
CAMPO

y

FORZE E MOMENTI
(INTEGRAZIONE)

I

Fij, M;;

4

AZIONI Q
LAGRANGIANE <b

Figura 54 Schema logico per il calcolo di forze e momenti in un modello 2D di cuscino
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5.3 Modellazione KC a parametri concentrati e coefficienti di
cuscino

La modellazione a parametri concentrati dei cuscini a fluido mediante le matrici di rigidezza e smorzamento
equivalenti K. e C¢j richiede la linearizzazione delle azioni lagrangiane non conservative associate ai cuscini e

calcolate nel paragrafi5.1 e 5.2:

Qv = Qb (gk,g'k,ﬂ)- (5.3.1)

Linearizzando la (5.3.1) nell’intorno di un punto di lavoro dell’albero qyq, ko Si ottiene:

. 20 ko2 aQ ko) (. .
Qllzll? = Qpk (Qko,gko,ﬂ) + %fco)(@c - gko) + %}(q‘ko)(@c - Qko)- (5.3.2)

Data la grande complessita della funzione Qpy (qk,qk,ﬂ) le varie derivate (e quindi la linearizzazione) dovra

essere effettuata numericamente a partire da un’opportuna campagna si simulazioni la variare dell’atto di moto

dell’albero gy, g e della speed della macchina {2 oppure mediante un accurata campagna sperimentale al banco

prova (sempre al variare dell’atto di moto dell’albero e della speed della macchina).

Per semplicita si sceglie solitamente come configurazione di riferimento la posizione nominale dell’albero da

fermo, ovvero g,y = 0, g = 0. Si suppone inoltre che il cuscino non eserciti né forze né momenti sull’albero in

configurazione nominale e cioe: Qpy, (qko, qko,g) =0.

Se definiscono dunque le matrici di rigidezza e smorzamento del cuscino come:

9Qpk|\ dK0.dK0.2 9Qpk| dK0.9K0.2
da cui
Q% = —Ker (D i — Cer (D) d- (5.3.4)

Si noti come le matrici di cuscino abbiano dimensione 4x4 dal momento che ogni nodo possiede 4DOF. In Fig. 55
si riportano a titolo di esempio gli andamenti tipici, in funzione della speed della macchina {2, dei coefficienti del
primo quadrante delle matrici K, (12), Ccx (2) (4 coefficienti per ogni matrice), ovveroi coefficienti kyq, Kyvs Kpw
Kyp © Cuus Cuvr Cou, Cop Che legano la forza esercitata dal cuscino sull’albero allo spostamento e alla velocita

traslazionali del nodo.
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Figura 55 Parametri di cuscino in funzione della speed della macchina

E’ facile osservare come matrici dei cuscini in questione asimmetriche e anisotrope, e come gli elementi extra-
diagonali possano essere anche piuttosto consistenti. E’ evidente inoltre la forte di pendenza dalla speed della
macchina 2. Tutti questi aspetti sono potenzialmente piuttosto negativi sia per la stabilita del sistema che per i

livelli di vibrazione della macchina (si veda quanto detto per i diagrammi di Campbell e di Bode).
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6. VIBRAZIONI FLESSIONALI FORZATE: ROTORI ELASTICI 1D

“ )

Tipico schema di rotore elastico 1D per analisi flessionale

6.1 Classificazione delle forzanti

Come nel caso dei rotori rigidi, le principali forzanti che possono agire su una macchina rotante 1D (avente una

dimensione prevalente, coincidente con I'asse di rotazione principale) sono le seguenti:

1) FORZANTE ARMONICA

Q(t) =Re [QO(Q) efwf(ﬂ)f]_ QW) = (Qn) Q@) = (Qon) (6.1.1)

dove h = 1...NN indica il generico nodo. Se w¢(2) = { si parla di forzanti armoniche sincrone (prodotte
ad esempio dagli shilanciamenti presenti sul rotore), se wf(Q) = n{) con n intero positivo o della forma
1/m si parla di forzanti armoniche super/sub-sincrone (come ad esempio quelle derivanti dall’interazione
palare (le forzanti di fluido), quelle derivanti da componenti come cuscini, giunti, riduttori, etc.), se
a)f(Q) = wy = cost si parla di forzanti armoniche asincrone (a esempio vibrazione a pulsazione costante
provenienti dal basamento). Infine, ho una dipendenza qualunque w;(Q), si parla di forzanti armoniche
generiche (derivanti per esempio da motori elettrici, generatori o altre macchine interagenti con quella

considerata).

2) FORZANTE PERIODICA

Q) = Re[2f=ogk(ﬂ)ejk‘“0(mt], wy = 2?71 (6.1.2)
In questo caso la forzante periodi di periodo T & caratterizzata dalla sovrapposizione di un numero infinito
numerabile di forzanti armoniche elementari a pulsazione kw,(Q) (si veda la serie di Fourier). Si noti che
la pulsazione principale wy () puo dipendere dalla speed della macchina Q in uno qualunque dei modi
descritti nel punto 1). Le forzanti periodiche sono anch’esse prodotte dall’interazione palare (le forzanti

di fluido) e da componenti vari come cuscini, giunti, riduttori, etc.
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3) FORZANTE GENERICA
Q) = [170(w, M/ dw,  Qw, ) = [T Q(t, Qe dt (6.1.3)

Nel caso di forzante generica, la forzante e la sovrapposizione di un numero infinito non numerabile di
forzanti armoniche elementari di pulsazione w. In generale non & da escludere che anche lo spettro della

forzante possa dipendere dalla speed della macchina Q: Q(w, ). Anche in questo caso le forzanti

generiche possono essere prodotte dall’interazione palare (le forzanti di fluido) e da componenti vari
come cuscini, giunti, riduttori, etc. Si riporta in Fig. 56 un esempio di spettro di forzante generica, in questo
caso una forzante simil-armonica. Si ricorda che nella realta segnali armonici e periodici perfetti non
esistono perché avrebbero un’energia infinita. Quando si misura una vibrazione armonica in realta si

misura un segnale simil-armonico avente uno spettro come quello riportato in Fig. 56.

A |éi(w, ‘Q')| A (Péi(w' Q)

0 wr () 0 wr ()

Figura 56 Esempio di spettro di forzante generica

Come gia sottolineato nel capitolo 3, nella realta tutti i rotori sono ovviamente elastici (i corpi rigidi non esistono).
Quando un rotore puo dunque essere considerato approssimativamente rigido? Un rotore puo essere considerato
rigido se lo spettro della forzante si trova a frequenze ragionevolmente pil basse delle frequenze dei primi modi
elastici della macchina (quelli associati alla sua elasticita). E perché & importante studiare i rotori rigidi, a parte
I'ovvia semplificazione a livello modellistico? Come abbiamo gia visto, spesso (non sempre!) le pulsazioni
caratteristiche dello spettro della forzante tendono a crescere quando la speed della macchina Q cresce. Dunque
spesso la macchina viene forzata a frequenze tanto piu alte quanto piu alta € la sua velocita di rotazione (. Quindi,
in generale, una macchina potra essere considerata approssimativamente rigida quando va piano ({ bassa).
Studiare i rotori rigidi € dunque importante perché ci sono molte situazioniin cui la velocita della macchina & bassa
(anche se la speed nominale e la speed massima sono molto alte!), come ad esempio quando la macchina rallenta,
viene accesa o viene spenta. Bisogna dunque prestare attenzione al comportamento della macchina in tutto il

range di velocita dilavoro Q € [0 Q]!
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6.2 Diagrammi di Campbell, diagrammi di Bode e whirl forzato

1) FORZANTE ARMONICA SINCRONA:
M + (G + €)g + Kq = Q(t) = Re [Qo () e%]. (6.2.1)

Tra i vari tipi di forzante armonica sincrona ci occupiamo nuovamente di quella generata dallo sbilanciamento,

essendo di gran lunga quello pill importante a livello pratico:
M + (96 + C)q + Kq = Qc(t) = Re [Q.(@) &/, (6.2.2)

Q0= (Qe;'(ﬂ), Q.(0) = <g";h>.

SBILANCIAMENTO

Q

DEFORMATA

CONFIGURAZIONE

CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA

Figura 57 Rotore sbilanciato

Con riferimento alla Fig. 57, descriviamo sempre il rotore elastico attraverso i suoi gradi di liberta nodali Gj, e ¢,

Up Hh
Gy = <17h>, Qh = <1/)h> . (6.2.3)
Wh Pn

Posiziono dunque lo sbilanciamento nel punto K}, sul piano xy della terna associata al nodo h-esimo e a esso

solidale. La sua posizione in tale terna sara dunque

shcos(é‘h)> ( )
6.2.4

(Kn = Gr), = <shsin(6h)
0

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 112



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

dove ¢, € la distanza del punto dall’asse di rotazione della terna del nodo h-esimo e 6, & la sua fase. Lo

sbilanciamento avra proprieta inerziali (lo si puo immaginare come un cilindretto rigidamente montato sul rotore)

Likn O 0
mgn, oxgpn=| 0 lakn 0 |. (6.2.5)
0 0 Lpkn

Chiameremo poi R(¢y,) la solita matrice di rotazione che lega la terna solidale al nodo h-esimo a quella inerziale

e Rx (B, Vn, 0) la matrice di rotazione che lega la terna solidale al nodo h-esimo con la terna (sempre solidale al
nodo h-esimo) posizionata nel punto K dove si trova lo shilanciamento. 55, e y;, sono gli angoli di disassamento
(rispetto alla terna solidale al nodo h-esimo) con cui il cilindretto della massa shilanciante € montato sul rotore
solidalmente alla terna in questione. Chiaramente la matrice di rotazione che lega la terna inerziale alla terna dello

sbilanciamento posizionata in K} sara
Riotn = R(fh)RK(ﬁh,Vh. 0). (6.2.6)

A questo punto le azioni d’inerzia generate dallo shilanciamento posto in K}, sul rotore possono essere calcolate

in modo esatto come:
Fep(t) = —mgnagn = —mgp [Qn + ey X (K — Qh)f + wpp X (th x (Kn — gh)f)] (6.2.7)

M (t) = _(Uthth)’ = —(RtothO'KthTotthh)’ + (Kn — Qh)f X Fep (8).

Possiamo adesso semplificare e linearizzare queste complicate espressioni facendo le solite due ipotesi di lavoro

che adottiamo nello studio delle vibrazioni flessionali della macchine rotanti 1D:

- consideriamo solamente i gradi di liberta flessionali (visto che il nostro scopo & studiare la dinamica
flessionale). In altre parole, delle 6 equazioni (6.2.7) considereremo solo la prima (traslazione lungo x},),
la seconda (traslazione lungo yy), la quarta (rotazione attorno a x;) e la quinta (rotazione attorno a yy).

Faremo inoltre le seguenti assunzioni sulle variabili del problema (soprattutto quelle relative ai DOF non

Up I:I,h i’lh =0
g = < Up >' g = < ijh )IQ = (Uh = 0), (628)
up = 0 Wh =0 Wh =0

0, 0y, 6, =0
9=< lph )I 2: lj)h g: l;l;hE
¢n =0 ®pn = Q = cost $p=0

dove Q) & la speed della macchina (la velocita di rotazione della macchina attorno al suo asse di rotazione

di interesse):

principale). Si noti in questo caso si considerino trascurabili anche le accelerazioni del nodo in questione
(ovviamente nel calcolo delle azioni inerziali associate allo shilanciamento, non certo nelle equazioni di

moto).

- linearizziamo poi il problema nell'intorno della configurazione nominale. In altre parole, studiamo il
problema ai “piccoli spostamenti” nell’intorno della configurazione in questione. Da un punto di vista
fisico, consideriamo tutte variabili del problema (vedi la (6.2.8)) piccole (eccetto ovviamente la speed della

macchina 1) e consideriamo piccole anche le loro derivate. Applicare questa ipotesi alle equazioni (6.2.7)
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equivale a considerare solamente i termini di ordine 0 (le costanti) e i termini di ordine 1 (la variabili

stesse), ighorando qualunque altro termine di ordine superiore.

Applicando tali ipotesi alla (6.2.7) si ottiene dunque, dopo aver riordinato i termini:

Fen &g, cos(2t + &)
Fyen . ) g, sin(Qt + 6;,)
Qen(t) = Mj;ih = —MgnGen — 2GgnGen, Aen = ,8: cos(0t + y};) : (6.2.9)

Myen Br sin(2t + yy)

Mgp 0 0 0 0 0 0 0

0 mg 0 0 o o 0 0

Men={ g 0 Iyn 0 ) =lo o 0 Ik
00 0 lgkn 0 0 —Lgkh O

Le prime due componenti di Q. (t) danno la forza centrifuga prodotta dalla massa sbilanciante in K; mentre le

altre due componenti danno i momenti dovuti alle inerzie diametrali e a quelle polari (sbilanciamenti giroscopici).

(=)
Ge, =| ! eneon (6.2.10)
7 Zeon ﬁhejyh -

—jBrelrn

Introducendo il classico formalismo complesso, si ottiene infine:

[[ enel®n

. | —j& ejah

9en = Re [ﬂ%h e]m] = Re| /; ijh
h

—jBrelrn

1

|
elot |
|

|

da cui chiaramente si ha, sostituendo la (6.2.10) nella (6.2.9),

Qen(t) = Re [(-QZMKh — 2 Gp) ggohej”‘] = Re[2%b,e’], by = Mgy — jGkn) Qeqnr Qen = 2%by, (6.2.11)
Q.(t) = (th(ﬂ) = Re [(th) ejm] = Re [<922h> ejm] = Re[0?be/?] = Re [Qg(ﬂ)ejm].

Si nota infine che, non solo la forzante in questione & una forzante armonica sincrona, ma anche che, purtroppo,

il suo modulo dipende 22 (cosa che era lecito aspettarsi in presenza di azioni inerziali centrifughe e giroscopiche).

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

up(t)
qr(t) = (ﬂh(ﬂ) = Re [20 ejm], () = Z:Eg ean
Yn(t)
Uon
90 = (zm) = a(Q0Q(Q) = a(Q,Q) O2b = [-02M + j2(C + 0G) + K]7'0?b, qop = ZEZ
Yon

dove in questi casi & utile distinguere nella ricettanza a (€, Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e dalla velocita di rotazione della macchina (in questo caso uguali essendo la forzante armonica sincrona!).
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Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

go = (@, 0)Q,(Q) = X2, L4 g2y _ gy (b (6.2.12)
1o Y x& k=1 ]'Q_Sk = k=1 j‘Q_Sk qu e

. . . . . - . . ( afkb\ .
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui | = — e
k

grande, ovvero quando {2 € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj, contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qfkg € grande (sbilanciamenti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso & riportato in Fig. 58. Per semplicita riportiamo solamente i primi
due grappoli. Rispetto allo studio nel moto libero abbiamo aggiunto la curva del carico w;(Q) = Q sul diagramma
relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (1.sono come
sempre le pulsazioni critiche. Come vedremo quando analizzeremo il diagramma di Bode, se la velocita angolare
della macchina coincide con una pulsazione critica, il sistema si trovera necessariamente in risonanza, ovvero la
forzante andra inevitabilmente a sollecitare il sistema in una pulsazione di risonanza. Il valore di smorzamento
modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la pulsazione critica in

questione (). sul diagramma dello smorzamento.

CURVA DEL
CARICO

Gi(

G e T@\ } G

wp(Q)

A £

0 Q Qce o 0 Qce Q

Figura 58 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso nuovamente dei diagrammi di Bode. A tale
fine dobbiamo prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto
quindi tale velocita Q sul diagramma di Campbell; le intersezioni tra la retta verticale passante per Qe i 4*NN
rami del diagramma delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4* NN pulsazioni proprie del sistema
coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare
quanto vale lo spostamento lungo x del nodo h-esimo ug, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i
rispettivi diagrammi (Fig. 59). Per determinare il modulo e la fase dello spostamento u,, devo determinare sul
diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell

intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per £ (si vedano sempre la Fig. 58 e la Fig. 59).
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dB([uon(wy, Q)]) Pug, (@7, 0)
A A

dB(luon (2D

wr(@) =0 wr(Q) =0

PULSAZIONE DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE

Figura 59 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica sincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta ancora una volta chiaro il significato di pulsazione critica
Q.. Qualora infatti la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica
Q,., la pulsazione in cui la forzante agirebbe sulla macchina a)f(f_l) = Q si troverebbe proprio in corrispondenza di
una pulsazione propria wp; () e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in

condizioni di massima amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del generico nodo Gj durante il suo moto

forzato nel piano xyp:

up(t) Uon
qr(t) = <gh..(.t)> = Re [Qo ejm], qn(t) = Z:Eg = Re 19]2: el (6.2.13)
Yn(t) Yon

Lo studio del moto di whirl forzato permette anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del nodo h-
esimo attorno all’asse z, (se il moto del nodo &€ BW o FW). Analogamente a quanto fatto nei capitoli precedenti,

ci concentriamo sulla parte traslazionale del moto

(”h(t)) = Re[((,™") ei%] (6.2.14)

v (t) Von

(uh(t)> = Re [(uOh) ejm] _ pe |Muone’®uore’®| _ imyop cos(Qrt + (puOh)] _
v, (t) Von Myone’ Prrelt Myon c0S(QE + Qyon)

sin Ot

_ (muOh COS Pyon — Myop SiN <Pu0h) (cos Qt) _ (cos Qt) _ <uh(t))
Myop COS Pryon — Myop SIN Py h sinQt vp(t)/)

Dalla (6.2.14) si ottiene poi

1 (un(t)
(Ghmt)=7"" (Z:(E)) (6.2.15)
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da cui facendo la norma al quadrato

|- (uh(w)T Tyt (uh(t)) _ (u(t))T u (uh(t))' (6.2.16)

v (1) v (t) v(t) v (t)

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, la (6.2.16) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \//1_,{1 e \/A_m (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L’ellisse corrispondente al whirl libero e riportata in Fig. 60. Infine le fasi ¢,on , Puon di Ugn € Vo
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del nodo attorno all’asse

Zy,. Se infatti vale la condizione
0 < @py, = Pup, < T, (6.2.17)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
=T < Py, — Pug, <0, (6.2.18)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione ) (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z, di ogni nodo avviene

sempre alla pulsazione della forzante, in questo caso wf(S_)) = Q.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.

PULSAZIONE DELLA
FORZANTE

BW

>
Xh

Figura 60 Whirl forzato per rotore elastico con forzante armonica sincrona (le componenti angolari ,(t) e 8,(t) si
comportano in modo analogo)

Anche nel moto forzato, in linea teorica ogni nodo G; potrebbe percorrere la propria ellisse in senso BW o FW e

le varie ellissi potrebbero avere le forme e le grandezze piu disparate. Tuttavia, per il principio di coerenza modale,
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le deformate forzate tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 61. Questo e dovuto
al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc.) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere ellissi di whirl forzato “troppo

diverse” tra loro (in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali linearil).
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DEFORMATA FORZATA MISTA (M1PI) DEFORMATA FORZATA MISTA (M2PI)
*

1PN (QUI ANCHE PI)

2 PN (QUI ANCHE PI)

Figura 61 Il concetto di coerenza modale (le componenti angolari ¥,(t) e 8,(t) si comportano in modo analogo)

Come si puo notare dalla Fig. 61, se i nodi ruotano tutti in senso BW, la deformata forzata & detta BW. Se invece
ruotano tutti i senso FW, allora la deformata forzata & detta FW. Nel caso in cui esistano dei punti nodali PN (punti
in cui la sezione e ferma), allora possono esserci delle deformate forzate dal carattere misto in cui la rotazione puo
invertirsi una o piu volte nei punti nodali (M1PI, M2PI, etc. a seconda di quante volte la rotazione viene invertita
nei punti nodali). | punti nodali PN in cui la rotazione si inverte sono detti punti di inversione Pl. Naturalmente non
e detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il modo necessariamente si invertira in essi e che, di conseguenza, la
deformata forzata sia per forza mista. Possono benissimo esistere punti nodali PN in cui la deformata forzata non
si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un sottoinsieme dei

punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione ( (la speed della macchina)
mentre il moto di rivoluzione di ogni nodo G, attorno all’asse z;, avviene sempre alla pulsazione della forzante
a)f((_l) = Q. Cio & coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata forzata in questione & sempre una

e una sola, ovvero, Q.

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 62 e, nelle caratteristiche (BW, M, FW) e nella forma
(IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 4.7. Tuttavia le
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deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

Ke/Kq

| DEFORMATA FORZATA IDF

P s e T
- 1
- ' -
——
1
1
1
P e
|
1
_———bl__=-

3PN

wf(f_l) =0

Figura 62 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica sincrona (le componenti angolari Y,(t) e 8,(t) si
comportano in modo analogo)

Riportiamo per completezza in Fig. 62bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo anche la
componenti angolari Y, (t) e 0, (t) di basculamento della sezione (prima non considerate esplicitamente perché
meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento qualitativo e identico a quello delle
componenti spaziali u, (t) e vy (t)). Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale [IDF spaziale
(con 1PN e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associato a una deformata forzata IlIDF rotazionale (con
2PN e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2Pl).
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Figura 62bis Esempio di deformata forzata per rotori elastici
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Figura 62ter Rappresentazione di deformata forzata tipo software per rotori elastici (si osservi solo la parte flessionale della
deformata)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: BW o FW
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI

3) FORMA: IIIDF
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CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI

4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

2) FORZANTE ARMONICA SUPER /SUB-SINCRONA:
M + (G + €)g + Kq = Q(t) = Re [Qo () /"] (6.2.19)

Q@)=<@Xﬂ) an)=(éﬁ>

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

up(t)
. t
g5 () = (gh_,(_t)> = Re [Qo e]”m], () = 197:8 (6.2.20)
Yr(t)
s uOh
0= (@m) = a(nQ, 0)Q(Q) = [-n202M + jnQ(C + 26) + K17'Qo(Q), o = Zg:
Yon

dove in questi casi & utile distinguere nella ricettanza a(n(, () la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e dalla velocita di rotazione della macchina.
Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

2N (ng ka)

4o = a(n®, 0)Q,(Q) = 33

TRk (6.2.21)

ﬂfkgo
JjnQ—sg

Qo(Q) = i&(

=1 jna-s, X!

. . . . . A . . . ﬂfkgo N
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui ntl e

grande, ovvero quando n{l & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj, contenutain s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO e grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 63. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wf(Q2) = nQ sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica super-sincrona sia pit problematico del caso di forzante armonica
sub-sincrona in quanto una retta di carico piu inclinata genera un maggior numero di pulsazioni critiche all’interno
del range di velocita di lavoro della macchina (ovvero di intersezioni tra la retta di carico e i rami del diagramma).
Il valore di smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato

riportando la pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.
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CURVA DEL
CARICO
(Q 4]

wri(®) . 000 w0r Q) = n0 oo

A
SUPER -
SINCRONA

G nG

wf(!_).) =n

SUB -
SINCRONA

Figura 63 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e i 4 * NN rami del diagramma
delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 * NN pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con
le pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento
lungo x;, del nodo h-esimo u,y, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 64). Per
determinare il modulo e la fase dello spostamento u,; devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui
agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con

la sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 63 e la Fig. 64).

dB(Juon(wp D)) Puy, (01, D)
A A

dB(Juon(n€2, Q)|)

wr(Q) =nQ wr (@) =nQ

PULSAZIONE DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE

Figura 64 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona
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Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina wf(ﬁ) = n{ si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione
propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del nodo h-esimo Gj, durante il suo moto

forzato nel paino x, yy:

up(t) Uon
qr(t) = (ﬂh(@) = Re [qo efnm], qn(t) = Zhgg = Re Z‘;: e/nat| (6.2.22)
- - - h
Y (0) Pon

Lo studio del moto di whirl forzato permette anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del generico
nodo Gj, attorno all’asse zj, (se il moto del nodo G, € BW o FW). Analogamente a quanto fatto nel capitolo 4.7, ci

concentriamo sulla parte traslazionale del moto

Cﬁg) = Re [(ZED ejnm] (6.2.23)

(uh(t)> = Re [(uoh) ejnﬂt] = Re [muOhej(p”Ohejnm] _ [muon cos(nQt + (puoh)]

u, () Von Myop el Pron e/t Myon cOS(nGE + @yop)

_ <mu0h COS Pyon — Mygp SIN %on) (cos nﬂt) _ (cos nﬂt) _ <uh(t))
My COS Pyon — Myon SIN Ppon /) \sin nQt sinnQt u,(t)/)

Dalla (6.2.23) si ottiene poi

cosnQt\ _ ._q1 (un(t)
(sin th) =77 <u:(t)) (6.2.24)
da cui facendo la norma al quadrato
_ (un(®) T _1 (un(®)Y _ (un(®) T u, (1)
1= (uh(t)) (T-17T 1<uh(t)) - (uh (t)) H(uh (t)). (6.2.25)

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, la (6.2.25) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il teorema spettrale, la

matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi

dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a /Ay € /Ay (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L’ellisse corrispondente al whirl libero e riportata in Fig. 65. Infine le fasi ¢,on , Puon di Ugn € Vo
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del nodo Gy, attorno

all’asse z;. Se infatti vale la condizione
0 <@y, = Pu,y, < T, (6.2.26)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece

T < Py — Puy, <0, (6.2.27)
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il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z;, di ogni nodo Gj, avviene

sempre alla pulsazione della forzante, in questo caso wf(S_)) = nQ.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.

PULSAZIONE DELLA
FORZANTE

BW

Figura 65 Whirl forzato per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona (le componenti angolari Y,(t) e 8,(t) si
comportano in modo analogo)

Anche nel moto forzato, in linea teorica ogni nodo Gj, potrebbe percorrere la propria ellisse in senso BW o FW e
le varie ellissi potrebbero avere le forme e le grandezze piu disparate. Tuttavia, per il principio di coerenza modale,
le deformate forzate tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 66. Questo e dovuto

al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc.) e non di gomma o di carta. Di
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conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere ellissi di whirl forzato “troppo

diverse” tra loro (in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

x5 Xf
BW Fw
1 BWo g BW A _— .
Yh
Gp—1 - Gh+1 Gpq . Ghi1
7 ‘i /i a : i _
,': Lay i i : ! vy Q
, [ HET ’ = L " 1 ' 1
P’ I o b 0 we(Q) =nQ i [ [ A o) el
[ L [ T R e | [ I iy Y b | wr(Q) =nQ
%l b fdv BEE GRiado Orlg n piy LE: bLe uY
T | ] T 1 T [P S P T | T T L
L AL g gy ) & Vo G Pl g
Yr \_, ! ' ' ' 1 i v Y W4 H 1 i i ' ' [
N) i ' [ N Vot Vo [ N
v vt Vo i Vo [
v v Nl ] Vo
Nt \ 7
| DEFORMATA FORZATA MISTA (M1PI) | | DEFORMATA FORZATA MISTA (M2PI)
Xf X5
A BW BW A BW
[ FW Gny EW FW Fw

2 PN (QUI ANCHE PI)

Figura 66 Il concetto di coerenza modale (le componenti angolari Y,(t) e 8,(t) si comportano in modo analogo)

Come si puo notare dalla Fig. 66, se i nodi ruotano tutti in senso BW, la deformata forzata &€ detta BW. Se invece
ruotano tutti i senso FW, allora la deformata forzata e detta FW. Nel caso in cui esistano dei punti nodali PN (punti
in cui la sezione & ferma), allora possono esserci delle deformate forzate dal carattere misto in cui la rotazione puo
invertirsi una o piu volte nei punti nodali (M1PI, M2PI, etc. a seconda di quante volte la rotazione viene invertita
nei punti nodali). | punti nodali PN in cui la rotazione si inverte sono detti punti di inversione PIl. Naturalmente non
e detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il modo necessariamente si invertira in essi e che, di conseguenza, la
deformata forzata sia per forza mista. Possono benissimo esistere punti nodali PN in cui la deformata forzata non
si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un sottoinsieme dei

punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione ( (la speed della macchina)

mentre il moto di rivoluzione di ogni nodo Gj, attorno all’asse z; avviene sempre alla pulsazione della forzante
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a)f((_l) = nQ. Cio & coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata forzata in questione & sempre

una e una sola, ovvero, nQ.

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 67 e, nelle caratteristiche (BW, M, FW) e nella forma
(IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 4.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

Ke/Ka DEFORMATA FORZATA IDF
AT

a)f(ﬁ) =nl

Or

%

,F X5 Xf
1PN 1PN

wp(Q) =nQ

X5
|
G
Gpo1 G | Gpaa \ T2
Q

Zf

wf(i_l) =nQ

Figura 67 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona (le componenti angolari Y,(t) e
0, (t) si comportano in modo analogo)

Riportiamo per completezza in Fig. 67bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo anche la
componenti angolari Y (t) e 8, (t) di basculamento della sezione (prima non considerate esplicitamente perché
meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento qualitativo & identico a quello delle

componenti spaziali uy (t) e v, (t)). Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale IIDF spaziale
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(con 1PN e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associato a una deformata forzata IlIDF rotazionale (con

2PN e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI).

Xf
A
Q
II \ r N
\ VN
1 [ — —
= P wr() =nQ
1 1 !
O : T >
; T
\ 1

Gp
Vr /

Figura 67bis Esempio di deformata forzata per rotori elastici

05

(wl * ,01) /X 35SV

Figura 67ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici (si osservi solo la parte flessionale della

deformata)
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: BW o FW
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

3) FORZANTE ARMONICA ASINCRONA:

M{ + (G + C)q + Kq = Q(t) = Re [Qo(@) e/r*]. (6.2.28)
wo=(00), - au=(6s)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici
introdotti nel capitolo 1 e si ha:
up(t)
, Vp(t
qr(t) = (ﬂh(@) = Re [qo ef“’ft], qn(t) = n(®) (6.2.29)

On(t)
Yr(t)

9 = <g0h> = a(wr, 2)Qo(Q) = [~wsM + joy(C + 02G) + K]‘lgom), don =1 g

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f,Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.
Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

(ark %)
4o = a0, 2)Qo(@) = 53, P8 9, = 52, (

a1 Qo )

6.2.30
Jwr—se qrk ( )

. . . . . - . .. ( arkQo
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui 1_—_5 e
wf— k

grande, ovvero quando wy € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wp contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO e grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).
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Il diagramma di Campbell associato a questo caso € riportato in Fig. 68. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico a)f(Q) = wy = cost sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica asincrona sia particolarmente favorevole in quanto una retta di carico
orizzontale genera al massimo una pulsazione critica all'interno del range di velocita di lavoro della macchina
(ovvero al massimo una intersezione tra la retta di carico e i rami del diagramma). Il valore di smorzamento modale
associato alle varie pulsazioni critiche (., puo essere facilmente trovato riportando la pulsazione critica in

questione (1. sul diagramma dello smorzamento.

wpi() . G(@)
A E o 00 A o000
wPa(ﬁ)?“‘l'—
>“H [ G
' CURVA DEL '
\4‘ CARICO 45—4_’/
g | :
I ! wr(Q) = !
R -
§\ /‘E/—'— IG : IG

A £

Figura 68 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica asincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e i 4 * NN rami del diagramma
delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 * NN pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con
le pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento
lungo x;, dell’ h-esimo nodo uy, (nel doinio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 69). Per
determinare il modulo e la fase dello spostamento u;, del nodo G, devo determinare sul diagramma di Bode il
punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva

del carico con la sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 68 e la Fig. 69).
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dB(|uon(wp D)) P (@7 )
A A

dB(Juon(wy D))

o

wr(Q) = wf wr(Q) = wy

PULSAZIONE DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE

Figura 69 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica asincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina a)f(f_l) = wy si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione

propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del generico nodo G, durante il suo moto

forzato nel paino x, yy:

up(t) Uon
2= (290 ) < el ] = e[ 2 | 230
Yr(t) Yon

Lo studio del moto di whirl forzato permette anche di conoscere la direzione del moto di rivoluzione del nodo Gy,

attorno all’asse z, (se il modo del nodo G, € BW o FW). Analogamente a quanto fatto nel capitolo 4.7, ci

concentriamo sulla parte traslazionale del moto

(3:8) = Re [(322) eiwft] (6.2.32)

<uh(t)) — Re I:(I;:))Z) e]'wft] — Re I:muOhej‘puOhejO)ft:I _ [mu()h COS((Uft + (puOh) _

v (t) Myope’Prone@rt Myop COS(wft + <Pv0h) -

_ <mu0h COS Pyp — Myp sin (puoh) (COS wft) _ (COS wft) _ (uh (t))
~ \Myop €OS @y, — Myp SiN@uop ) \Sinwst) — * \sinwst) ~ \v, (t)/)

Dalla (6.2.32) si ottiene poi
cos wft) R (uh(t))
(sin wpt) = T vn (6) (6.2.33)
da cui facendo la norma al quadrato
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1= @:EQ)T (=TT (z:gg) _ (zZEg)T H (Z:Eg) (6.2.34)

Poiché la matrice H per costruzione € una matrice simmetrica definita positiva, la (6.2.34) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \/A_Hl e \//1_,“ (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L’ellisse corrispondente al whirl libero & riportata in Fig. 70. Infine le fasi ¢,on , ©von di Ugn € Von
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del nodo Gj, attorno

all’asse z;,. Se infatti vale la condizione
0 <@y, = Pu,y, < T, (6.2.35)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
=T < Py, — Pug, <0, (6.2.36)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione del nodo Gy, attorno all’asse zj, avviene alla

pulsazione della forzante, in questo caso a)f((_l) = wy.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.

PULSAZIONE DELLA
FORZANTE

BW

>
Xn

Figura 70 Whirl forzato per rotore elastico con forzante armonica asincrona (le componenti angolari ,(t) e 6,(¢) si
comportano in modo analogo)

Anche nel moto forzato, in linea teorica ogni nodo Gj, potrebbe percorrere la propria ellisse in senso BW o FW e
le varie ellissi potrebbero avere le forme e le grandezze piu disparate. Tuttavia, per il principio di coerenza modale,
le deformate forzate tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 71. Questo e dovuto

al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc.) e non di gomma o di carta. Di
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conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere ellissi di whirl forzato “troppo

diverse” tra loro (in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

| oerormaTa ForzaTABW | | peFormaTA FoRZATAFW |

DEFORMATA FORZATA MISTA (M1PI) DEFORMATA FORZATA MISTA (M2PI)
Xf xf
A BW A BW
BW B
Gnea oy P Gpy BW PO Fw
1 Zh-1 gh-f—l 1 gh71 gh,+1 gh+2
i gh Q ,’ gh
1 1 _ U
d 1
, i Lo @ = | ~(a
Of ; 05 [ !
1 > ! 1
T > HI 1
; ! Zf Lz GrhtB Affrar
Yf Il. ||‘ yf : ! .l \w ’:
|| \‘ || ‘|‘ N7 \_1_
\ | wr(@) = wy
1PN (QUI ANCHE PI)
LU [ 2en(uiancrer) |

Figura 71 1l concetto di coerenza modale (le componenti angolari ¥,(t) e 8,(t) si comportano in modo analogo)

Come si puo notare dalla Fig. 71, se i nodi ruotano tutti in senso BW, la deformata forzata € detta BW. Se invece
ruotano tutti i senso FW, allora la deformata forzata & detta FW. Nel caso in cui esistano dei punti nodali PN (punti
in cui la sezione e ferma), allora possono esserci delle deformate forzate dal carattere misto in cui la rotazione puo
invertirsi una o piu volte nei punti nodali (M1PI, M2PI, etc. a seconda di quante volte la rotazione viene invertita
nei punti nodali). | punti nodali PN in cui la rotazione si inverte sono detti punti di inversione PIl. Naturalmente non
e detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il modo necessariamente si invertira in essi e che, di conseguenza, la
deformata forzata sia per forza mista. Possono benissimo esistere punti nodali PN in cui la deformata forzata non
si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un sottoinsieme dei

punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina)

mentre il moto di rivoluzione di ogni nodo Gy, attorno all’asse z; avviene sempre alla pulsazione della forzante
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a)f((_l) = wy. Cid & coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata forzata in questione & sempre

una e una sola, ovvero, wy.

K:/K,
c/Ka DEFORMATA FORZATA IDF

A A
5 G
= Yh+1 —
wr (@) = oy Gy _+ (Q Gy, Grit
=
o ! \\ 0) = Y l'\\ _
fyoer@ser W
o P Or P o
G S W l— i
7 T P R
Vs T ¥r N Yr
VS i i ! M
L _
\ wr(Q) = wf
A * AT 1PN ar ¥
1PN 1PN

Figura 72 Deformate forzate per rotore elastico con forzante asincrona (le componenti angolari Y,(t) e 8,(t) si comportano in
modo analogo)

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 72 e, nelle caratteristiche (BW, M, FW) e nella forma
(IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 4.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

Riportiamo per completezza in Fig. 72bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo anche la
componenti angolari Y, (t) e 8, (t) di basculamento della sezione (prima non considerate esplicitamente perché

meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento qualitativo & identico a quello delle
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componenti spaziali u, (t) e vy (t)). Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale [IDF spaziale
(con 1PN e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associato a una deformata forzata IIIDF rotazionale (con
2PN e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2Pl).

~

Gp,
Y /

Figura 72bis Esempio di deformata forzata per rotori elastici

/

/

/

ASSE Y (107 * pm)
/
i
T
)
=

(wrl * ,01) X 355V

Figura 72ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici (si osservi solo la parte flessionale della

deformata)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: BW o FW
2) FORMA: IIDF
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CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

4) FORZANTE ARMONICA GENERICA:

Mij + (QG + €)§ + Kq = Q(t) = Re [QO(Q) efwf(mt] , (6.2.37)
wo-(00), gw-(a)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

up(t)
qr(t) = (ﬂh(@) = Re [qo ej“’f(mt], qr(t) = Zhgg (6.2.38)
- - - h
Yr(t)
Upn
— _ _ 2 . -1 _ Von
9 = <g0h> = a(wp(2),2)Q0(Q) = [~wr (V)M + jws () (€ +026) + K| Qo(Q), qon = Bon
Yon

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f(ﬂ),ﬂ) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

(ark 91k a7k Qo

— _ Yy2N

4o = (0 (@),2)Q0(@) = T, 1242 0,(@) = 32, ( ) ame (6.2.39)
arQo

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui (ﬁ)
F(Q)=sk

e grande, ovvero quando ws({1) & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy contenuta in s

(corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando q,’kao € grande (forzanti ortogonali al corrispondente

autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 73. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico w;(Q) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (). sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione (. sul diagramma dello smorzamento.
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wpi(Q) . e 66 a@ o000

p— - G
ﬁ CURVA DEL

1 CARICO
\*; ~— (CS
o./\:/

wf(ﬁ)

Figura 73 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica generica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e i 4 * NN rami del diagramma
delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 * NN pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, le
pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento
lungo x;, del centro di massa u,, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 74). Per
determinare il modulo e la fase dello spostamento u,; devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui
agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con

la sezione verticale passante per £ (si vedano sempre la Fig. 73 e la Fig. 74).

dB([uon(wp D)) Pug (@7, )
A A

dB([uon(wr (), 9)])

o

PULSAZIONE DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE

Figura 74 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina (uf((_l) si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
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wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del generico nodo Gj, durante il suo moto

forzato nel paino x,yp:

uh(t) Uop
vy (t . Von .

qn(t) = BZEtg = Re [Qon ef“’ft] = Re Ggh el@r@r], (6.2.40)
Yr(t) Yon

Lo studio del moto di whirl forzato permette anche di conoscere la direzione del moto di rivoluzione del nodo
Gy, attorno all’asse z,, (se il modo del nodo Gj, € BW o FW). Analogamente a quanto fatto nel capitolo 4.7, ci

concentriamo sulla parte traslazionale del moto

(uh(t)> — Re [(I;Oh) ejwf(Q)t] (6.2.41)

uy, (t) oh

(0O) g () 0] oI _ e (0 + 0.0
up (6) Von myope/Profte @Vt Myon c0s(wr ()t + Yyon)

_ [(Myon COS Pyon — Myon SIN Pyop

cos wr ()t T coswr(Wt\  ruy(8)
B <mv0h COS Pyon — Myon sin §0v0h> sin (Uf(-Q)t - - ( )

sinwr(Q)t up, (t)

Dalla (6.2.41) si ottiene poi

cos wyt _. (up(t)
(Sm wft) =71 (u:(t)) (6.2.42)
da cui facendo la norma al quadrato
_ (@ oayrs (W (©Y _ (wn® (1 (0)
1= (u:(t)) (=T (u:(t)) a (u:(t)) H(u:(t))' (6.2.43)

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, la (6.2.43) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \//1_,{1 e \/A_m (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L’ellisse corrispondente al whirl libero e riportata in Fig. 75. Infine le fasi ¢,on , ©von di Ugn € Vo
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del nodo Gj, attorno

all’asse z;,. Se infatti vale la condizione
0 <@y, = Pu, <T, (6.2.44)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
=T < Py, — Pug, <0, (6.2.45)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z;, del nodo Gy, avviene alla

pulsazione della forzante, in questo caso a)f((_l).
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Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,

la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una

risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.

PULSAZIONE DELLA
FORZANTE

Figura 75 Whirl forzato per rotore elastico con forzante armonica generica (le componenti angolari ,(t) e 8,(t) si
comportano in modo analogo)

Anche nel moto forzato, in linea teorica ogni nodo Gj, potrebbe percorrere la propria ellisse in senso BW o FW e

le varie ellissi potrebbero avere le forme e le grandezze piu disparate. Tuttavia, per il principio di coerenza modale,

le deformate forzate tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 76. Questo e dovuto

al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc.) e non di gomma o di carta. Di

conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere ellissi di whirl forzato “troppo

diverse” tra loro (in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).
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Figura 76 Il concetto di coerenza modale (le componenti angolari ¥,(t) e 8,(t) si comportano in modo analogo)
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Come si puo notare dalla Fig. 76, se i nodi ruotano tutti in senso BW, la deformata forzata € detta BW. Se invece
ruotano tutti i senso FW, allora la deformata forzata & detta FW. Nel caso in cui esistano dei punti nodali PN (punti
in cui la sezione e ferma), allora possono esserci delle deformate forzate dal carattere misto in cui la rotazione puo
invertirsi una o piu volte nei punti nodali (M1PI, M2PI, etc. a seconda di quante volte la rotazione viene invertita
nei punti nodali). | punti nodali PN in cui la rotazione si inverte sono detti punti di inversione PIl. Naturalmente non
e detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il modo necessariamente si invertira in essi e che, di conseguenza, la
deformata forzata sia per forza mista. Possono benissimo esistere punti nodali PN in cui la deformata forzata non
si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un sottoinsieme dei

punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Ke/Ka [ oerormara Forzaa ioF |

AT T Xr A

wr (@)

&

Figura 77 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica generica (le componenti angolari ¥P,(t) e 8,(t) si
comportano in modo analogo)
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Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina)
mentre il moto di rivoluzione di ogni nodo Gy, attorno all’asse z; avviene sempre alla pulsazione della forzante
a)f((_l). Cio e coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata forzata in questione & sempre una e

una sola, ovvero, (uf(f_l).

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 77 e, nelle caratteristiche (BW, M, FW) e nella forma
(IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 4.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

Riportiamo per completezza in Fig. 77bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo anche la
componenti angolari Y (t) e 8, (t) di basculamento della sezione (prima non considerate esplicitamente perché
meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento qualitativo & identico a quello delle
componenti spaziali uy (t) e v, (t)). Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale IIDF spaziale
(con 1PN e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associato a una deformata forzata IIIDF rotazionale (con

2PN e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI).

Gp,
1
1
1
1
1
1
\
Yr

Figura 77bis Esempio di deformata forzata per rotori elastici
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ASSE Y (102 * um)
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Figura 77ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici (si osservi solo la parte flessionale della

deformata)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: BW o FW
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

5) FORZANTE PERIODICA:
Mij + (QG + C)q + Kq = Q(t) = Re[Tio e (Q)e/@o@K] .y = 2. (6.2.46)
Q) = <Qh(t)), c(Q) = <£kh>
La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:
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qr(®) = (gh(t)> = Y0 k(1) = Re(Tio[a(kw, Q)¢ (Q)el o Dkt]) (6.2.47)
Upn (1)
gk(t) = (gkh(t)> = Re[a(k(uo, Q)gk(ﬂ)efwo(ﬂ)kt]' gkh(t) - ZZ:EQ
Yrn(t)

qko = (2;10> = a(kwo(Q), Wex () = [-k2wo (WM + jkwo(Q)(C +26) + K] g ()

Ukho
Ukho
Oxno

lpkho

9kho =

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(kwy (), Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

2N H
. drm qL .
4u(t) = Re[a(keo (), 0)g, @)/ 0 @] = Re | " —= T (g2 i) G (Q)eI @@kt | =
— L oo @k — 5
R 2N gfmﬁk jwo(Q)kt (6 2 48)
€|Lm=1 oo (k-5 9rm € , 2.

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

H
ALmCk

uelliin cui (—
q j@oo(@k—5m

) é grande, ovvero quando w,(Q)k € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy,

contenuta in s, (corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando qfkgk e grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).
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Figura 78 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante periodica
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Il diagramma di Campbell associato a questo caso € riportato in Fig. 78. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wy(Q)k sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (), sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione (. sul diagramma dello smorzamento.

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; 'intersezione tra la retta verticale passante per Q e i 4 * NN rami del diagramma
delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 * NN pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, le
pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento
lungo x;, del generico nodo h-esimo up, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig.
79) (per ogni singola componente armonica!). Per determinare il modulo e la fase dello spostamento uyyo devo
determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma
di Campbell intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 78
e la Fig. 79).

dB([ukno (wr, D)) Pujne (@5, 0)
A A

dB ( |u2ho (wfz @, ﬁ) |)

o

W () = 2w () w2 () = 2wo(Q)
PULSAZIONE DELLA GENERICA PULSAZIONE DELLA GENERICA
ARMONICA DELLA FORZANTE ARMONICA DELLA FORZANTE

Figura 79 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante periodica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina kw,(Q) si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.

Concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del generico nodo Gj, durante il suo moto

forzato nel paino x,y, (per ogni singola componente armonica!):
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Un (1) Ukho
Vien (1) ; Vkho ;

Qen (8) = 92:@) = Re [Qkho ef“’o(m’“] = Re Beno eJ @Dkt | (6.2.49)
Yrn(t) Yino

Lo studio del moto di whirl forzato permette anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del nodo Gy
attorno all’asse z, (se il moto del nodo G, & BW o FW). Analogamente a quanto fatto nel capitolo 4.7, ci

concentriamo sulla parte traslazionale del moto

(“"h(t)) = Re((}11°) elwotic] (6.2.50)

Vin (1) Vkho

Vkp () Vkno — Imykno cos(wo(Qkt + @pino)

wen (D) _ p [(ukho) ejwo(ﬂ)kt] — Re Mypoe’Pukroel oK) Ty, cos(wo(Q)kt + Pukno)
- mvkhoej<pvkh06jw0(n)kt

_ <mukh0 COS Py kho — Mykho SIN <Pukho) <COS Wo (Q)kt) _ (COS wo(Q)kt) _ (ukh (t))
Myho COS Pykho — Mykho SN Pyrno/ \Sin wo(Q)kt sin wy(Q)kt Vep ()

Dalla (6.2.50) si ottiene poi

cos wokt\ . _; (ugn(t)
(sin a)Skt) =77 <v,t:(t)) (6.2.51)
da cui facendo la norma al quadrato
_ (wen(t) ro Tt (Wen ()Y _ (Win (8) T (e (®)
1= <Ukh(f)) T 1<Ukh(t)) B <Ukh(t)) H(th(t))' (6.2.52)

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, la (6.2.52) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \//1_,{1 e \/A_m (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). Lellisse corrispondente al whirl libero & riportata in Fig. 80. Infine le fasi @, xn0 » Pvkno di Ukho € Vkno
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del nodo G; attorno

all’asse z;,. Se infatti vale la condizione
0 < @urpo = Puppy <T, (6.2.53)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
=< Pypo — Pugno < 0 (6.2.54)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla
pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z,, del nodo Gy, avviene alla

pulsazione della forzante, in questo caso wq(Q)k.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.
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Vn A

PULSAZIONE DELLA
GENERICA ARMONICA
DELLA FORZANTE

V2n

wfz(ﬁ) = Zwo(ﬁ)
Fw wfz(ﬁ) = Zwo(ﬁ)
BW
>
Xh

Figura 80 Whirl forzato per rotore elastico con forzante periodica (le componenti angolari P 4,(t) e 04,(t) si comportano in
modo analogo)

Anche nel moto forzato, in linea teorica ogni nodo G; potrebbe percorrere la propria ellisse in senso BW o FW e
le varie ellissi potrebbero avere le forme e le grandezze piu disparate (naturalmente per quanto concerne la
generica armonica!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, le deformate forzate tendono ad avere
solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 81. Questo & dovuto al fatto i rotori sono solitamente di
metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc.) e non di gomma o di carta. Di conseguenza, sezioni della macchina
adiacenti tra loro non potranno mai avere ellissi di whirl forzato “troppo diverse” tra loro (in tal caso non

potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

| DEFORMATA FORZATA BW | | DEFORMATA FORZATA FW
Xf
A BW
r BW G
Gp
Gp—1
1
1
1
: " |' 1
1
II, K " : ‘| " 1: ‘l
Of . N Ll i
1 L) [
vy [P 1 !
Vo 14fhy1 VZfh)
Y v p ! H 1
\ 1 !
\ l‘ :
\‘ ,‘
\ U
DEFORMATA FORZATA MISTA (M1PI) [
Xy
A BW
Gna B
Gpy Fw

L] 1
(I} 1 1
or } ERE , ¥ ." ‘
T rd 1 1 ~
Zih-21 Zn! Zpnan zf h-211Zfy Zfppy Frhis Affar
Y Yf ' K VL
\ AR
1
1

wfz(ﬁ) = 20’0(5_7-)
| 1PN (QUI ANCHE PI) |

oe0o [ 2pn(auiancheR)

Figura 81 Il concetto di coerenza modale (le componenti angolari Y,;(t) e 8,4,(t) si comportano in modo analogo)
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Come si puo notare dalla Fig. 81, se i nodi ruotano tutti in senso BW, la deformata forzata e detta BW. Se invece
ruotano tutti i senso FW, allora la deformata forzata & detta FW. Nel caso in cui esistano dei punti nodali PN (punti
in cui la sezione e ferma), allora possono esserci delle deformate forzate dal carattere misto in cui la rotazione puo
invertirsi una o piu volte nei punti nodali (M1PI, M2PI, etc. a seconda di quante volte la rotazione viene invertita
nei punti nodali). | punti nodali PN in cui la rotazione si inverte sono detti punti di inversione Pl. Naturalmente non
e detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il modo necessariamente si invertira in essi e che, di conseguenza, la
deformata forzata sia per forza mista. Possono benissimo esistere punti nodali PN in cui la deformata forzata non
si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un sottoinsieme dei

punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Kotk
A AT
_ _ Gh+1 _
w72 (@0) =200 (@) ¢, — (a G, Gnn
=
7 [ 7 B
1 il 1
Or o Or oA
P P . 1 :

~——eep -

<
(ﬁl

fy — = - -
Zf
Y{/

W @ =2wy (@)

Wrr @) =2w, ()

DEFORMATA FORZATA IIDF

1PN

pe
AT

G Gper
Q

Z

Wr2 @ =2Zwy @

()] @ =2wy @

DEFORMATA FORZATA IIIDF X,
1 Xy A

w2 () =2w, ()

A
T
Gn1 /Grn | Ghr G
Q
Z,
— — Yr - — Yr _ _
wr2(Q) =2w, () o000 [&)7] Q) =2w,(Q) W52 (Q) =2w, ()

Figura 82 Deformate forzate per rotore elastico con forzante periodica (le componenti angolari 4,(t) e 04,(t) si comportano
in modo analogo)
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Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina)
mentre il moto di rivoluzione di ogni nodo Gy, attorno all’asse z; avviene sempre alla pulsazione della forzante
kwy(Q). Cid & coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata forzata in questione & sempre una e

una sola, ovvero, kw,(Q).

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 82 e, nelle caratteristiche (BW, M, FW) e nella forma
(IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 4.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

Riportiamo per completezza in Fig. 82bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo anche la
componenti angolari P, (t) e 0,,(t) di basculamento della sezione (prima non considerate esplicitamente
perché meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento qualitativo & identico a quello
delle componenti spaziali u,j (t) e v,,(t)). Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale IIDF
spaziale (con 1PN e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PIl) associato a una deformata forzata IlIIDF

rotazionale (con 2PN e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2Pl).

O)fz(ﬁ) = Zwo(ﬁ)
>
Zf

Yr

Uzn, V2n

Figura 82bis Esempio di deformata forzata per rotori elastici
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[

/

ASSE Yy (102 x um)
S
/

Figura 82ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici (si osservi solo la parte flessionale della

deformata)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: BW o FW
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

6) FORZANTE GENERICA:
Mg + QG + C)Q +Kq = Q(t, Q) (6.2.55)
QY = [77 0w, M/ dw,  Q(w,2) = [ Q(t,D)e T dt. (6.2.56)

Q) = (Qh("t.rﬂ) ;o Q)= (Qh(.(:‘;rﬂ))
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La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici
introdotti nel capitolo 1 e si ha:

+o0

qr(t,Q) = (ﬂh(t: Q)) = f_zog(w, We/do = [* " a(w,0)Q(w, Q)e/" do. (6.2.57)

G(w,Q) = (Qh(;, Q)) = a(w, MQ(»,Q) = [~w?M + ju(C + 026) + K] Q(w, Q)

gh (0), 'Q) =

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(w, ) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

2N
30,0 = a(w,2)Q(w,Q) = Z (gm0 at%) -

——Q(w, ) =
—5 =
k=1
— \"2N gﬁkg(w'n) (6 2 58)
T Lk=1\" o s, 9rk/ -Z.

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

- (4@ @) | L _ . .
quelli in cui | =—=——| & grande, ovvero quando w & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema w,
Jw—=Sk p

contenuta in s, (corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando q,’ka(w, Q) e grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).

Consideriamo a titolo di pure esempio una forzante generica come quella in Fig. 83 (un tipico segnale passabanda
con frequenza portante wf(£2), ovvero come nella realta appare un segnale puramente armonico). In questo caso
6 (Q) e A(Q) sono le soglie di sensibilita del segnale, utili per determinare in quale range dello spettro il contributo
in frequenza del segnale sia realmente apprezzabile. Per semplicita supporremo che, come spesso accade in
questo caso, §(€1), A(Q2) e la frequenza portante del segnale w,((1) siano le stesse per ogni componente della

forzante Q((u, Q).

A Qw0 A 05,9

6(Q)

Figura 83 Forzante generica del sistema
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Il diagramma di Campbell associato a questo caso € riportato in Fig. 84. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la banda del carico (w(),A(Q)) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della banda del carico con i rami del diagramma IQ, rappresentano le bande critiche. Il valore di
smorzamento modale (banda di smorzamento) associato alle bande critiche 1{. puo essere facilmente trovato

riportando la banda critica in questione I}, sul diagramma dello smorzamento.

wp;i(Q) Gi(Q)
~ . 0 0® eo0o0
A 1 4
p— 1
wPE(Q) /:;;;;;;;a-—‘kff N\
I
/’__?7 wp(Q) A(Q) BANDA DELLO
' SMORZAMENTO
T D e s S I — . )
sElg 2R ! Bea [T i
g & Tl I '3 \ 1 : -
Z 0 i3 ! 1 !
é o ~ % 1 1 44__——_%———’_’—,,/T//
S \\ . i e
4% 1 1 | : 1
4 1 1 1 1
i 1 1 | Agi——~——’//4///
w € lws(Q) . E E E ! j\
GENERICA |0 Q 1Qc4 Q ” Ors i
ARMONICA
DELLA FORZANTE BANDA DEL
CARICO

BANDA
CRITICA

Figura 84 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante generica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; le intersezioni tra la retta verticale passante per Q e i 4 * NN rami del diagramma
delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 4 * NN pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, le
pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale lo spostamento
lungo x;, del nodo h-esimo u,,, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 85). Per
determinare le bande del modulo e della fase dello spostamento u,,, devo determinare sul diagramma di Bode la
banda in cui agisce la forzante. Ma questa puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la banda
del carico con la sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 84 e la Fig. 85). Lo stesso ragionamento

puo essere effettuato per la generica componente armonica a pulsazione w € wa(ﬁ) appartenente alla banda

wa(ﬁ) in cui agisce la forzante (Fig. 84 e la Fig. 85).
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Figura 85 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di banda critica I{).. Qualora infatti la
pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una banda critica I€),, la banda
in cui la forzante agirebbe sulla macchina Ia)f((_l) includerebbe proprio una pulsazione propria wp;(Q) e quindi

una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima amplificazione.

Concentriamoci ora sulla generica componente armonica a pulsazione w € I(uf(ﬁ) appartenente alla banda
I(uf(ﬁ) in cui agisce la forzante e concludiamo quindi con lo studio del whirl forzato, ovvero la traiettoria del nodo

Gy, durante il suo moto forzato nel paino x;y;, (associata a quella componente armonica w!):

uwh(t) Uwh
qon(t, Q) = Z“’:Eg = Re [gh(a), Q) ej“’t] = Re ZZ: elot], (6.2.59)
PYun(t) Yon

Lo studio del moto di whirl forzato permette anche di conoscere direzione del moto di rivoluzione del nodo G,
attorno all’asse z, (se il moto del nodo G, & BW o FW). Analogamente a quanto fatto nel capitolo 4.7, ci
concentriamo sulla parte traslazionale del moto

(u‘*”‘(t)) = Re [(u“’") eiwf] (6.2.60)

V(1) Vwh

(uwh(t)) =R [(uwh) eiwt] = Re [muwhej(puwhejwt] _ Mywh cos(wt + (puwh)] —

Ven (£) Voh Myne! Pronel 0 Myen COS(WE + Pyen)]

_ <muwh COS Pyooh — Mywn SiN (puwh) (Cos wt) —T (cos wt) _ (uwh(t))
Mywh COS Opwn — Mywh SIN Ppen) \Sin wt sin wt von(®)/)

Dalla (6.2.60) si ottiene poi

(cos wt) _ -1 (uwh(t)) (6.2.61)

sinwt Ven(®)
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da cui facendo la norma al quadrato

- (uwh(t))T Ty <uwh(t)) _ (uwh(t))T u (uwh(t))' (6.2.62)

Vwh (t) vwh(t) Vwh (t) Vwh (t)

Poiché la matrice H per costruzione & una matrice simmetrica definita positiva, la (6.2.62) rappresenta I'equazione
parametrica di un’ellisse centrata nell’origine ma ad assi ruotati. Piu nel dettaglio, per il teorema spettrale, la
matrice H ammette una base ortonormale di autovettori vy, vy, che determinano la direzione dei semiassi
dell’ellisse in questione. La lunghezza dei semiassi & invece pari a \//1_,{1 e \/A_m (gli autovalori sono reali e positivi
perché H). L’ellisse corrispondente al whirl libero € riportata in Fig. 86. Infine le fasi @y, un » Pown di Uph € Von
permettono di determinare anche la direzione (BW o FW) del moto forzato di rivoluzione del nodo Gy, attorno

all’asse xj,. Se infatti vale la condizione
0< @y, = Pu,, <T, (6.2.63)
allora il moto di rivoluzione € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
< Py~ Pu,n <0, (6.2.64)

il moto di rivoluzione e FW e I'ellissi sara percorsa in senso FW. La rotazione del rotore avviene chiaramente alla

pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di rivoluzione attorno all’asse z, avviene alla pulsazione

della forzante, in questo caso w € Ia)f(ﬁ).

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’ellisse a prescindere dal valore dello smorzamento stesso. Se sono vicino a una
risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le dimensioni dell’ellisse saranno piu grandi,

altrimenti saranno piu piccoli.

Yn N

PULSAZIONE DELLA
GENERICA ARMONICA
DELLA FORZANTE
w € lw(Q)
BW

Vwh

w € lws(Q)
FW

Figura 86 Whirl forzato per rotore elastico con forzante generica (le componenti angolari Y ,(t) e 0,,,(t) si comportano in
modo analogo)

Anche nel moto forzato, in linea teorica ogni nodo G; potrebbe percorrere la propria ellisse in senso BW o FW e
le varie ellissi potrebbero avere le forme e le grandezze piu disparate (naturalmente per quanto concerne la
generica armonica!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, le deformate forzate tendono ad avere
solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 87. Questo & dovuto al fatto i rotori sono solitamente di

metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc.) e non di gomma o di carta. Di conseguenza, sezioni della macchina
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adiacenti tra loro non potranno mai avere ellissi di whirl forzato “troppo diverse” tra loro (in tal caso non

potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).
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Figura 87 Il concetto di coerenza modale (le componenti angolari Y,(t) e 8,,(t) si comportano in modo analogo)

Come si puo notare dalla Fig. 87, se i nodi ruotano tutti in senso BW, la deformata forzata € detta BW. Se invece
ruotano tutti i senso FW, allora la deformata forzata & detta FW. Nel caso in cui esistano dei punti nodali PN (punti
in cui la sezione e ferma), allora possono esserci delle deformate forzate dal carattere misto in cui la rotazione puo
invertirsi una o piu volte nei punti nodali (M1PI, M2PI, etc. a seconda di quante volte la rotazione viene invertita
nei punti nodali). | punti nodali PN in cui la rotazione si inverte sono detti punti di inversione PIl. Naturalmente non
e detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il modo necessariamente si invertira in essi e che, di conseguenza, la
deformata forzata sia per forza mista. Possono benissimo esistere punti nodali PN in cui la deformata forzata non
si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un sottoinsieme dei

punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina)

mentre il moto di rivoluzione di ogni nodo Gy, attorno all’asse z; avviene sempre alla pulsazione della forzante
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w € Ia)f(ﬁ). Cio e coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata forzata in questione & sempre

una e una sola, ovvero, w € Iw/(Q).

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 88 e, nelle caratteristiche (BW, M, FW) e nella forma

(IDF, IIDF, IIIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 4.7. Tuttavia le

deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

Kc/Ka

4

w € lwf((_l)

| peFormaTA FoRzATA IDF |

Xf

/F *f

w € wa((_l)

4

[ oeFormaTA FoRzATA NIDF |

Xf

A Xf

IF *

x
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P i,
- ' -
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Z,

1

P i it
I
]
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4----"

/ \ w € lws ()
1PN
G Ghir
Q
wE wa(f_l)

xf
G G G Ghiz
Jh-1 Zh Yh+1
Q
Zf

w € Ia)f(ﬁ)

Figura 88 Deformate forzate per rotore elastico con forzante generica (le componenti angolari ¥ ,,(t) e 6,,(t) si comportano
in modo analogo)
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Riportiamo per completezza in Fig. 88bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo anche la
componenti angolari Y, (t) e 8,,(t) di basculamento della sezione (prima non considerate esplicitamente
perché meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento qualitativo & identico a quello
delle componenti spaziali v, (t) e v, (t)). Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale IIDF
spaziale (con 1PN e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PIl) associato a una deformata forzata IlIDF

rotazionale (con 2PN e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI).

V¢

/

@
AV 2,
¥

1 4 [PNfera PNfyot
/

o

ASSE Y (10% + um)
/

/ we Ia)f(f_l)

(wn % ,01) ¥ 35SV

Figura 88ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici (si osservi solo la parte flessionale della

deformata)
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: BW o FW
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

6.3 Effetto della gravita

E’ abbastanza utile discutere brevemente quali sia I'effetto di azioni esterne costanti su sistemi meccanici lineari
e, nello specifico, della gravita. Partiamo cercando di capire come un’azione esterna possa essere applicata nei

nodi di un modello FEM come quello considerato finora (nel caso in cui siano presenti elementi concentratil):

0
— | —Marg
ng = 0 (6.3.1)
0

dove g & I'accelerazione di gravita. Il contributo complessivo dell’azione di gravita sara di conseguenza:
_ NN T
Qag = Xk=1Jk Qbk- (6.3.2)

In cui J, & la matrice di connessione. Nel caso in cui invece I'azione costanza (in questo caso la gravita) sia applicata

a un elemento del nostro modello FEM, sfruttando il Principio del Lavori virtuali avremo

(SQZQQ =6L5 . (6.3.3)

dove §L & il lavoro virtuale effettuato sul sistema e scritto nello spazio fisico. Si ha percio

0
SLE = fVe 61_3pr£ dv, g= <—g>. (6.3.4)
0

in cui Pr come sempre & il generico punto del volumetto I, associato all’elemento (vedi Fig. 41). Naturalmente in

generale avremo che (usando le formule della cinematica dei corpi rigidi!):
8Pr = 8Gg + 8¢ X (Pr — Gg). (6.3.5)

Se tuttavia facciamo le solite ipotesi di lavori utili per studiare le vibrazioni flessionali a 4DOF di travi 1D
(consideriamo solo i 4DOF flessionali azzerando i rimanenti e consideriamo “piccole” tutte le variabili e le loro

derivate), la complicata espressione (6.3.5) si ridurra a
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ovg
0Pr = < 6vg ) (6.3.6)
619Ey - 6¢Ex
La (6.3.4) si riduce quindi a
SLE = —fVe pgbvg dV (6.3.7)

e, introducendo le funzioni di forma,
SLE = —fVe p8qiNLg dV = —8q; ‘J.Ve pNgg dV = §q7G,. (6.3.8)
Essendo infine gli spostamenti virtuali arbitrari, purché ammissibili con i vincoli, si ottiene
Q=G

Qg = 205 HI Q5. (6.3.9)

Analizziamo quindi I'equazione:

M+ (QG + C)§ + Kq = Qeost + Q(1), q = (@), Qeost = <Qcost,h>, Q) = (Qn(O) (6.3.10)

dove Qcos¢ € una qualunque azione costante (in questo caso Qcost = Qag + Q) e Q(t) € una forzante generica
(per semplicita possiamo supporre che Q(t) non abbia un componente costante oppure, se essa € presente,

possiamo inglobarla dentro Q,s:)- Il punto di equilibrio del sistema sara chiaramente

q = (2?’) = K™ Qcost- (6.3.10)

Descrivendo ora la dinamica del problema rispetto alla posizione di equilibrio g¢¢

4=q+q G= (in) (6.3.11)
e sostituendo la (6.3.11) nella (6.3.10), si ha
Mg+ (QG +C)q +Kq = Q(t). (6.3.12)

Si nota dunque come, con questo semplice cambio di variabili, la dinamica del sistema sia stata ricondotta a quella
sempre studiata fino ad ora. L'effetto di una qualunque forzante costante su un sistema meccanico lineare e

semplicemente quello di spostare il punto di equilibrio (si veda la Fig. 89).
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Figura 89 Effetto delle azioni esterne costanti e della gravita

L’effetto di forzanti costanti come la gravita puo di conseguenza essere inizialmente ignorato in tutte le analisi

studiate finora (se il sistema meccanico é lineare!) a patto poi di traslare alla fine i risultati di una quantita g¢9 .

Nel caso di turbomacchine e motori, viste le alte sollecitazioni in gioco, tale quantita e spesso piccola rispetto alle

orbito compiute dai nodi G, del rotore & pud quindi essere trascurata.
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7. VIBRAZIONI TORSIONALI: ROTORI ELASTICI 1D

\\\\I\\))‘-OQ\\\\:::?-

WP

Tipico schema di rotore elastico 1D per analisi torsionale

Sotto le ipotesi di lavoro fatte nel capitolo 4 e coerentemente con la notazione introdotta in tale capitolo,
cominciamo ora lo studio delle vibrazione torsionale dei rotori elastici 1D (ovvero rotori aventi una dimensione
prevalente e I'asse di rotazione principale coincidente con essa). Faremo di conseguenza uso della teoria torsionale

della trave 1D, teoria caratterizza localmente da un solo DOF (ovvero la rotazione delle sezioni della trave attorno
all’asse z¢) (vedi Fig. 90).

GENERICO PUNTO
DELLA TRAVE

G CONFIGURAZIONE
-~ DEFORMATA

Oy zf Gy Zfo CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA
TEORIA GENERALE ] TEORIA FLESSIONALE DELLA TRAVE 1D A 4DOF ]
DELLA TRAVE 1D A
6DOF U TRAS. X @ ROTX
vV TRAS.Y Y RoT.Y
U\ TRAS. X 0\ RroT.X [ TEORIA TORSIONALE DELLA TRAVE 1D A 100F I
= = TY
G (v) wras.y ¢=(¥ | ro 9 Rotz
w/ TRAs.z @/ RroT.Z

l TEORIA ASSIALE DELLA TRAVE 1D A 1DOF I
W TRAS.Z

Figura 90 Teoria 1D della trave nello spazio
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7.1 Equazioni di moto (approccio Lagrangiano)

In accordo con la nomenclatura e le ipotesi del capitolo 4 svilupperemo un modello FEM di macchina rotante 1D
(a 1 DOF per nodo e a 2 nodi per elemento) per studiare la dinamica torsionale del rotore a 1DOF. Supponiamo
intanto che la mesh sia nota (posizione dei nodi, caratteristiche degli elementi e funzioni di forma note). Non
entreremo in seguito in questi argomenti che supporremo noti. Riassumiamo per praticita le principali ipotesi di

lavoro:

- trave snella (presenza di una dimensione prevalente, tipica della strutture 1D, e coincidente in questo
caso con 'asse di rotazione principale) ad asse rettilineo.

- trave a sezione piana: la generica sezione della trave associata al nodo Gy rimane sempre contenuta nel
piano xy della terna solidale al nodo stesso e non si deforma; la sezione della trave pud quindi rototraslare

nello spazio con 6DOF disponibili G, ¢y (la generica trave a sezione piana nello spazio & quindi a 6DOF).

- elasticita lineare (caratteristiche elastiche dei materiali lineari).

- linearizziamo poi il problema nellintorno della configurazione nominale. In altre parole, studiamo il
problema ai “piccoli spostamenti” nell’intorno della configurazione in questione. Da un punto di vista
fisico, consideriamo tutte variabili del problema piccole (eccetto ovviamente la speed della macchina ()
e consideriamo piccole anche le loro derivate. Applicare questa ipotesi a una quantita fisica equivale a
considerare solamente i termini di ordine O (le costanti) e i termini di ordine 1 (la variabili stesse),
ignorando qualunque altro termine di ordine superiore.

- consideriamo solamente il grado di liberta torsionale (visto che il nostro scopo € studiare la dinamica
torsionale). In altre parole nelle equazioni spaziali delle 6 equazioni normalmente presenti,

considereremo solo I'ultima (rotazione attorno a z).

Le ipotesi sopraelencate, tra le altre cose, garantiscono nel caso di rotore elastico anche il disaccoppiamento
fondamentale tra dinamica flessionale (a 4DOF), dinamica torsionale (a 1DOF) e dinamica assiale (1DOF). Quando

tali ipotesi non saranno verificate, allora sara necessario 'impiego una teoria della trave 1D a 6DOF.

L'unica variabile nodale associata al k-esimo nodo sara in questo caso la rotazione della sezione ¢, attorno
all'asse di rotazione della macchina z; (si veda la Fig. 91). Occorre sottolineare come normalmente non si
considerano le rotazioni assolute delle sezione @, bensi le loro rotazioni rispetto alla velocita angolare media
della albero Q (la speed della macchine) o a una qualche altra velocita angolare di riferimento: @, = ¢, + Qt.
Siamo in altre parole interessati solamente alla rotazione elastica della varie sezioni della trave ¢, e scorporiamo

dunque la rotazione rigida complessiva dell’albero Qt.
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COMPONENTE COMPONENTE
DISTRIBUITO CONCENTRATO Pe1(t) Ve(ZF, ) Pea(t)
@i (t)
\ | e-ESIMO ELEMENTO
Yr
Xf 4 Jie
. 5 [a
Zf 0
Oy _
Gy =0
b |  k-ESIMO NODO 2

B,

0
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Figura 91 Modello FEM di rotore elastico 1D con 2 nodi per elemento e 1DOF per nodo

In linea con quanto detto, avremo ora un’unica variabile nodale per ogni nodo e, a partire da esse, potremo

definire il vettore contenente tutte le variabili Lagrangiane del sistema:

?1
qr(t) = @ € RDOFN=1"} — 1 NN, q(t) = ( )RDOFN*NN=NN . (7.1.1)
- PONN

Le equivalenti grandezze per il generico elemento sono di conseguenza:

Ge1(t) = Qo1 € RPON=L gy (1) = @ € RPOTN=L, (24, 1) = @ € RPOFN=E (7.1.2)
(6) = (ZZ) € RDOFN+Ne=1:2=2 o _ 1 NF (7.1.3)

dove q.(t) € il vettore che contiene le variabili nodali dei nodi appartenenti all’elemento considerato. Come
sempre, un utile strumento per estrarre g e q, dal vettore contenente tutte le variabili lagrangiane g sono le

matrici di connessione (matrici binarie formate daO e 1):

Tk = Pk = Jkq, qe = Heq. (7.1.4)

Usando un approccio Lagrangiano, dovremo arrivare ascrivere le equazioni di Lagrange per il nostro sistema

T T
d (oL oL
a(@) - (@) = L=T-V. 7.15)

Dovremo quindi essere in grado di scrivere |'energia cinetica T, I’energia potenziale IV e le azioni Lagrangiane non

conservative Qp¢ del nostro sistema.

Alla fine (si veda sempre la Fig. 41) dovremo considerare i seguenti componenti della macchina rotante 1D:

1) COMPONENTI CONCENTRATI: entita concentrate dotate di massa e inerzia ma non di proprieta elastiche
(stadi, giranti,etc.); i componenti concentrati dovranno essere posizionati sull’albero, solidalmente
collegati a un nodo di riferimento del modello FEM (naturalmente non tutti i nodi sono associati a un
componente concentrato!). Tali componenti avranno un’energia cinetica Ty, (d sta per disk) e un’energia

potenziale V;;, solitamente trascurabile (V3 = cost).
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2)

3)

COMPONENTI DISTRIBUITI / ELASTICI: entita distribuite dotate di massa, inerzia e di proprieta elastiche
(solitamente sono i tratti di albero); i componenti elastici sono quasi sempre associati agli elementi del
modello FEM. Tali componenti avranno un’energia cinetica T, e un’energia potenziale V.

COMPONENTI ESTERNI / NON CONSERVATIVI: comprendono tutto quello che agisce sulla macchina
dall’esterno come forzanti esterne (carichi palari / forzanti di fluido, azioni dovute a motori/generatori,
azione della gravita o di altri campi di forza esterni, etc.), componenti modellabili come elementi di forza
(cuscini, tenute, giunti, riduttori, etc.), smorzamento del materiale e altri effetti strutturali non
conservativi modellati come azioni esterne usando il Principio dei Lavori Virtuali. | componenti esterni /

non conservativi sono chiaramente associati alle azioni Lagrangiane non conservative Qy.. In questo

capitolo parleremo delle forzanti esterne pilt comuni e in modo assai semplificato dello smorzamento.
Analizzeremo inoltre gli elementi di forza e soprattutto i cuscini fluidodinamici mentre nel capitolo 9
torneremo a parlare di forzanti esterne soffermandoci sulla modellazione delle forzanti di fluido

(interazione fluido-struttura).

Nel complesso avremo dunque

L=T-V=YN Ty +YVE T, —YNE V,. (7.1.6)

7.2 Elementi concentrati

Per quanto riguarda gli elementi concentrati, modellabili come corpi rigidi concentrati solidalmente collegati alla

terna associata al generico nodo k-esimo, calcoleremo I'energia cinetica Ty, e trascureremo I'energia potenziale

Var = cost. 'energia cinetica T, puo essere calcolata facilmente poiché il moto dell’elemento concentrato € una

pura rotazione attorno a zy:

1 .
Tax = ;]k%% (7.2.1)

dove J; € il momento polare dell’elemento concentrato associato al k-esimo elemento. Si noti come, se avessimo

usato la rotazione assoluta @, per il calcolo di Ty invece delle rotazioni relative ¢, avremmo ottenuto dei

termini in pil nella (7.2.1). Tuttavia tali termini non darebbero contributi a livello di equazioni di Lagrange perché

sparirebbero durante le derivazioni!

7.3 Elementi elastici

Per calcolare I'energia cinetica T, e I'energia potenziale elastica V, degli elementi elastici faremo uso della piu

semplice teoria torsionale della trave 1D a 1 DOF. In questo caso per la nomenclatura si faccia riferimento alla Fig.

92.
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Figura 92 Elemento FEM 1D con 2 nodi per elemento e 4DOF per nodo

Una volta richiamata la nomenclatura, & il momento di introdurre I'approssimazione FEM per questo specifico

problema:
qE(zf, t) = (pE(zf, t) = Ne(zf)ge(t). (7.3.)

In questo caso N,(zf) € semplicemente un vettore riga 1x2 (coerentemente con la (7.3.1)) e ognuno dei sui 2

elementi é fatto da polinomi interpolanti. La teoria della trave 1D in questione & governata dall’equazione

9%pg a 0pg\ _
Pl 5. +a( Ga—zf) =q(z, 1)

_ 09

(7.3.2)
_ _ 0¢E
y—razf, T—Gy—Gr—aZf

dove p ¢ la densita del materiale, J € il momento polare geometrico della sezione, G il modulo di rigidezza a taglio,

r & la distanza del generico punto della sezione della trave dall’asse di rotazione e q(zf, t) & I'eventuale carico

distribuito sulla trave.

Troviamo ora |'energia potenziale elastica del generico elemento 1, :

2
1 1 1l 29 —
Ve = EfVe Zi,j gijo-ij av = EfVe Ty av = Efll fA(Zf) GT'Z (a_zf) dA de = (733)

le 1 Zfe

= f f Gr2qiN} Nyq, dAdz; = = qF [ f ]GNe’TNe’dzf] e
L Ja@p) T - 2= -
i f

Zie

1
= EggKege

dove J & il momento polare geometrico della sezione. Il calcolo dell’energia potenziale elastica del generico

elemento T,
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T, =5, pllvel*av (7.3.)

€ questa volta pil semplice di quanto accadeva per le vibrazioni flessionali perché il generico punto della sezione

della trave ha un moto di pura rotazione attorno all’asse della trave stessa, ovvero: ||gp|| = |rﬂ
T,=f, pr? ("""’f)2 dv, = (7.3.5)
e =3y, P at e =

1 rle . . 1. e . 1. .
= Efll J.A przggNeTNege dA de = Egg [fzzli pJ NeTNe de] ge = EggMege-

Si noti come, se avessimo usato la rotazione assoluta @ per il calcolo di V, e T, invece delle rotazioni relative ¢,
avremmo ottenuto dei termini in piu nelle (7.1.7) e (7.1.9). Tuttavia tali termini non darebbero contributi a livello

di equazioni di Lagrange perché sparirebbero durante le derivazioni!

7.4 Assemblaggio delle equazioni

L’assemblaggio della equazioni di moto anche in questo caso & abbastanza facile una volta determinati i vari

contributi. Ricordando che
L=T-V =% Ty + X T, — X¢E Ve, (7.4.1)

alla luce dei risultati per paragrafo 7.3, possiamo scrivere per gli elementi concentrati e per gli elementi distribuiti:

1, .,
Tar = ;Ql)k]k(Pk (7.4.2)

[EEN

Ve = EﬂgKeﬂe

1. .
T, = EggMege-

Introducendo le (7.4.2) nella (7.4.1) e usando le matrici di connessione @, = J,q e q. = H,q, si ottiene

1 1
Vetor = %621 Ve gE1 95 Keqe = EQT(ngnL HiK.H.)q = ;gTKetotg (7.4.3)
NE 1 NE
Tetor = Z T, = Z qe eqe = qT < HZMeHe) q=
e= 12-= 2= e=1 -
1. .
= EQTMetotg

NN NN 1 ‘
Tator = Zk_lek = Zk_lzq)k]k(Pk =
1, . )
= EQTMdtotgr Mgeor = [ Jk ]

Sostituendo infine le (7.4.3) nelle equazioni di Lagrange (7.1.5) si arriva alla seguente equazione:
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(Mgtor + Metot)g + Ketotg = QNC = Qb + Qsm + Qext (7.4.4)

dove, dentro le azioni lagrangiane non conservative Qy., abbiamo considerato le generiche forzanti esterne Qe y;

agenti sulla macchina (carichi palari / forzanti di fluido, azioni dovute a motori/generatori, azione della gravita o

di altri campi di forza esterni, etc.), lo smorzamento del materiale Q,,, (modellato come azione esterna usando il
Principio dei Lavori Virtuali) e le azioni Q5 dei componenti modellabili come elementi di forza (cuscini, tenute,

giunti, riduttori, etc.). Solitamente le matrici M., Meror SONO simmetriche definite positive mentre la matrice

K.tor € Simmetrica semidefinita positiva.

In questo capitolo parleremo delle forzanti esterne piu comuni e, in modo assai semplificato, dello smorzamento.
Parleremo inoltre degli elementi di forza e soprattutto dei cuscini fluidodinamici e nel capitolo 9 torneremo a

parlare di forzanti esterne soffermandoci sulla modellazione delle forzanti di fluido (interazione fluido-struttura).

Supponiamo per ora di adottare per gli elementi di forza (e soprattutto per cuscini e tenute) agenti sul generico

nodo k-esimo una classica formulazione linearizzata tipo molla tridimensionale:

Qvk = —kek (@i — ok (@) Py = —cer (D) Py (7.4.5)

in cui ovviamente k., (£2) = 0 (altrimenti il cuscino sarebbe bloccato!) e i coefficienti di smorzamento
ccr (2) possono dipendere dalla speed 2 e da altri parametri del sistema. Il vettore complessivo delle azioni

lagrangiane associate agli elementi di forza Q, potra essere determinato semplicemente impilando le (7.4.5):

Q= Qpo — Cc()4, cc(n)=[c;k({z)], gbo=<0b0k<ﬂ>). (7.4.6)

Inserendo la (7.4.6) nella (7.4.4) si arriva alle equazioni:
(Matot + Metor)§ + Cc(2)q + Kerord = Qsm + Qoo (12) + Qext (7.4.7)
M + Ce(@)q + Kerorq = Qom + Qo (@) + Qe
dove la matrice M rimane simmetrica definita positiva.

Supponendo infine di adottare un semplice modello di smorzamento del materiale lineare (vedremo nel prossimo

paragrafo come fare a determinare la matrice di smorzamento C,, con il Principio dei Lavori Virtuali)
Qsm = —Csmq (7.4.8)
si ottiene I'equazione generale della rotordinamica torsionale (a 1DOF) per un rotore elastico 1D:
Mg + (Cc(D) + Con)q + Ketorq = Qbo(2) + Qext (7.4.9)
MG+ Cq+Kq = Qpo(12) + Qext-

Si noti infine come il termine Q,,(£2) legato alle perdite di cuscino & costante. Dal momento che I'effetto di una

forzante costante su un sistema lineare & solamente quello di traslare la risposta del sistema di una costante (si

vedano i capitoli precedenti), & possibile non considerarlo nei calcoli (basta considerarlo alla fine!).
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7.5 Trattazione semplificata dello smorzamento di materiale

Mostriamo ora come calcolare le azioni lagrangiane associate allo smorzamento del materiale nell’ipotesi

estremamente semplificata di smorzamento lineare (modello di smorzamento linearizzato):
Qsm = _Csmg'- (7.5.1)

Il calcolo di Qs € una interessante e istruttiva applicazione del Principio del Lavori Virtuali (PLV) al modello di

trave in uso. Il PLV afferma che il lavoro virtuale scritto nello spazio della variabili lagrangiane & uguale, per
gualungue spostamento virtuale compatibile con i vincoli del sistema, al lavoro virtuale scritto nello “spazio fisico”.

Considerando I’ e-esimo elemento del nostro modello FEM, si ha:

645 Qsn = —8Lgm - (7.5.2)

dove 8L, € il lavoro virtuale nello spazio fisico effettuato dal sistema. Ipotizzando che il materiale abbia una

semplice caratteristica lineare visco-elastica del tipo
T=Te + Tom = GY + Gene¥, (7.5.3)

& possibile calcolare —3§L%,, per la sola componente di smorzamento della (7.5.3) (ho gia considerato la

componente elastica nel paragrafo 7.3!):
—SLgm = - fVe Zi,j Sgijo-ijsm av = — fVe (S‘VTsde (754)

Ricordando che valgono le seguenti relazioni costitutive

Y=TZ—(ZE: T=GV=Gr%E, (7.5.5)
si ha
oy = réz—(zf = rNe’é‘ge, Tem = GemV = Gsmr% = SmrNe’g'e (7.5.6)
Sostituendo nella (7.5.4) si ha infine:
—6Lgm = — [° ], [Gsmﬂaggzvgzvgge] dA dz; = (7.5.7)

Zfe
_SLgm,u = _SQZI Gsm]Ne,TNe,dege =
Zie

= _625 Csem,ge

in cui ] € come sempre il momento polare geometrico della sezione. Dal momento che il PLV e vero qualunque

siano gli spostamenti virtuali compatibili con i vincoli ¢, si ha che

Qén = —Cénde. (7.5.8)
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Infine, per trovare il vettore complessivo delle azioni lagrangiane associate allo smorzamento Qg,,, usiamo

nuovamente le matrici di connessione:

Qsm = Yo He Qsem = -2 H] CsemHeQ = _Csmg- (7.5.9)

7.6 Cuscini oleodinamici

Come gia detto nel caso delle vibrazioni flessionali, per una data configurazione (atto di moto) di albero (corpo 1)
e sede / pattino (corpo 2), la forze e i momenti agenti sui corpi in questione a seguito nella presenza del cuscino

dipenderanno dagli atti di moto stessi:
Fo1 = Fo1(Gy, Gy, §1, 91, G2, G, P2, $2),  Fiz = Fio(Gy, G, 1, P1, Go, Go, $2, P2) (7.6.1)
M, = ﬂ1(ﬁ'gff1:f1'§2'gz'f2:éz)' M, = Ez(gltghfpfpnggz'fz'fz)-

Se ora identifichiamo il corpo 1 con I'albero e con 2 la sede e supponiamo che il cuscino sia collocato in prossimita

del nodo k-esimo, si ha quindi G; = Gy 991 = @c. Considerando quindi solo le componenti torsionali di F,;, My,
(vedila (7.6.1)) e la dipendenza dalle sole variabili torsionali contenute nelle coordinate spaziali G (ovvero la
Tk Pk

rotazione assoluta della sezione @, = ¢, + (1t), si ottengono le azioni lagrangiane agenti sull’albero:

Qvic = Mz = Qpic (P, D). (7.6.2)

Solitamente, per la maggioranza della applicazioni pratiche, la dipendenza dalle altre componenti dell’atto di moto

puo essere ignorata in prima approssimazione.

Se invece identifichiamo con 2 I’h-esimo pattino (con h = 2 ... NP + 1), dovremo chiaramente tener conto delle

forze e dei momenti agenti sull’albero prodotti da tutti i pattini:

Qvhk = My21 = Qpni (P, D), Qore = M1 = Qui (D, Pr) = TNEF Qupie (Pr, 1), (7.6.3)

La modellazione a parametri concentrati dei cuscini a fluido mediante i coefficienti di rigidezza e smorzamento
equivalenti k¢, e ccy richiede, anche nel caso delle vibrazioni torsionali, la linearizzazione delle azioni lagrangiane

non conservative associate ai cuscini:

Qvic = Mz = Qpic(Py, Py). (7.6.4)

Linearizzando la (7.6.4) nell'intorno di un punto di lavoro dell'albero ®,,, @, si ottiene:

i . 0Qpi(Pro, Pro) Qi (Pro,Pro) [ .
Qb = Qpi (Pro,Pro) + %}jko(‘pk — Dpp) + %’fko(@c - 2}(0)- (7.6.5)

Data la grande complessita della funzione Qpy (Py, Py, 2) le varie derivate (e quindi la linearizzazione) dovra essere
effettuata numericamente a partire da un’opportuna campagna di simulazioni al variare dell’atto di moto
dell’albero &,, @, oppure mediante un accurata campagna sperimentale al banco prova (sempre al variare

dell’atto di moto dell’albero e della speed della macchina).
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Per semplicita si sceglie solitamente come configurazione di riferimento la posizione nominale dell’albero all
rotazione {2, ovvero @,¢ = 0, @,c = £2. Si suppone inoltre che il cuscino non eserciti né forze né momenti

sull’albero in configurazione nominale e cioé: Qi (Qro, Pro, 2) = 0.

Se definiscono dunque i coefficienti di smorzamento del cuscino come (coefficienti scalari in quanto la dinamica

torsionale della trave & a 1DOF):

k() = - 2o, () = - Mo (7.66)
da cui
QbR = Qo () — ke (@i — ceie (D) (Dx — 2) = Qpor (1) — i ()P (7.6.7)

in cui ovviamente k. (2) = 0 (altrimenti il cuscino sarebbe bloccato!) e il coefficiente di smorzamento

ccir () puo dipendere dalla speed 2 e da altri parametri del sistema.

In Fig. 93 si riportano a titolo di esempio I’'andamenti tipico, in funzione della speed della macchina (2, delle perdite
del cuscino. Per essere piu precisi, nei data sheet dei cuscini fluidodinamici vengono spesso riportare le potenze

dissipate (Fig. 93), dipendenti ovviamente da Qp,ox (2) e da ccx (2):  Pyr = P QLF = (¢p + Q) QL.

Table 16-1: Power Loss and Oil Flow vs. Shaft Speed, Load on One Shoe, B/A = 04

et

Figura 93 Parametro di smorzamento del cuscino in funzione della speed della macchina

E’ evidente la forte dipendenza dei coefficienti di smorzamento dalla speed della macchina {2, aspetto
potenzialmente piuttosto negativi sia per la stabilita del sistema che per i livelli di vibrazione della macchina (si

veda quanto detto per i diagrammi di Campbell e di Bode).
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7.7 Vibrazioni libere: diagrammi di Campbell, classificazione
modale e mappa modale

In questo paragrafo non considereremo il termine costante Qp,({2) legato alle perdite di cuscino. Dal momento

che I'effetto di una forzante costante su un sistema lineare € solamente quello di traslare la risposta del sistema
di una costante (si vedano i capitoli precedenti), &€ possibile non considerarlo nei calcoli (basta considerarlo alla

finel). Analizziamo dunque la soluzione dell’equazione:
Mg+ (Cc() + Con)q + Ketorq = Quo(12) + Qexe = 0 (7.7.1)
Come detto nel paragrafo 1.2, I'analisi ci dice che la soluzione libera (associata al moto libero) ha la forma:
Q) = P cjqj e’ (7.7.2)

dove

Siien = ~Cini T jo |1 =0 = o £ jop, ¢ = (90“() v Qv =q, 1=1..N, (7.7.3)

sono gli autovalori (associati alle pulsazioni proprie wp;) e gli autovettori del problema (associati alle deformate

modali).

| modi di vibrare del sistema sono definiti invece come

q:(t) = (‘Pi/?(ﬂ) = Re (giesit) = Re ((‘Pm) e“t) , ou(t) = Re(pye®) (7.7.4)

Si noti che il sistema ha 2N autovalori (N coppie complesse coniugate), 2N autovettori (N coppie complesse
coniugate) e 2N modi di vibrare (N coppie uguali). Di conseguenza le pulsazioni naturali / proprie e gli

smorzamenti modali distinti saranno solamente N.

Si noti come, nel caso delle vibrazioni torsionali, I'albero ¢ libero di ruotare globalmente attorno all’asse zg. Esiste
quindi un modo rigido per il nostro sistema FEM a pulsazione wp; = 0 (chiaramente & il primo in ordine di
frequenza). Tale modo corrisponde al moto rigido complessivo dell’albero indeformato attorno all’asse z; ed &
caratterizzato dall’autovettore (a parte la normalizzazione dello stesso) : q; = [1 ... 1]7. Si osservi a riguardo
che i cuscini agiscono sull’albero tramite un’azione smorzante, non tramite un’azione elastica. Di conseguenze essi

non bloccano il moto complessivo di rotazione rigida dell’albero attorno al suo asse di rotazione.

Naturalmente, sempre per effetto dei cuscini a fluido, sia gli autovalori che gli autovettori del problema dipendono

dal parametro Q) (la velocita di rotazione / speed della macchina):

Si(-Q)' wni(-Q)v (UPL'(-Q)' Zi(-Q), gi(-Q) con Q€ [0 'Qmax]- (7-7-5)
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E’ dunque molto importante capire a livello qualitativo questa dipendenza sia per il autovalori (tramite il
diagramma di Campbell) che per gli autovettori (tramite lo studio del moto (whirl libero) e la classificazione

modale). Il tutto sara infine riassunto dalla mappa modale.

Partendo dallo studio degli autovalori, anche per le vibrazioni torsionali, si usa descrivere la dipendenza delle
pulsazioni proprie o naturali w,;(Q), wp;() e degli smorzamenti modali {;(Q2) da Q in due diversi diagrammi
Campbell (si veda la Fig. 94). In questo caso il sistema ha solamente N pulsazioni naturali / proprie e smorzamenti
modali e quindi i diagrammi di Campbell sono formati da N rami. A prescindere dal fatto che l'ipotesi di
disaccoppiamento delle dinamiche flessionali, torsionali e assiali sia verificata o meno, gli autovalori relativi ai DOF
torsionali (corrispondente a un dinamica 1D localmente a 1DOF) non tendono a raggrupparsi in grappoli ma sono

indipendenti tra loro (o0, meglio, formano “grappoli di un solo elemento”).

wpi () L 3i ()

v
v

Figura 94 Diagramma di Campbell per il rotore elastico

Guardando alla Fig. 94 si nota come le pulsazioni naturali / proprie hanno un andamento quasi orizzontale
tendendo a un valore asintotico per (1 crescente cosi come gli smorzamenti (dipende dall’andamento di c¢ (£2)).

Analogamente la tendenza ad andare velocemente ad asintoto dipende anch’essa dal comportamento di ¢, (£2).

Si noti infine come, solitamente, i modi torsionali sono caratterizzati da pulsazioni proprie piu basse di quelli

flessionali e assiali.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl libero” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G, ma solamente la rotazione della

sezione a esso solidale ¢; (t) attorno all’asse z¢ (si veda la Fig. 95):

Pik(t) = Re(@ye®it). (7.7.6)

Tale rotazione oscilla semplicemente alla pulsazione wp; (1) (uguale per tuttii nodi!) con modulo e fase (contenuti
in @;;) dipendenti dal nodo in questione. Tale oscillazione sara come quella disegnata in Fig. 95 nel caso in cui gli
smorzamenti modali siano nulli {; (wp; = wy;). Nel caso in cui gli smorzamenti siano positivi {; > 0 I'oscillazione

dei vari nodi tendera a zero.

In linea teorica ogni rotazione ¢;; (t) della sezione associata al nodo Gj pud oscillare con qualunque ampiezza e

qualunque fase (contenuti in @;;!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni torsionali
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i modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 95. Questo e dovuto al
fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

4 ( lk) | MOPOOR! | q; = (‘Pik) | MODO 1PI

Pik-1 Pik+1

O wp; ()

Zfk-1, Zfk

v

X
=
S0 Al

Fk+1 Zf

1
1
1
1
1
:
-
1Zfk+1
1
1
1
|
]
1

«-------4--------

[ 1en@uiancher) |

MODO 3PI

Pik+2  Pik+3

A wp;(Q)

Rk /

Zfk4z Zfh+s
1 1

X
=
e___%
st

Figura 95 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)

Come si puo notare dalla Fig. 95, il modo di vibrare € detto OPI quando non ha né punti nodali PN né ovviamente
punti di inversione PI (le rotazioni ¢, (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti nodali PN, il
modo puo avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere modi 1PI, 2PI, 3Pl a seconda di quante

inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non e detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il modo necessariamente si invertira in essi e che,
di conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti
nodali PN in cui il modo non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono

quindi un sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Continuando quindi lo studio degli autovettori, & importante introdurre nuovamente la classificazione modale,
ovvero un elenco qualitativo dei principali modi che il sistema puo presentare. Come & possibile notare nella
tabella riassuntiva riportata in Fig. 96, potremo avere modi di tipo primo elastico IE (senza punti nodali), secondo
elastico IIE (con un punto nodale), terzo elastico IlIE (con due punti nodali) e cosi via al crescere del numero dei

punti nodali e quindi dei lodi della deformata.
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Ogni modo di vibrare IE, IIE, IIIE, IVE, etc. (a seconda dei punti nodali) pud naturalmente assumere le varie

caratteristiche introdotte poco fa, ovvero OPI, 1PI, 2PI 3Pl e cosi via (a seconda dei punti di inversione).

= (o
& < lk) I MODO IE | qi = (‘Pik) I MODO IIE

A
Pik-1 Vi Pik+1
: : I
i | |
| i i | '
or| ! Lo en®
! L] ! >
i Zfk-1! kai ika+1 ! 'zf
- | | b
! 1 1
1
| 1PN (QUIANCHE PI)
a= («3;}() . (@4)
i 9=
A
Pik-2

O¢ wpi(Q)

Zf

N
)
=

e
b

2 PN (QUI ANCHE PI)

3 PN (QUI ANCHE PI)

Figura 96 Classificazione modale per rotori elastici (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)

La rappresentazione dei modi riportata in Fig. 96 (cosi come per la Fig. 95) e valida a rigore nel caso in cui lo
smorzamento modale sia nullo {; =0 (wp; = wy,; ). Nel caso in cui gli smorzamenti siano positivi {; > 0
I’oscillazione dei vari nodi tendera a zero. A livello di stabilita passiamo di fatto da un modo semplicemente stabile
(associato a un polo semplicemente stabile) a un modo asintoticamente stabile (associato a un polo

asintoticamente stabile).

Usualmente, al crescere della pulsazione, il numero dei punti nodali aumenta. Si passa quindi da modi IE, a modi
IIE, a modi llIE, a modi IVE e cosi via. Per quanto riguarda invece la caratteristica del modo, usualmente, al crescere

della pulsazione si hanno caratteristiche OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione).

Coerentemente con quanto detto prima, il primo modo di vibrare torsionale della macchina (modo rigido di

rotazione attorno all’asse z; avente pulsazione wp; = 0 e deformata modale q; = [1 ... 1]7) & chiaramente

un caso particolare del modo IE.

Tutto quanto é stato detto viene solitamente riassunto sulla mappa modale (vedi Fig. 97), ovvero un versione
arricchita del diagramma di Campbell della pulsazioni proprie wp;(£2). Su ognuno dei rami del diagramma sono
rappresentate, per ogni valore di £, le forme modali che si manifestano sulla macchina considerata (IE, IIE, IlIE e
cosi via all’aumentare dei punti nodali) insieme alla caratteristica di ciascun modo (0PI, 1PI, 2PI, 3Pl e cosi via

alllaumentare dei punti di inversione). Come gia sottolineato, solitamente, al crescere della pulsazione wp; (L), il
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numero dei punti nodali aumenta. Si passa quindi da modi IE, a modi IIE, a modi llIE, a modi IVE e cosi via. Per
quanto riguarda invece la caratteristica del modo, usualmente, al crescere della pulsazione wp;(£2) si hanno

caratteristiche OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione) .

Si noti inoltre che su ogni ramo, al variare di (), possono esserci dei punti di transizione in cui la caratteristica del
modo di vibrare cambia (come ad esempio nel secondo ramo dell’esempio riportato in Fig. 97). La transizione puo

riguardare anche la natura del modo stesso (come ad esempio nel quarto ramo dell’esempio riportato in Fig. 97).

[ [
(Q
w;( ) CXb | M IIIE — 1PI

C)(b IIE — 1PI

I
CXb IIE — 0PI CXb IIE — 1PI
(B IE — 0PI

IIE — 1PI

Figura 97 Mappa modale per rotori elastici

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE MODALI:

1) FORMA:IE
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIE
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA:IIIE
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVE

CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI
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7.8 Vibrazioni forzate: classificazione delle forzanti, diagrammi

di Campbell e diagrammi di Bode

CLASSIFICAZIONE DELLE FORZANTI

In questo paragrafo non considereremo il termine costante Qp,({2) legato alle perdite di cuscino. Dal momento

che I'effetto di una forzante costante su un sistema lineare € solamente quello di traslare la risposta del sistema

di una costante (si vedano i capitoli precedenti), &€ possibile non considerarlo nei calcoli (basta considerarlo alla

finel). Come nel caso delle vibrazioni flessionali, le principali forzanti che possono agire su una macchina rotante

1D (avente una dimensione prevalente, coincidente con I'asse di rotazione principale) sono le seguenti:

1)

2)

3)

FORZANTE ARMONICA

Q(t) = Re [QO(Q) efwfm)f]. Q) = (Qi;.(.t)>, Q(Q) = (Qon) (7.8.1)

dove h = 1...NN indica il generico nodo e Q5 (t) la generica coppia su di esso agente. Se wf(Q) = Qsi
parla di forzanti armoniche sincrone (prodotte ad esempio dagli sbilanciamenti presenti sul rotore), se
a)f(ﬂ) = nf) con n intero positivo o della forma 1/m si parla di forzanti armoniche super/sub-sincrone
(come ad esempio quelle derivanti dall’interazione palare (le forzanti di fluido), quelle derivanti da
componenti come cuscini, giunti, riduttori, etc.), se a)f(Q) = wy = cost si parla di forzanti armoniche
asincrone (a esempio vibrazione a pulsazione costante provenienti dal basamento). Infine, quando ho una
dipendenza qualunque w¢ (), si parla di forzanti armoniche generiche (derivanti per esempio da motori

elettrici, generatori o altre macchine interagenti con quella considerata).

FORZANTE PERIODICA

QM) = Re[Z,"c":ng(Q)ejk“’O(“)t], wo = Z?E (7.8.2)
In questo caso la forzante periodi di periodo T & caratterizzata dalla sovrapposizione di un numero infinito
numerabile di forzanti armoniche elementari a pulsazione kw, () (si veda la serie di Fourier). Si noti che
la pulsazione principale wy(2) puo dipendere dalla speed della macchina Q in uno qualunque dei modi
descritti nel punto 1). Le forzanti periodiche sono anch’esse prodotte dall’interazione palare (le forzanti

di fluido) e da componenti vari come cuscini, giunti, riduttori, etc.

FORZANTE GENERICA
Q) = [170(w M/ dw,  Qw,2) = [T Q(t, Qe I@t dt (7.8.3)

Nel caso di forzante generica, la forzante e la sovrapposizione di un numero infinito non numerabile di
forzanti armoniche elementari di pulsazione w. In generale non & da escludere che anche lo spettro della
forzante possa dipendere dalla speed della macchina Q: Q((u,ﬂ). Anche in questo caso le forzanti
generiche possono essere prodotte dall’interazione palare (le forzanti di fluido) e da componenti vari
come cuscini, giunti, riduttori, etc. Si riporta in Fig. 98 un esempio di spettro di forzante generica, in questo

caso una forzante simil-armonica. Si ricorda che nella realta segnali armonici e periodici perfetti non
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esistono perché avrebbero un’energia infinita. Quando si misura una vibrazione armonica in realta si

misura un segnale simil-armonico avente uno spettro come quello riportato in Fig. 98.

T |On(w, Q)| A 95, (0,Q)

6(Q)
w
0 0 ws(Q)
Figura 98 Esempio di spettro di forzante generica
DIAGRAMMI DI CAMPBELL E DIAGRAMMI DI BODE
1) FORZANTE ARMONICA SINCRONA:

MG + (Cc(2) + Com)d + Kerord = Q(8) = Re [Qo(2) /%], (7.8.4)

o) = (Qé‘ft)> Qo) = (Q'i{h)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

qr() = (‘Pf;.(.t)> = Re [Qo ejm], (7.8.5)

9o = <(p°h> = a(Q, Q)QO(Q) = [_QZM +j2(Cc(2) + Copn) + Ketot]_lgo(ﬂ):

dove in questi casi € utile distinguere nella ricettanza a (€, Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e dalla velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

_ 2N (ng ﬂlI:Ik) V2N ﬂll:lkgo
9o = (D) Qo (V) = Xije=1 === Qo () = Xie=1 { 757 Irr (7.8.6)
Qo
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui <]_n ~ ) e
Sk

grande, ovvero quando {2 ¢ vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO é grande (forzanti ortogonale al corrispondente autovettore).
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Il diagramma di Campbell associato a questo caso € riportato in Fig. 99. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico a)f(Q) = Q) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (). sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.

CURVA DEL
wpi () . o000 CARICO G o000
r e 1
! ! o= \—__
9 i ' {ca i
(UP3(Q) ?“""_'.* : :
sl e , :
SR S ! : ;
% ' : ;
i H |
a i -,
1 Il ; L
0 Q Qs Q 0 Oy &

Figura 99 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la rotazione della h-esima
sezione @, attorno all’asse z; (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 100). Per
determinare il modulo e la fase della rotazione ¢, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce
la forzante. Ma questo pud essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la

sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 99 e la Fig. 100).

dB(l(poh(wf'ﬁ)l) Ppon (@ Q)
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~
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S
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N R e e
0 |9/ I\C_}; I% \_; Oglowf lE:/ |\C:< 19:’ \_; Ogl()(l)f
A 2 2. 3 a A, [ A,
3 3 3 3 3 3 3 3
wr@®=20 wp(Q) =0
PULSAZIONE DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE

Figura 100 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica sincrona
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Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina a)f(ﬁ) = (1 si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione
propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G, ma solamente la rotazione della

sezione a esso solidale ¢, (t) (si veda la Fig. 101):

on(t) = Re(pone®). (7.8.7)

Tale rotazione oscilla semplicemente alla pulsazione a)f((_l) = Q (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in @qy,) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo
presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione ¢y (t) permarra come in
Fig. 101 senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo,

allora le dimensioni dell’oscillazione saranno pili grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni rotazione @ (t) della sezione associata al nodo Gj pud oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in @y!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni torsionali
i modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 101. Questo e dovuto
al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

= <<Pn)
DEFORMATA FORZATA OPI qr = #n DEFORMATA FORZATA 1P|
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i Zfh-1! thi i E 75
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i
i
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2 PN (QUI ANCHE PI) 3PN (QUI ANCHE PI)

Figura 101 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)
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Come si pud notare dalla Fig. 101, la deformata forzata e di tipo OPl quando non ha né punti nodali PN né
ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni ¢, (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti
nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere deformate

forzate 1PI, 2PI, 3Pl a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la rotazione della h-esima sezione ¢, (t) avviene chiaramente alla pulsazione della
forzante wf(ﬁ) = (la stessa per ogni nodo Gy ). Cio & coerente col fatto che la pulsazione associata alla

deformata forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero nf.

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 102 e, nelle caratteristiche (0PI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, llIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 7.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!
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Figura 102 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica sincrona (si vedano anche le figure analoghe dei
capitoli 4 e 10)
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI

2) FORZANTE ARMONICA SUPER /SUB-SINCRONA:

MG+ (Cc() + Com)d + Ketord = Q(6) = Re Qo (@) /9] (7.8.8)

Q) = <Q#Et)>. Q@) = (Q'{{h)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

qr(6) = (Ql’f;.(.t)) = Re [Qo ej"m], (7.8.9)

0 = (é&) = a(n0, 0) Qo () = [~n202M + jn2(Ce(@) + Com) + Koror] Qo (D),

dove in questi casi & utile distinguere nella ricettanza a(n{, ) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e dalla velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

— _ yen (are azi) _ g [ 95k
9o = a(n, Q)Qo () = Xi=y TnO—sy Qo () = Xie=1 nos; ) ARk (7.8.10)
arQo
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui <j_nﬂ—_s> e
ok

grande, ovvero quando n{l & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj, contenutain s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO e grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 103. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wf(ﬂ) = n{) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica super-sincrona sia pit problematico del caso di forzante armonica

sub-sincrona in quanto una retta di carico pil inclinata genera un maggior numero di pulsazioni critiche all’interno
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del range di velocita di lavoro della macchina (ovvero di intersezioni tra la retta di carico e i rami del diagramma).
Il valore di smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato

riportando la pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.
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Figura 103 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la rotazione della h-esima
sezione @ attorno all’asse z; (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 104). Per
determinare il modulo e la fase della rotazione @) devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce
la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la

sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 103 e la Fig. 104).

dB(|¢on(wp, 0)]) Poon (@)
A

dB(1pon (n2, Q)))

o

wr(@) =n wr(Q) = nl

I PULSAZIONE DELLA FORZANTE I | PULSAZIONE DELLA FORZANTE |

Figura 104 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona
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Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina wf(ﬁ) = n{ si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione
propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G;, ma solamente la rotazione della

sezione a esso solidale ¢, (t) (si veda la Fig. 105):

@r(t) = Re(@one™). (7.8.11)

Tale rotazione oscilla semplicemente alla pulsazione (uf(f_l) = nQ (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in @qy,) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo
presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione ¢ (t) permarra come in
Fig. 105 senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo,

allora le dimensioni dell’oscillazione saranno pili grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni rotazione @ (t) della sezione associata al nodo Gj pud oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in @y!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni torsionali
i modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 105. Questo e dovuto
al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).
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Figura 105 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)
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Come si pud notare dalla Fig. 105, la deformata forzata e di tipo OPl quando non ha né punti nodali PN né
ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni ¢, (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti
nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere deformate

forzate 1PI, 2PI, 3Pl a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la rotazione della h-esima sezione ¢, (t) avviene chiaramente alla pulsazione della
forzante a)f(S_)) = nQ (la stessa per ogni nodo Gp!). Cio € coerente col fatto che la pulsazione associata alla

deformata forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero nf.

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 106 e, nelle caratteristiche (0PI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, llIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 7.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!
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Figura 106 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona (si vedano anche le figure
analoghe dei capitoli 4 e 10)
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI

3) FORZANTE ARMONICA ASINCRONA:

MG + (Cc() + Con)q + Kerorqg = Q(t) = Re [QO(Q) ejwft] ' (7.8.12)
Q) = <Q#Et)>. Q@) = (Q'i{h)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

qr(t) = (‘Pr;.(.t)> = Re [ﬂo ej“’ft], (7.8.13)

9o = (quh) = a(wfv -Q)QO(-Q) = [_wsz +jwf(CC(~Q) + Com) + Ketot]_lgo(ﬂ)'

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f,Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

— a((u -Q)Q (.Q) — 2N (ngﬂlI:Ik)Q (.Q) — y2N kago (7 3 14)
go fr22)%o k=1 jor—si Yo k=1 jw_f—sk ng 3.
ath.Qo

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui (1;__5) e
fok

grande, ovvero quando wy € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wp contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO e grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 107. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wf(2) = wy = cost sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica asincrona sia particolarmente favorevole in quanto una retta di carico
orizzontale genera al massimo una pulsazione critica all'interno del range di velocita di lavoro della macchina

(ovvero al massimo una intersezione tra la retta di carico e i rami del diagramma). |l valore di smorzamento modale
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associato alle varie pulsazioni critiche (., puo essere facilmente trovato riportando la pulsazione critica in
questione (). sul diagramma dello smorzamento. A tal riguardo si noti come, in questo fortunato caso, non sono

presenti pulsazioni critiche!
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Figura 107 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica asincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la rotazione della h-esima
sezione @, attorno all’asse z; (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 108). Per
determinare il modulo e la fase della rotazione ¢, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce
la forzante. Ma questo pud essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la

sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 107 e la Fig. 108).
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Figura 108 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica asincrona

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 184



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (. (in questo caso
fortunatamente non presenti!). Qualora infatti la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in
corrispondenza di una critica Q., la pulsazione in cui la forzante agirebbe sulla macchina wf(S_)) = wy Si
troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria wp; (Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci

troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G;, ma solamente la rotazione della

sezione a esso solidale ¢, (t) (si veda la Fig. 109):
@n(t) = Re(pone™r"). (7.8.15)

Tale rotazione oscilla semplicemente alla pulsazione a)f((_l) = wy (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in gy ) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo
presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione ¢y (t) permarra come in
Fig. 109 senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo,

allora le dimensioni dell’oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni rotazione ¢, (t) della sezione associata al nodo Gj pud oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in @gy!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni torsionali
i modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 109. Questo e dovuto
al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

g ( %)
DEFORMATA FORZATA IDF qr = Ph DEFORMATA FORZATA IIDF

Ph+3 -
wr(Q)=wy

Zfn42 2
|

Zfh+5

7
|

|

i
flg+3 z
|

J

2 PN (QUI ANCHE PI) 3 PN (QUI ANCHE PI)

Figura 109 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)
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Come si pud notare dalla Fig. 109, la deformata forzata e di tipo OPl quando non ha né punti nodali PN né
ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni ¢, (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti
nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere deformate

forzate 1PI, 2PI, 3Pl a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la rotazione della h-esima sezione ¢, (t) avviene chiaramente alla pulsazione della
forzante a)f(S_)) = wy (la stessa per ogni nodo G !). Cid e coerente col fatto che la pulsazione associata alla

deformata forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero wy.

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 110 e, nelle caratteristiche (0PI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, llIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 7.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

o= (%)
| DEFORMATA FORZATA IE | qr = Pn ] DEFORMATA FORZATA IIE

| 1PN (QUI ANCHE PI)

DEFORMATA FORZATA IVE

Ph+3 f(ﬁ)=wf

v

Zrn42 Zf Zfp+s
1

&

b

[P R

2PN (QUI ANCHE PI) 3 PN (QUI ANCHE PI)

Figura 110 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica asincrona (si vedano anche le figure analoghe dei
capitoli 4 e 10)
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI

4) FORZANTE ARMONICA GENERICA:

Mg+ (Cc() + Com)q + Ketorq = Q(t) = Re [QO(Q) ef“’f(mf] . (7.8.16)
o) = (Q#Et)>, Qo) = (Q'i{h)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

4 (0 = (‘Pr;.(.t)> = Re [go ef“’f(mf] (7.8.17)

9 = (%n) = a(wp(Q), 2)Qo(Q) = [~w (VM + jr (W) (Cc(@) + Com) + Ketor]  Qo(),

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f(ﬂ),Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.
Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

(ark CILk)

q75Q
o = a(wp (@), 2)Q() = Xi%,1 77575 00(O) = (Mﬁ) Qric (7.8.18)

. . . . . . . .. . qzleo
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui m
F(Q)—sk
e grande, ovvero quando wf({2) & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy contenuta in s
(corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando qkao e grande (forzanti ortogonali al corrispondente

autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 111. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wf(ﬂ) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (1, sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.
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wpi(Q) . 00 ¢ (Q) o000
ﬁ/—'l /F
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Figura 111 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica generica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la rotazione della h-esima
sezione @, attorno all’asse z;, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 112). Per
determinare il modulo e la fase della rotazione ¢, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce
la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la

sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 111 e la Fig. 112).

dB(|¢on(wy, D)) Ppon (@5, 1)
A
— . | ; | E
&) S~ i
S S ' | |
— H '
~ = | ; g
g e S |
S : . S ’ i :
S : | 5 S ! | :
— ' ' ' ! ! i
Q , ! ! | 1 !
= ’ : : E ! :
7N 7N 3N =N N L]
0 |§ IS S IS, logiows 0 |§ IS, S IS, logyowr
— N g = put| ~N ™ <
2, iy A £ Y A, [ A
3 3 3 3 3 3 3 3
wf(ﬁ)
PULSAZIONE DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE |

Figura 112 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (1.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina  (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina (uf((—l) si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
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wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G, ma solamente la rotazione della

sezione a esso solidale ¢y, (t) (si veda la Fig. 109):
@n(t) = Re(@one™r @), (7.8.19)

Tale rotazione oscilla semplicemente alla pulsazione wf(S_)) (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase (contenuti
in @op) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il
termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione ¢ (t) permarra come in Fig. 113
senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni dell’oscillazione saranno piu grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni rotazione ¢ (t) della sezione associata al nodo Gj pud oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in @yy!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni torsionali
i modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 113. Questo e dovuto
al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).
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Figura 113 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)
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Come si pud notare dalla Fig. 113, la deformata forzata e di tipo OPI quando non ha né punti nodali PN né
ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni ¢, (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti
nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere deformate

forzate 1PI, 2PI, 3PI a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la rotazione della h-esima sezione @, (t) avviene chiaramente alla pulsazione della
forzante a)f(S_)) (la stessa per ogni nodo Gj!). Ciod & coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata

forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero a)f(ﬁ).

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 114 e, nelle caratteristiche (OPI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 7.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

o= (w)
DEFORMATA FORZATA IDF qr = Pn DEFORMATA FORZATA IIDF

wf(ﬁ)

R

Figura 114 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica generica (si vedano anche le figure analoghe dei
capitoli 4 e 10)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
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2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl

5) FORZANTE PERIODICA:

27

Mg + (C.() + Csm)g' + Ketotg = Q(t) = Re[Z?:ogk(Q)ej“"’m)’“] Ly =2 (7.8.20)
Q@) = <Qi;.(lt)>, () = (%)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

4® = (‘Ph(t)> = 30 4 (6) = Re(Tiola(kwo, D)y (R)e @@t (7.8.21)
q(t) = (‘Pklf;l(t)> = Re[a(kwg, Q) (Q)e/@oDkt],

ko = <(p;‘;l°> = a(kwo (), Mex () = [—k*wo(Q)*M + jkwo () (Cc(R) + Csm) + Kerorl ()

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(kw (), ) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

H
qk(t) = Re a’(kwo(Q),-Q)C Q eja)o(Q)kt = Re : (ng sz) (O eja)o(ﬂ)kt —
4 Sk (Dk — s,
A= JWo Sm
Re 5121 (M) e Jwo(@kt (7.8.22)
=1\ g (@k—sp) LM ’ o

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

H
A1mCk

m) € grande, ovvero quando wy()k & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy
0 —om

quelliin cui (
contenuta in s, (corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando q,’fkgk é grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 115. Rispetto allo studio nel moto libero

abbiamo aggiunto la curva del carico wy(Q)k sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 191



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

della curva del carico con i rami del diagramma (1, sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.

wp;(Q) . o000 o000 (O PRIPRIPS
A o ~ A
wy5(@) = 30(@)
wp3() y-—-‘——lk
|§ 1 /
s . T 0() = 200(2)
N | !
/"\ (___ _____ 1 N
IS ' s 4
;] o/ Zce :
S . P | 0p (@) = 00(@) !
i ! ! R
0 Q Qe \ Q 0 Qce Q

CURVE DEL CARICO
(GENERICA ARMONICA
DELLA FORZANTE)

Figura 115 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante periodica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la rotazione della h-esima
sezione @po attorno all’asse z;, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 116).
Per determinare il modulo e la fase della rotazione @, (per ogni singola armonica!) devo determinare sul
diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell

intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 115 e |a Fig. 116).
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0 @ (S IS IS, logpws 0 @ (S IS IS, logipwy
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3 3 3 3 3 3 3 3
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ARMONICA DELLA FORZANTE ARMONICA DELLA FORZANTE

Figura 116 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante periodica
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Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina kw, () si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G ma solamente la rotazione della

sezione a esso solidale ¢, (t) (per ogni singola armonica!) (si veda la Fig. 109):

Prn(t) = Re(¢khoejkw°(ﬁ)t)- (7.8.23)

Tale rotazione oscilla semplicemente alla pulsazione kwy(Q) (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in @) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo
presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione ¢, (t) permarra come
in Fig. 117 senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo,

allora le dimensioni dell’oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni rotazione @, (t) della sezione associata al nodo G, puo oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in @y,o!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni torsionali
i modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 117. Questo e dovuto
al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).
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S g = (9
4
Prh-1 Pin Prh+1 1
! Py Pkn-2
f ! ! Prh+1
i i | A - = i ! T !
! ! wpp(Q)=2w0 (2 4 ! ! ! = =
of t P en@=20@) oA P 0p@=20@
" Zpnea) Zfn 1Zfhet | 'zf o | i i i i i
: : . 0 —>
' | : : : P b2 Zrh : ez
: P Fo B
. / ; 1 ! ! 1 I !
! : | | \4 ] !
' ! v
1PN (QUI ANCHE PI)
= (ven) g = (#4)
a =
X A
Prh—2 Pkh-2
Prh Prh+1 Prh+s

Prh+2

7y

Pkn+3

Of wfz(ﬁ)=2ﬂ’o(ﬁ)

S
>

Zfh4z Zfhe+3 z
4 'f

wp (@)=200(Q)

2 PN (QUI ANCHE PI)

3 PN (QUI ANCHE PI)

o000
Figura 117 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)
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Come si puo notare dalla Fig. 117 (per ogni singola armonica!), la deformata forzata e di tipo OPI quando non ha
né punti nodali PN né ovviamente punti di inversione Pl (le rotazioni ¢, (t) tendono a essere tutte in fase). Se
invece esistono dei punti nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza

potremo avere deformate forzate 1PI, 2PI, 3Pl a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la rotazione della h-esima sezione @y (t) avviene chiaramente alla pulsazione della
forzante kw, () (la stessa per ogni nodo Gy !). Cio e coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata

forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero kw,(Q).

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 118 e, nelle caratteristiche (OPI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, llIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 7.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!
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Figura 118 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica periodica (si vedano anche le figure analoghe dei
capitoli 4 e 10)
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI

6) FORZANTE GENERICA:

Mg+ (Cc() + Com)q + Kerorq = Q(¢, Q) (7.8.24)

ot = | 0wt de, Qo0 = I o et ar
Q) = (Qh(.;t.. Q)), Q(w,0) = (Qh(lc;;, Q))

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

qr(t,Q) = (‘Ph(t: Q)) = f_zog(w, V)el®t dw = f_zo a(w,)Q(w, Ve’ dw. (7.8.25)

G(0,0) = (%(.f;;. Q)) = a(w,2)Q(®, Q) = [~w?M + jo(Cc(R) + Com) + Kegor] @ (w, Q)

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(w, ) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

2N
30,0 = a(w,2)Q(w,Q) = Z %ﬂ -

Qlw, Q) =
P4
k=1
_ yon (3@ 7 896
— 4Lk=1 jw—sg ngr ( :O. )
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da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

a15.0(w.0)

quelli in cui ( )é grande, ovvero quando w e vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wy

contenuta in s, (corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando qfké(w, Q) é grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).

Consideriamo a titolo di pure esempio una forzante generica come quella in Fig. 119 (un tipico segnale passabanda
con frequenza portante wy(£2), ovvero come nella realta appare un segnale puramente armonico). In questo caso
6 () e A(Q2) sono le soglie di sensibilita del segnale, utili per determinare in quale range dello spettro il contributo
in frequenza del segnale sia realmente apprezzabile. Per semplicita supporremo che, come spesso accade in

questo caso, §(2), A(Q2) e la frequenza portante del segnale w(() siano le stesse per ogni componente della

forzante Q(w, Q).

A 0n(w, )| A 95, (0,Q)

6(Q)

wf(ﬂ)

Figura 119 Forzante generica del sistema

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 120. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la banda del carico (wf(2),A(Q)) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della banda del carico con i rami del diagramma IQ,. rappresentano le bande critiche. Il valore di
smorzamento modale (banda di smorzamento) associato alle bande critiche 1{, pu0 essere facilmente trovato

riportando la banda critica in questione (). sul diagramma dello smorzamento.

wpi () LA ()

A ! N
AQ)

BANDA DELLA
FORZANTE

BANDA DEL 1(61"" BANDA DELLO
CARICO SMORZAMENTO

-

4

\ 4

GENERICA = Q 0 Q
arvonica |0 19cq 0 IQ¢q

DELLA FORZANTE ~J on
CRITICA

Figura 120 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante generica
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Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la rotazione della h-esima
sezione @y (w, Q) attorno all’asse z, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig.
121). Per determinare le bande del modulo e della fase della rotazione @, (w, 1) devo determinare sul diagramma
di Bode la banda in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando
la banda del carico con la sezione verticale passante per 0 (si vedano sempre la Fig. 120 e la Fig. 121). ). Lo stesso

ragionamento puo essere effettuato per la generica componente armonica a pulsazione w € Ia)f(ﬁ)

appartenente alla banda I w,(Q) in cui agisce la forzante (Fig. 120 e Fig. 121).

dB(|@p(w, D)) ¥, (@, Q)
A /
~ i i i 5 | E i ! E
SN I R SN
e i : : (S R ’ E |
<z . : i = b ' :
3 SN f ' : 3 R . !
= | P h = Vol | '
= : . : i = P : !
S : P ! | S [ : i
= |- L o : : S P : :
) Lo ! 1 AR : :
"5 Ponop : : P ! |
Lo it : : - Pl : : -
= S S l' = S = S l,
0 |\C}/ < |€m 2 0g10Wr 0 |S |9{<z |\C% = 0g10Wf
a 3°- Q, [ Ny a, a, &
3 3 3 3 3 3 3
Twy () w € lwg(Q) o) w € Iwp(Q)
BANDA DELLA PULSAZIONE DELLA GENERICA BANDA DELLA PULSAZIONE DELLA GENERICA
FORZANTE ARMONICA DELLA FORZANTE FORZANTE ARMONICA DELLA FORZANTE

Figura 121 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di banda critica I{.. Qualora infatti la
pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una banda critica I€),, la banda
in cui la forzante agirebbe sulla macchina Ia)f((_l) includerebbe proprio una pulsazione propria wp;(Q) e quindi

una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G, ma solamente la rotazione della

sezione a esso solidale @y, (t, 1) (per ogni singola armonica w € wa(S_))!) (si veda la Fig. 122):

4u(t,Q) = (<phw'("t, ﬂ)) = Re (g(w, Q)efwf) = Re ((@n(;;, ﬂ)) efwt>, Pno(t, Q) = Re(F(w, Q)e/®?).

(7.8.27)
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Tale rotazione oscilla semplicemente alla pulsazione w (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase (contenuti in
@n(w, Q)) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il
termine esponenziale dovuto allo smorzamento, 'oscillazione della rotazione ¢y, (t, QL permarra come in Fig. 122
senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni dell’oscillazione saranno piu grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni rotazione @y, (t, (1) della sezione associata al nodo G; puo oscillare con qualunque ampiezza
e qualunque fase (contenuti in @, (w, Q)!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni
torsionali i modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 122. Questo
e dovuto al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di
carta. Di conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse”

tra loro (in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

Come si puo notare dalla Fig. 122 (per ogni singola armonica!), la deformata forzata e di tipo OPI quando non ha
né punti nodali PN né ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni ¢y, (t) tendono a essere tutte in fase). Se
invece esistono dei punti nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza

potremo avere deformate forzate 1PI, 2PI, 3Pl a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

qm:(%h)
A g = (P
A
Pwh
Pwh-1 Powht1 ‘F
Py Pwh-2
4 i 1 Pwh-1 Pwh+1
1 1 1
: | P4 b 1
' ‘ | P welo® b P _
O i i i i 1 wiElag ! i I i i Vo w € lwp(Q)
; : ; ; > ol ! ' ' 4
v Zpn-) Zfn Zfhi1 | 2z 'l I ' ' ! ! !
| 1 I | ! - - : 7 >
i L) | BN e g T
! | | ' ! 1 ' 1 H
. H H ' ' ! ' ! !
: v \ Lo
1 ! v
40 =(7on) goiie] [
‘F A
Pon-2 Pwh-2

Pwh-1 Pwh Pwh+1 Pwh+s

Pwh+3

ry wE wa(i_l)

zf

Zfh42 Zfh+3 Zfh+s
i 1

'
|
|
|
1
I
I
1
'
L
|
|
1
|
'
'
|
'
1

Figura 122 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)

Naturalmente non e detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).
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Come detto in precedenza, la rotazione della h-esima sezione @y, (t, 1) avviene chiaramente alla pulsazione della

forzante w € Ia)f(ﬁ) (la stessa per ogni nodo Gy !). Cid & coerente col fatto che la pulsazione associata alla

deformata forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero w € wa(S_)).

qp = | Pwn
= DEFORMATA FORZATA IDF

2 PN (QUI ANCHE PI)

o = <¢wh> DEFORMATA FORZATA IIDF

wE lwf(ﬁ)

S

Pown+1

Pwn

Pwh+2

zf

R LRt

Pwh+3

w € lo;@

3 PN (QUI ANCHE PI)

>

4

Figura 123 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica periodica (si vedano anche le figure analoghe dei

capitoli 4 e 10)

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 123 e, nelle caratteristiche (OPI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella

forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 7.7. Tuttavia le

deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1)

2)

3)

4)

FORMA: IDF

CARATTERISTICA: OPI

FORMA: IIDF

CARETTERISTICA: OPI, 1PI
FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
FORMA: IVDF

CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl
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8. VIBRAZIONI ASSIALI: ROTORI ELASTICI 1D

14.63 Max
13.015
114
9.7855
8.1706
6.5556
4.9307
3.3257
1.7108
0.095835

Tipico schema di rotore elastico 1D per analisi assiale

Sotto le ipotesi di lavoro fatte nel capitolo 4 e coerentemente con la notazione introdotta in tale capitolo,
cominciamo ora lo studio delle vibrazioni assiali dei rotori elastici 1D (ovvero rotori aventi una dimensione
prevalente e I'asse di rotazione principale coincidente con essa). Faremo di conseguenza uso della teoria assiale
della trave 1D, teoria caratterizza localmente da un solo DOF (ovvero la traslazione delle sezioni della trave lungo
I'asse z¢) (vedi Fig. 124).

GENERICO PUNTO
DELLA TRAVE

G CONFIGURAZIONE
-~ DEFORMATA

o Lo ‘

Oy zf Gy Zfo CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA
TEORIA GENERALE | TeORIA FLESSIONALE DELLA TRAVE 10 A 4DOF |
DELLA TRAVE 1D A
6DOF U TRAS.X @ ROT.X
vV TRAS.Y Y RoT.Y
U\ TRAS.X 0\ rot.x | TEORIA TORSIONALE DELLA TRAVE 10 A 100F |
- = T.Y
G (v) wras.y ¢=(¥ | ro ¢ RoTZ
w/ TRAS.Z @/ Rrot.z

’ TEORIA ASSIALE DELLA TRAVE 1D A 1DOF ]
W TRAS.Z

Figura 124 Teoria 1D della trave nello spazio

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 200



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

8.1 Equazioni di moto (approccio Lagrangiano)

In accordo con la nomenclatura e le ipotesi del capitolo 4 svilupperemo un modello FEM di macchina rotante 1D
(a 1 DOF per nodo e a 2 nodi per elemento) per studiare la dinamica assiale a 1DOF del rotore. Supponiamo intanto
che la mesh sia nota (posizione dei nodi, caratteristiche degli elementi e funzioni di forma note). Non entreremo

in seguito in questi argomenti che supporremo noti. Riassumiamo per praticita le principali ipotesi di lavoro:

- trave snella (presenza di una dimensione prevalente, tipica della strutture 1D, e coincidente in questo
caso con I'asse di rotazione principale) ad asse rettilineo.

- trave a sezione piana: la generica sezione della trave associata al nodo Gy rimane sempre contenuta nel
piano xy della terna solidale al nodo stesso e non si deforma; la sezione della trave puo quindi rototraslare

nello spazio con 6DOF disponibili G, ¢y (la generica trave a sezione piana nello spazio & quindi a 6DOF).

- elasticita lineare (caratteristiche elastiche dei materiali lineari).

- linearizziamo poi il problema nellintorno della configurazione nominale. In altre parole, studiamo il
problema ai “piccoli spostamenti” nell’intorno della configurazione in questione. Da un punto di vista
fisico, consideriamo tutte variabili del problema piccole (eccetto ovviamente la speed della macchina )
e consideriamo piccole anche le loro derivate. Applicare questa ipotesi a una quantita fisica equivale a
considerare solamente i termini di ordine O (le costanti) e i termini di ordine 1 (la variabili stesse),
ignorando qualunque altro termine di ordine superiore.

- consideriamo solamente il grado di liberta assiale (visto che il nostro scopo & studiare la dinamica assiale).
In altre parole nelle equazioni spaziali, delle 6 equazioni normalmente presenti, considereremo solo la

terza (rotazione attorno a z).

Le ipotesi sopraelencate, tra le altre cose, garantiscono nel caso di rotore elastico anche il disaccoppiamento
fondamentale tra dinamica flessionale (a 4DOF), dinamica torsionale (a 1DOF) e dinamica assiale (1DOF). Quando

tali ipotesi non saranno verificate, allora sara necessario 'impiego una teoria della trave 1D a 6DOF.

L’unica variabile nodale associata al k-esimo nodo sara in questo caso la traslazione della sezione wy, lungo I'asse

di rotazione della macchina z¢ (si veda la Fig. 125).

COMPONENTE COMPONENTE Wk(t)
DISTRIBUITO CONCENTRATO
—_— We1 (1) Wi (27, ) We(t)
\ _ ; ‘ | e-ESIMO ELEMENTO
Yr
Xf
A
B [q
Zf

O
i [ ksmonoso

B,

S S

Figura 125 Modello FEM di rotore elastico 1D con 2 nodi per elemento e 1DOF per nodo
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In linea con quanto detto, avremo ora un’unica variabile nodale per ogni nodo e, a partire da esse, potremo
definire il vettore contenente tutte le variabili Lagrangiane del sistema:
Wy

qi(t) = wy € RPOFN=1" =1 NN, q(t) = ( )RDOFN*NN=NN . (8.1.1)
- WNN

Le equivalenti grandezze per il generico elemento sono di conseguenza:

Qe1(t) = we1 € RPOPNZL gy (8) = wep € RPOPNY, qp(2,t) = wg € RPOTN (8.1.2)
w,

G0 (t) = (We;) € RPOFN=Ne=1:2=2 o — 1 N[ (8.1.3)
- e

dove q,.(t) & il vettore che contiene le variabili nodali dei nodi appartenenti all’elemento considerato. Come
sempre, un utile strumento per estrarre gy, e q, dal vettore contenente tutte le variabili lagrangiane g sono le

matrici di connessione (matrici binarie formate daO e 1):

Tk = Pk = Jkq ge = Heq. (8.1.4)

Usando un approccio Lagrangiano, dovremo arrivare ascrivere le equazioni di Lagrange per il nostro sistema

T T
a (oL aL
E(a_g) - (@) =Qnc, L=T-V. (8.1.5)

Dovremo quindi essere in grado di scrivere |’energia cinetica T, I’energia potenziale IV e le azioni Lagrangiane non

conservative Qpc del nostro sistema.

Alla fine (si veda sempre la Fig. 125) dovremo considerare i seguenti componenti della macchina rotante 1D:

1) COMPONENTI CONCENTRATI: entita concentrate dotate di massa e inerzia ma non di proprieta elastiche
(stadi, giranti,etc.); i componenti concentrati dovranno essere posizionati sull’albero, solidalmente
collegati a un nodo di riferimento del modello FEM (naturalmente non tutti i nodi sono associati a un
componente concentrato!). Tali componenti avranno un’energia cinetica Ty, (d sta per disk) e un’energia
potenziale Vy;, solitamente trascurabile (V3 = cost).

2) COMPONENTI DISTRIBUITI / ELASTICI: entita distribuite dotate di massa, inerzia e di proprieta elastiche
(solitamente sono i tratti di albero); i componenti elastici sono quasi sempre associati agli elementi del
modello FEM. Tali componenti avranno un’energia cinetica T, e un’energia potenziale V.

3) COMPONENTI ESTERNI / NON CONSERVATIVI: comprendono tutto quello che agisce sulla macchina
dall’esterno come forzanti esterne (carichi palari / forzanti di fluido, azioni dovute a motori/generatori,
azione della gravita o di altri campi di forza esterni, etc.), componenti modellabili come elementi di forza
(cuscini, tenute, giunti, riduttori, etc.), smorzamento del materiale e altri effetti strutturali non
conservativi modellati come azioni esterne usando il Principio dei Lavori Virtuali. | componenti esterni /

non conservativi sono chiaramente associati alle azioni Lagrangiane non conservative Qy.. In questo

capitolo parleremo delle forzanti esterne pilt comuni e in modo assai semplificato dello smorzamento.

Analizzeremo inoltre gli elementi di forza e soprattutto i cuscini fluidodinamici mentre nel capitolo 9
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torneremo a parlare di forzanti esterne soffermandoci sulla modellazione delle forzanti di fluido

(interazione fluido-struttura).

Nel complesso avremo dunque

L=T—-V =Y Ty +3VE T, —¥NE V. (8.1.6)

8.2 Elementi concentrati

Per quanto riguarda gli elementi concentrati, modellabili come corpi rigidi concentrati solidalmente collegati alla
terna associata al generico nodo k-esimo, calcoleremo I'energia cinetica Ty, e trascureremo I'energia potenziale
Var = cost. 'energia cinetica T, puo essere calcolata facilmente poiché il moto dell’elemento concentrato € una

pura traslazione lungo z,:

1 .
Tdk = Emdkwg (821)

dove my,, € la massa dell’elemento concentrato associato al k-esimo elemento.

8.3 Elementi elastici

Per calcolare I'energia cinetica T, e I’energia potenziale elastica I/, degli elementi elastici faremo uso della piu
semplice teoria assiale della trave 1D a 1 DOF. In questo caso per la nomenclatura si faccia riferimento alla Fig.
126.

SEZIONE PIANA
(CONTENUTA IN XY) E
NON DEFORMABILE

We1 (t) wg (zg,t) Wez (t)

> > —

\/

Zf VA
o P <§> A(zf)
= Zf
Iy 0
0 0 0
@1=<0) Gs(z)=( 0] Ge2=|0
Zip 2z Zfe

Figura 126 Elemento FEM 1D con 2 nodi per elemento e 4DOF per nodo
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Una volta richiamata la nomenclatura, & il momento di introdurre I'approssimazione FEM per questo specifico

problema:
qE(zf, t) = WE(Zf, t) = Ne(zf)ge(t). (8.3.1)

In questo caso N, (z) € semplicemente un vettore riga 1x2 (coerentemente con la (8.3.1)) e ognuno dei sui 2

elementi é fatto da polinomi interpolanti. La teoria della trave 1D in questione & governata dall’equazione

aZWE a aWE _

pA—5 + o; (AE azf> = q(zp,t)
ow

SZZ = aZfE' O-ZZ = ESZZ = E

(8.3.2)

aWE

aZf

dove p & la densita del materiale, A I'area della sezione, E il modulo di Young, e q(zf,t) & I'eventuale carico

distribuito sulla trave.

Troviamo ora I'energia potenziale elastica del generico elemento 1/, :

2
1 1 1 Zfe ow
Ve = EfVe Zi,j gijo-ij av = EfVe 0,,E55 av = Ef f fA(Zf)E <_E) dA de = (833)

Zije aZf

“re FU . L[ T arr
= f f Ege N, Nege dAdzs = Ege f AENg Nedzg qe =
Zie YA(zf) Zie

1
=>dl

Keqe
Il calcolo dell’energia potenziale elastica del generico elemento T,

T, =1, pllve|*av (8.3.4)

e questa volta pit semplice di quanto accadeva per le vibrazioni flessionali perché il generico punto della sezione

. . , 5} .
della trave ha un moto di pura traslazione lungo I'asse della trave stessa, ovvero: ||gp|| = |¥| Si ha dunque:
T:lf (aﬂ)zdvz (8.3.5)
e =2, P\ 5t € e

1 e . . 1. e . 1. .
= EIZZ fA pggNeTNege dA de = Egg [IZZ pA NeTNe de] ge = EggMege-
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8.4 Assemblaggio delle equazioni

L’assemblaggio della equazioni di moto anche in questo caso & abbastanza facile una volta determinati i vari

contributi. Ricordando che
L=T-V =% Ty + X T — X¥E Ve, (8.4.1)

alla luce dei risultati per paragrafo 8.3, possiamo scrivere per gli elementi concentrati e per gli elementi distribuiti:

1. .
T&k zzzlvandlek (8.4.2)
1 T
Ve =EﬂeKeﬂe

1. .
T, = EggMege-

Introducendo le (8.4.2) nella (8.4.1) e usando le matrici di connessione ¢, = Jq e q. = H,q, si ottiene

1 1 1
Vetor = ngl Ve = gflzggl(ege = EQT(ngl HeTKeHe)ﬂ = EETKetotg (8.4.3)
NE NE 1 1 NE .
Tetor = Z T, = Z quMeQe = EqT < HeTMeHe) q=
e=1 e=14" - - e=1 -
1. .
= EQTMetotg
NN NN | .
Tator = Z Tax = Z Ekadek =
k=1 k=1

1, . .
= ;gTMatotg, Mator = [ Mag ]

Sostituendo infine le (8.4.3) nelle equazioni di Lagrange (8.1.5) si arriva alla seguente equazione:
(Mggor + Metot)g + Ketotﬂ = QNC = Qb + Qsm + Qext (8.4.4)

dove, dentro le azioni lagrangiane non conservative Qy., abbiamo considerato le generiche forzanti esterne Qe y;

agenti sulla macchina (carichi palari / forzanti di fluido, azioni dovute a motori/generatori, azione della gravita o

di altri campi di forza esterni, etc.), lo smorzamento del materiale Q,,, (modellato come azione esterna usando il
Principio dei Lavori Virtuali) e le azioni Q, dei componenti modellabili come elementi di forza (cuscini, tenute,

giunti, riduttori, etc.). Solitamente le matrici Mo, Meror SONO simmetriche definite positive mentre la matrice

K.tor € Simmetrica semidefinita positiva.

In questo capitolo parleremo delle forzanti esterne pit comuni e, in modo assai semplificato, dello smorzamento.
Parleremo inoltre degli elementi di forza e soprattutto dei cuscini fluidodinamici e nel capitolo 9 torneremo a

parlare di forzanti esterne soffermandoci sulla modellazione delle forzanti di fluido (interazione fluido-struttura).

Supponiamo per ora di adottare per gli elementi di forza (e soprattutto per cuscini e tenute) agenti sul generico

nodo k-esimo una classica formulazione linearizzata tipo molla tridimensionale:
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Qpk = —ker(Dwy — co (Vg = (8.4.5)

in cui i coefficienti di rigidezza e smorzamento kg (2), ccx(£2) possono dipendere dalla speed 2 e da altri

parametri del sistema. Il vettore complessivo delle azioni lagrangiane associate agli elementi di forza @, potra

essere determinato semplicemente impilando le (8.4.5):

Qb = —Ke(@)d - Cc@)d, Kc(m=[k;k(r_z)], cc(n)=[c;k({z)]. (8.4.6)

Inserendo la (8.4.6) nella (8.4.4) si arriva alle equazioni:
(Matot + Metor)§ + Cc()q + (Kc(2) + Keror)q = Qsm + Qexe (8.4.7)
M + Ce(@)q + (Ko@) + Keto)q = Qsm + Qext
dove la matrice M rimane simmetrica definita positiva.

Supponendo infine di adottare un semplice modello di smorzamento del materiale lineare (vedremo nel prossimo

paragrafo come fare a determinare la matrice di smorzamento C,, con il Principio dei Lavori Virtuali)
Qsm = —Csm(., (8.4.8)
si ottiene I'equazione generale della rotordinamica assiale (a 1DOF) per un rotore elastico 1D:
Mg + (Cc() + Csm)g + (Kc(2) + Ketot)q = Qext (8.4.9)

MG+ Cq + Kq = Qex.

8.5 Trattazione semplificata dello smorzamento di materiale

Mostriamo ora come calcolare le azioni lagrangiane associate allo smorzamento del materiale nell’ipotesi

estremamente semplificata di smorzamento lineare (modello di smorzamento linearizzato):
Qsm = _Csmg- (8.5.1)

Il calcolo di Qg,,, &€ come sempre una interessante e istruttiva applicazione del Principio del Lavori Virtuali (PLV) al

modello di trave in uso. Il PLV afferma che il lavoro virtuale scritto nello spazio della variabili lagrangiane & uguale,
per qualunque spostamento virtuale compatibile con i vincoli del sistema, al lavoro virtuale scritto nello “spazio

fisico”. Considerando |’ e-esimo elemento del nostro modello FEM, si ha:

645 Qsn = —8Lsm - (8.5.2)

dove 6L, & il lavoro virtuale nello spazio fisico effettuato dal sistema. Ipotizzando che il materiale abbia una

semplice caratteristica lineare visco-elastica del tipo

Ozz = Ogzel + Ozzsm = E€55 + Esé,5, (8.5.3)
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& possibile calcolare —8L%,, per la sola componente di smorzamento della (8.5.3) (ho gia considerato la

componente elastica nel paragrafo 8.3!):
—SLgm = - ‘J.Ve Zi,j 6£ij6ijsm av = — ‘J.Ve 66220'225de. (854)

Ricordando che valgono le seguenti relazioni costitutive

d a
Epp = %f, 0., = Ee,, = %f (8.5.5)
si ha
2 , . FE ..
be,p = %}f = Ne(Sger Ozzsm = Lsm€zz = EsmWM;Et = GsmNege (8.5.6)
Sostituendo nella (8.5.4) si ha infine:
—0Lgm = — [* J,, |EsmOaTNIT NG G, | dA dzg = (8.5.7)
Zfe
—0LSmy = —6&2[ EsmANe’TNédzfg'e =
Zie
= _Sggcsemge

Dal momento che il PLV e vero qualunque siano gli spostamenti virtuali compatibili con i vincoli §¢q,, si ha che

Qén = —Cénde. (8.5.8)

Infine, per trovare il vettore complessivo delle azioni lagrangiane associate allo smorzamento Q,,, usiamo

nuovamente le matrici di connessione:

Q™ = S, H Qi = = X5 HE Clnod = ~Comd 859)

8.6 Cuscini oleodinamici

Come gia detto nel caso delle vibrazioni flessionali, per una data configurazione (atto di moto) di albero (corpo 1)
e sede / pattino (corpo 2), la forze e i momenti agenti sui corpi in questione a seguito nella presenza del cuscino

dipenderanno dagli atti di moto stessi:

1= &1(Q1'Ql'f1:éllgz'gz'leéz): Fip = 52(Q19'91'é1:@19'92'é2) (8.6.1)

&

My, = E21(Q1:Q'1'£1'éllgzlgz'fz'éz): M, = ﬂz(gl'gllfpéllgz'gzﬂpzldsz)-

Se ora identifichiamo il corpo 1 con I'albero e con 2 la sede e supponiamo che il cuscino sia collocato in prossimita

del nodo k-esimo, si ha quindi G; = Gy e ¢, = ¢,. Considerando quindi solo le componenti assiali di F,1, My
(vedi la (8.6.1)) e la dipendenza dalle sole variabili assiali contenute nelle coordinate spaziali G, ¢, (ovvero la
traslazione della sezione wy lungo I'asse z¢) e dalla speed della macchina (2, si ottengono le azioni lagrangiane

agenti sull’albero:
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Qpk = Fz21 = Qpr (Wi VW, 2). (8.6.2)

Solitamente, per la maggioranza della applicazioni pratiche, la dipendenza dalle altre componenti dell’atto di moto

puo essere ignorata in prima approssimazione.

Se invece identifichiamo con 2 I’h-esimo pattino (con h = 2 ... NP + 1), dovremo chiaramente tener conto delle

forze e dei momenti agenti sull’albero prodotti da tutti i pattini:

Qv = Fz21 = Qprc (Wi, Wi, 2), Qore = Fz1 = QueWi Wi, ) = NI Qprie (Wi Wi, 2). (8.6.3)

La modellazione a parametri concentrati dei cuscini a fluido mediante i coefficienti di rigidezza e smorzamento
equivalenti k., e ccy richiede, anche nel caso delle vibrazioni assiali, |a linearizzazione delle azioni lagrangiane non

conservative associate ai cuscini:
Qv = Fz21 = Qpi (2 2k, ). (8.6.4)
Linearizzando la (8.6.4) nell’intorno di un punto di lavoro dell’albero wyq, Wy si ottiene:

Wo,Wko2)

lin _ : 9Qpk( Wi
vk = Qok(WioWko, 2) + wr

2Q Vo) (. .
(Wi — W) + bk(*:}"") (Wy — Wio)- (8.6.5)

Data la grande complessita della funzione Qpy (Wi Wy, {2) le varie derivate (e quindila linearizzazione) dovra essere
effettuata numericamente a partire da un’opportuna campagna di simulazioni al variare dell’atto di moto
dell’albero wy, Wy, e della speed della macchina {2 oppure mediante un accurata campagna sperimentale al banco

prova (sempre al variare dell’atto di moto dell’albero e della speed della macchina).

Per semplicita si sceglie solitamente come configurazione di riferimento la posizione nominale dell’albero da
fermo, ovvero wyy = 0, Wiy = 0. Si suppone inoltre che il cuscino non eserciti né forze né momenti sull’albero in

configurazione nominale e cioé: Qp; (Wi, Wio, 2) = 0.

Se definiscono dunque i coefficienti di smorzamento del cuscino come (coefficienti scalari in quanto la dinamica

torsionale della trave & a 1DOF):

ke (Q) = _%Wkwkﬂ) cor(Q) = _%Wkwm (8.6.6)
da cui
b= —ker(@wy — e (D)W (8.6.7)

e dove i coefficienti di rigidezza e di smorzamento k¢, (2), ccr (£2) pud dipendere dalla speed 2 e da altri

parametri del sistema.

In Fig. 127 si riportano a titolo di esempio I'andamenti tipico, in funzione della speed della macchina {2, dei
coefficienti k¢, (2), ccr (2).
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Figura 127 Coefficienti di rigidezza e smorzamento del cuscino in funzione della speed della macchina

E’ evidente la forte dipendenza dei coefficienti di rigidezza e smorzamento dalla speed della macchina {2, aspetto
potenzialmente piuttosto negativi sia per la stabilita del sistema che per i livelli di vibrazione della macchina (si

veda quanto detto per i diagrammi di Campbell e di Bode).

8.7 Vibrazioni libere: diagrammi di Campbell, classificazione
modale e mappa modale

Analizziamo ora la soluzione dell’equazione:
MQ + (Cc() + Csm)g + (Kc(2) + Ketot)g = Qext =0 (8.7.1)
Come detto nel paragrafo 1.2, I'analisi ci dice che la soluzione libera (associata al moto libero) ha la forma:
Q) = ¥ Cjqj e’it (8.7.2)

dove

Sii+n = —CiWn; £ jwni,’l —{* = —Gwoni £ jopy, ;= <Wik) » Qisn =G, 1=1..N, (8.7.3)

sono gli autovalori (associati alle pulsazioni proprie wp;) e gli autovettori del problema (associati alle deformate
modali).
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| modi di vibrare del sistema sono definiti invece come
q:(t) = (Wik(t)> = Re (gl-esit) = Re <(Wik> esit) , Wi (t) = Re(wyeit) (8.7.4)

Si noti che il sistema ha 2N autovalori (N coppie complesse coniugate), 2N autovettori (N coppie complesse
coniugate) e 2N modi di vibrare (N coppie uguali). Di conseguenza le pulsazioni naturali / proprie e gli

smorzamenti modali distinti saranno solamente N.

Naturalmente, sempre per effetto dei cuscini a fluido, sia gli autovalori che gli autovettori del problema dipendono

dal parametro Q) (la velocita di rotazione / speed della macchina):
5i(Q), wni (D), wpi (D), §; (), ;(Q)  con QE[0 Qpax]. (8.7.5)

E’ dunque molto importante capire a livello qualitativo questa dipendenza sia per il autovalori (tramite il
diagramma di Campbell) che per gli autovettori (tramite lo studio del moto (whirl libero) e la classificazione

modale). Il tutto sara infine riassunto dalla mappa modale.

Partendo dallo studio degli autovalori, anche per le vibrazioni assiali, si usa descrivere la dipendenza delle
pulsazioni proprie o naturali w,;(Q), wp;(Q) e degli smorzamenti modali {;(Q) da Q in due diversi diagrammi
Campbell (si veda la Fig. 128). In questo caso il sistema ha solamente N pulsazioni naturali / proprie e smorzamenti
modali e quindi i diagrammi di Campbell sono formati da N rami. A prescindere dal fatto che l'ipotesi di
disaccoppiamento delle dinamiche flessionali, torsionali e assiali sia verificata o meno, gli autovalori relativi ai DOF
assiali (corrispondente a un dinamica 1D localmente a 1DOF) non tendono a raggrupparsi in grappoli ma sono

indipendenti tra loro (o0, meglio, formano “grappoli di un solo elemento”).

(Upi(ﬂ) o 00 ¢ (-Q) N X )
A 4
0 g 0 Q"

Figura 128 Diagramma di Campbell per il rotore elastico

Guardando alla Fig. 128 si nota come le pulsazioni naturali / proprie possono tendere a un valore asintotico per Q
grandi cosi come gli smorzamenti (dipende dall’landamento di k¢, (2), cc (2)). Analogamente, la separazione tra
i vari rami dei diagrammi di Campbell e la loro eventuale tendenza ad andare velocemente ad asintoto dipendono

anch’esse dal comportamento di k¢ (2), cor (2).
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Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni assiali, non ha piu senso parlare di
“whirl libero” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G, ma solamente la traslazione della

sezione a esso solidale wy, (t) lungo I'asse z; (si veda la Fig. 129):
Wik(t) = Re(wikesit). (876)

Tale traslazione oscilla semplicemente alla pulsazione wp; () (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in wy;) dipendenti dal nodo in questione. Tale oscillazione sara come quella disegnata in Fig. 129 nel
caso in cui gli smorzamenti modali siano nulli {; (wp; = wy;). Nel caso in cui gli smorzamenti siano positivi ; > 0

I'oscillazione dei vari nodi tendera a zero.

In linea teorica ogni traslazione wy (t) della sezione associata al nodo G}, pud oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in w;;!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni assiali i
modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 129. Questo e dovuto al
fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

= (w
& ( lk) I MODO OPI | q= (Wik) [ MODO 1PI

1
Wi
Wik_1 k Wik+1 A
Iy Wik—2
f i ! Wik-1 Wik+1
| |
1 1 1 4 : 1 1 |
1 1 1 !
(Q I ] !
o | ] L en® P L en@
T r T > | ' ! 1 1
U Zfge! Zfp ! kel |z O v ' ' i
1 ! I 1 ! . L T >
; L e AN T
: : : {1 ] L
; . Lo ¥ ! ;
1 1 1 1
| 1 v
[ 1en(Quiancier) ]
o= (w) h- (w) [_wooowm |
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Wik—2 [ Wik—2 Wik+s
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1 Y !
1 1 1 1
Pl : 5 Do |
I 1 ! [ ! wp;i ()
of 1 i i o on@ o 11 i "
e ) , —> — ' ; >
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1
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Figura 129 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)

Come si pu0 notare dalla Fig. 129, il modo di vibrare e detto OPI quando non ha né punti nodali PN né ovviamente
punti di inversione Pl (le traslazioni w;; (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti nodali PN,
il modo puo avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere modi 1PI, 2PI, 3P| a seconda di quante

inversioni del moto avvengono.
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Naturalmente non € detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il modo necessariamente si invertira in essi e che,
di conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti
nodali PN in cui il modo non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono

quindi un sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Continuando quindi lo studio degli autovettori, & importante introdurre nuovamente la classificazione modale,
ovvero un elenco qualitativo dei principali modi che il sistema puo presentare. Come & possibile notare nella
tabella riassuntiva riportata in Fig. 130, potremo avere modi di tipo primo elastico IE (senza punti nodali), secondo
elastico IIE (con un punto nodale), terzo elastico IlIE (con due punti nodali) e cosi via al crescere del numero dei

punti nodali e quindi dei lodi della deformata.

Ogni modo di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. (a seconda dei punti nodali) pud naturalmente assumere le varie

caratteristiche introdotte poco fa, ovvero 1PI, 2PI 3Pl e cosi via (a seconda dei punti di inversione).
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Figura 130 Classificazione modale per rotori elastici (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)

La rappresentazione dei modi riportata in Fig. 130 (cosi come per la Fig. 129) & valida a rigore nel caso in cui lo
smorzamento modale sia nullo {; =0 (wp; = wy; ). Nel caso in cui gli smorzamenti siano positivi {; > 0
I’oscillazione dei vari nodi tendera a zero. A livello di stabilita passiamo di fatto da un modo semplicemente stabile
(associato a un polo semplicemente stabile) a un modo asintoticamente stabile (associato a un polo

asintoticamente stabile).
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Usualmente, al crescere della pulsazione, il numero dei punti nodali aumenta. Si passa quindi da modi IE, a modi
IIE, a modi IlIE, a modi IVE e cosi via. Per quanto riguarda invece la caratteristica del modo, usualmente, al crescere

della pulsazione si hanno caratteristiche OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione).

L'effetto della rigidezza assiale dei cuscini k¢, (2) sui modi assiali € analogo a quello visto per le vibrazioni
flessionali e non verra qui scritto nel dettaglio. Chiaramente, al crescere della rigidezza dei cuscini rispetto alla
rigidezza dell’albero, i nodi dell’albero in corrispondenza degli stessi sono sempre piu attratti verso la loro
posizione nominale (si muoveranno sempre meno). Di conseguenza i modi assiali della trave somiglieranno sempre

piu a quelli della trave incernierata agli estremi come nel caso flessionale.

Tutto quanto é stato detto viene solitamente riassunto sulla mappa modale (vedi Fig. 131), ovvero un versione
arricchita del diagramma di Campbell della pulsazioni proprie wp;(£2). Su ognuno dei rami del diagramma sono
rappresentate, per ogni valore di £, le forme modali che si manifestano sulla macchina considerata (IE, IIE, IlIE e
cosi via all’aumentare dei punti nodali) insieme alla caratteristica di ciascun modo (0PI, 1PI, 2PI, 3Pl e cosi via
all’aumentare dei punti di inversione). Come gia sottolineato, solitamente, al crescere della pulsazione wp; (L), il
numero dei punti nodali aumenta. Si passa quindi da modi IE, a modi IIE, a modi IlIE, a modi IVE e cosi via. Per
quanto riguarda invece la caratteristica del modo, usualmente, al crescere della pulsazione wp;({) si hanno

caratteristiche OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione) .

Si noti inoltre che su ogni ramo, al variare di (), possono esserci dei punti di transizione in cui la caratteristica del
modo di vibrare cambia (come ad esempio nel secondo ramo dell’esempio riportato in Fig. 131). La transizione
puo riguardare anche la natura del modo stesso (come ad esempio nel quarto ramo dell’esempio riportato in Fig.
131).

[ [ )
(Q
w;( ) % | M@ IIIE — 1PI

O(b IIE — 1PI

I
CXB IIE — OPI &b IIE — 1PI
é} IE — 0PI

IIE — 1PI

Figura 131 Mappa modale per rotori elastici
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE MODALI:

1)

2)

3)

4)

FORMA: IE

CARATTERISTICA: OPI

FORMA: IIE

CARETTERISTICA: OPI, 1PI
FORMA: IIIE

CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
FORMA: IVE

CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI

8.8 Vibrazioni forzate: classificazione delle forzanti, diagrammi

di Campbell e diagrammi di Bode

CLASSIFICAZIONE DELLE FORZANTI

Come nel caso delle vibrazioni assiali, le principali forzanti che possono agire su una macchina rotante 1D (avente

una dimensione prevalente, coincidente con I’asse di rotazione principale) sono le seguenti:

1)

2)

FORZANTE ARMONICA

Q(t) = Re [QO(Q) efwfm)f]. Q) = (Qi;.(.t)>, Q(Q) = (Qon) (8.8.1)

dove h = 1...NN indica il generico nodo e @y (t) la generica forza su di esso agente. Se a)f(Q) =Qsi
parla di forzanti armoniche sincrone (prodotte ad esempio dagli shilanciamenti presenti sul rotore), se
a)f(ﬂ) = nf) con n intero positivo o della forma 1/m si parla di forzanti armoniche super/sub-sincrone
(come ad esempio quelle derivanti dall’interazione palare (le forzanti di fluido), quelle derivanti da
componenti come cuscini, giunti, riduttori, etc.), se ws(Q) = w; = cost si parla di forzanti armoniche
asincrone (a esempio vibrazione a pulsazione costante provenienti dal basamento). Infine, quando ho una
dipendenza qualunque w¢ (), si parla di forzanti armoniche generiche (derivanti per esempio da motori

elettrici, generatori o altre macchine interagenti con quella considerata).

FORZANTE PERIODICA

21

Q1) = Re[Zi. e (e ko @E], g = - (8.8.2)

In questo caso la forzante periodi di periodo T & caratterizzata dalla sovrapposizione di un numero infinito
numerabile di forzanti armoniche elementari a pulsazione kw,(Q) (si veda la serie di Fourier). Si noti che

la pulsazione principale wq () puo dipendere dalla speed della macchina Q in uno qualunque dei modi
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descritti nel punto 1). Le forzanti periodiche sono anch’esse prodotte dall’interazione palare (le forzanti

di fluido) e da componenti vari come cuscini, giunti, riduttori, etc.

3) FORZANTE GENERICA
Q) = [77 0w, M/ dw,  Qw,2) = [T Q(t, QeI dt (8.8.3)

Nel caso di forzante generica, la forzante e la sovrapposizione di un numero infinito non numerabile di
forzanti armoniche elementari di pulsazione w. In generale non é da escludere che anche lo spettro della

forzante possa dipendere dalla speed della macchina Q: Q(w, ). Anche in questo caso le forzanti

generiche possono essere prodotte dall’interazione palare (le forzanti di fluido) e da componenti vari
come cuscini, giunti, riduttori, etc. Si riporta in Fig. 132 un esempio di spettro di forzante generica, in
questo caso una forzante simil-armonica. Si ricorda che nella realta segnali armonici e periodici perfetti
non esistono perché avrebbero un’energia infinita. Quando si misura una vibrazione armonica in realta si

misura un segnale simil-armonico avente uno spettro come quello riportato in Fig. 132.

4 [On(w ) r 95, (0, Q)

5(Q)
> w W
0 0 ws ()
)
Figura 132 Esempio di spettro di forzante generica
DIAGRAMMI DI CAMPBELL E DIAGRAMMI DI BODE
1) FORZANTE ARMONICA SINCRONA:

M+ (Cc(2) + Comdd + (Ke () + Keeor)q = Q(6) = Re [Qo(2) /%] (8.8.4)

o) = (Qé‘ft)> Qo) = (Q'i{h)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:
qr(t) = (Wh(t)> = Re [qo efﬂf], (8.8.5)
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9o = <W0h> = a(Q,0)Qo(Q) = [-2*M +j2(Cc(2) + Can) + (K (D) + Keror)] ™ Qo (),

dove in questi casi & utile distinguere nella ricettanza a (€, Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e dalla velocita di rotazione della macchina.
Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

on (AR 910

Go = €@, D Q@) = T3, L2 0 (0) = 332,

promall] Qri (8.8.6)

ﬂfkgo
JjQ-sk

. . . . . - . .. f a1kQ) |
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui [ = ~)e

grande, ovvero quando {2 e vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj, contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO e grande (forzanti ortogonale al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 133. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico a)f(Q) = () sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (1, sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.

CURVA DEL
wpi () 000 CARICO ¢i () o060
A ! 7.4 A

: / op@=0 | e
wps(O[ : : Sea E
[ : / ' i
I ﬁ ! .
~ N U I 1
IS A"~ \ 1 :
\T.: 1 : 1
3 ; |
1 1 :

0 Q a” 0 Qeq O

Figura 133 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la traslazione della h-esima
sezione Wy, lungo I'asse z, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 134). Per
determinare il modulo e la fase della traslazione wy;, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui
agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con

la sezione verticale passante per Q (si vedano sempre la Fig. 133 e la Fig. 134).
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~ b
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Figura 134 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica sincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (1.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina  (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina a)f(f_l) = Q si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione
propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G; ma solamente la traslazione della

sezione a esso solidale wy, (t) (si veda la Fig. 135):
wp(t) = Re(wgne™). (8.8.7)

Tale traslazione oscilla semplicemente alla pulsazione wf(S_)) = (0 (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in wyy,) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo
presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della traslazione wy, (t) permarra come
in Fig. 135 senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo,

allora le dimensioni dell’oscillazione saranno pili grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni traslazione wy, (t) della sezione associata al nodo Gy, pud oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in wyy!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni assiali i
modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 135. Questo e dovuto al

fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
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conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

4= (Wh)
DEFORMATA FORZATA OPI qr = Wh DEFORMATA FORZATA 1P|

Zfh42 Zfh+3
i 1

h+4 Zfh+5

___-_____.__-_;.“e\___
2
]
=]

2 PN (QUI ANCHE PI) 3 PN (QUI ANCHE PI)

Figura 135 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)

Come si puo notare dalla Fig. 135, la deformata forzata e di tipo OPl quando non ha né punti nodali PN né
ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni wy (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti
nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere deformate

forzate 1PI, 2PI, 3PI a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la traslazione della h-esima sezione wy, (t) avviene chiaramente alla pulsazione della

forzante (uf((_l) = Q (la stessa per ogni nodo Gy !). Cio & coerente col fatto che la pulsazione associata alla

deformata forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero nf.
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Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 136 e, nelle caratteristiche (OPI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 8.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

gf —(wy
DEFORMATA FORZATA IDF gf =|Wn DEFORMATA FORZATA IIDF

(uf(!'_l) =0

v

Zh:ZZ 3
f*lr fh+ zf

Figura 136 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica sincrona (si vedano anche le figure analoghe dei
capitoli 4 e 10)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl
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2) FORZANTE ARMONICA SUPER /SUB-SINCRONA:

M+ (Cc(D) + Com)d + (Ke(@) + Keror)q = Q(8) = Re |Qo(®) e/ . (8.8.8)

Q) = (Q#Et)>, Q@) = (Q'i{h)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

qr(t) = (Wr.z.(.t)> = Re [Qo ej"m], (8.8.9)

9 = <W0h> = a(nQ, Q)Qo(Q) = [-n*2?M + jnQ(Cc(2) + Com) + (Kc(2) + Keror)] Qo (),

dove in questi casi & utile distinguere nella ricettanza a(n(,()) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e dalla velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

_ _ v @RK AL _ von [ 30k
9o = a(nQ,Q)QO(Q) = Zk=1Tjp0-s, Qo () = 2=y nos, ) drK (8.8.10)
ah.Qo
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui <j:lﬂ_s ) e
ok

grande, ovvero quando n{2 é vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj, contenutain s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO € grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 137. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wf(Q2) = nQ sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica super-sincrona sia pil problematico del caso di forzante armonica
sub-sincrona in quanto una retta di carico piu inclinata genera un maggior numero di pulsazioni critiche all’interno
del range di velocita di lavoro della macchina (ovvero di intersezioni tra la retta di carico e i rami del diagramma).
Il valore di smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {, pud essere facilmente trovato

riportando la pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.
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Figura 137 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la traslazione della h-esima
sezione wy, lungo I'asse z, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 138). Per
determinare il modulo e la fase della traslazione wy;, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui
agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con

la sezione verticale passante per £ (si vedano sempre la Fig. 137 e la Fig. 138).

dB(|wor, (wy, 0)|) Pwor (@5, Q)

dB(Iw,on(n, D))

wr(Q) = nQ wr(@) =nQ

PULSAZIONE DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE

Figura 138 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (1.. Qualora infatti

la pulsazione di lavoro della macchina  (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
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cui la forzante agirebbe sulla macchina (uf((_l) = nQ si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione

propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G; ma solamente la traslazione della

sezione a esso solidale wy, (t) (si veda la Fig. 1139):
wy(t) = Re(WOhe”m). (8.8.11)

Tale traslazione oscilla semplicemente alla pulsazione wf(S_)) = nQ (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in wyy,) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo
presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione ¢y (t) permarra come in
Fig. 139 senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo,

allora le dimensioni dell’oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni traslazione wy, (t) della sezione associata al nodo Gj, pud oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in wyy!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni assiali i
modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 139. Questo e dovuto al
fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).

o~(7)
I DEFORMATA FORZATA OPI | qj =|Wp I DEFORMATA FORZATA 1P|
[
w,
Who1 " Wh+1
+ 1 4
E A R
0 ! E ! ' i wp(Q) =nQ
T Znoa! Ztn Zine1 |z
' | : : :
: ' i
: : :
\/

[ 1ev(auiancher) |

DEFORMATA FORZATA 3P|

2 PN (QUI ANCHE PI) 3 PN (QUI ANCHE PI)

Figura 139 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)
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Come si pud notare dalla Fig. 139, la deformata forzata e di tipo OPI quando non ha né punti nodali PN né
ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni wy (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti
nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere deformate

forzate 1PI, 2PI, 3PI a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la traslazione della h-esima sezione wy, (t) avviene chiaramente alla pulsazione della
forzante a)f(S_)) = n (la stessa per ogni nodo Gp!). Cio € coerente col fatto che la pulsazione associata alla

deformata forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero nf.

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 140 e, nelle caratteristiche (0PI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, llIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 8.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

a5 = Wi,
qr = Wh DEFORMATA FORZATA IIDF
A
Wh
Who1 Whi1

wp(Q) =nQ

wp(Q) =nQ

Figura 140 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona (si vedano anche le figure
analoghe dei capitoli 4 e 10)
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl

3) FORZANTE ARMONICA ASINCRONA:

M + (Cc(@) + Con)q + (Ke () + Keror)q = Q(8) = Re [Qo(2) eort]. (8.8.12)
o) = (Q#Et)>, Qo) = (Q'i{h)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

4 (0) = (erﬂ) = Re [go ef“’ff], (8.8.13)

9 = (Won) = a(wy, 0)Qo(Q) = [~wp2M + jwr (Cc() + Con) + (Ko (@) + Koror)] ™ Qo (),

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f,Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

— a((u -Q)Q (.Q) — 2N (ngﬂlI:Ik)Q (.Q) — |2N ﬂll:lkgo (8 3 14)
go fr22)%o k=1 jor—si Yo k=1 jw_f—sk ng 3.
ath.Qo

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui (1;__5) e
fok

grande, ovvero quando wy € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wp contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO € grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 141. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wf(2) = wy = cost sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica asincrona sia particolarmente favorevole in quanto una retta di carico

orizzontale genera al massimo una pulsazione critica all'interno del range di velocita di lavoro della macchina
Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 224



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

(ovvero al massimo una intersezione tra la retta di carico e i rami del diagramma). |l valore di smorzamento modale
associato alle varie pulsazioni critiche (. puo essere facilmente trovato riportando la pulsazione critica in

questione (). sul diagramma dello smorzamento.
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Figura 141 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica asincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la traslazione della h-esima
sezione Wy, lunogo I'asse z,, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 142). Per
determinare il modulo e la fase della traslazione wy;, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui
agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con

la sezione verticale passante per £ (si vedano sempre la Fig. 141 e la Fig. 142).
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Figura 142 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica asincrona
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Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina a)f(ﬁ) = wy si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione

propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G; ma solamente la traslazione della

sezione a esso solidale wy, (t) (si veda la Fig. 143):
wp () = Re(wyne™rt). (8.8.15)

Tale traslazione oscilla semplicemente alla pulsazione a)f((_l) = wy (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in wyy,) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo
presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione wy, (t) permarra come in
Fig. 143 senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo,

allora le dimensioni dell’oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni traslazione wy, (t) della sezione associata al nodo Gy, pud oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in wyy,!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni assiali i
modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 143. Questo e dovuto al
fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).
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Figura 143 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)
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Come si pud notare dalla Fig. 143, la deformata forzata e di tipo OPl quando non ha né punti nodali PN né
ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni wy, (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti
nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere deformate

forzate 1PI, 2PI, 3Pl a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la traslazione della h-esima sezione wy, (t) avviene chiaramente alla pulsazione della
forzante a)f(S_)) = wy (la stessa per ogni nodo G !). Cid e coerente col fatto che la pulsazione associata alla

deformata forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero wy.

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 144 e, nelle caratteristiche (0PI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, llIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 8.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!
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Figura 144 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica asincrona (si vedano anche le figure analoghe dei
capitoli 4 e 10)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:
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1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI

4) FORZANTE ARMONICA GENERICA:

Mg + (Cc() + Csm)g' + (K- () + Ketor)q = Q(t) = Re [QO(Q) ejwf(ﬂ)t] ' (8.8.16)
Q) = <Q#Et)>. Q@) = (Q'{{h)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

qr () = (w,;.(.t)> = Re [Qo ej“’f(mt] (8.8.17)

9o = <W0h> = a(wf(-Q):-Q)QO = [_wf('Q)zM +jwf(-Q) (Cc(2) + Com) + Ketot]_lgo(ﬂ)l

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f(ﬂ),Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.
Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

(ark CILk)

q75Q
o = a(wp (@), 2)Q() = Xi%,1 77575 00(O) = (Mﬁ) Qric (8.8.18)

. . . . . . . .. . qzleo
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui m
f ok

¢ grande, ovvero quando wf({2) & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy contenuta in s
(corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando q,’kao € grande (forzanti ortogonali al corrispondente

autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 145. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wf(ﬂ) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (). sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.
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wpi (@) oo 4@ e o0
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Figura 145 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica generica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la traslazione della h-esima
sezione Wy, lungo I'asse z;, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 146). Per
determinare il modulo e la fase della traslazione wy;, devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui
agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con

la sezione verticale passante per £ (si vedano sempre la Fig. 145 e la Fig. 146).
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N
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S
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= : | ; 5 i |
i | L [ . | ) | )
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by [ [ A by A, Q. A
3 3 3 3 3 3 3 3
wr(Q) wr(Q)

PULSAZIONE DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE

Figura 146 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in

cui la forzante agirebbe sulla macchina (uf((—l) si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
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wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G; ma solamente la traslazione della

sezione a esso solidale wy, (t) (si veda la Fig. 147):
wp(t) = Re(wope™@r @), (8.8.19)

Tale traslazione oscilla semplicemente alla pulsazione wf(S_)) (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in wyy,) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo
presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione w(t) permarra come in
Fig. 147 senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo,

allora le dimensioni dell’oscillazione saranno pili grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni traslazione wy, (t) della sezione associata al nodo Gy, pud oscillare con qualunque ampiezza e
qualunque fase (contenuti in wyy,!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni assiali i
modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 147. Questo e dovuto al
fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).
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Figura 147 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)
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Come si pud notare dalla Fig. 147, la deformata forzata e di tipo OPI quando non ha né punti nodali PN né
ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni wy (t) tendono a essere tutte in fase). Se invece esistono dei punti
nodali PN, la deformata forzata pud avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza potremo avere deformate

forzate 1PI, 2PI, 3PI a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).

Come detto in precedenza, la traslazione della h-esima sezione wy, (t) avviene chiaramente alla pulsazione della
forzante a)f(S_)) (la stessa per ogni nodo Gj!). Ciod & coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata

forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero a)f(ﬁ).

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 148 e, nelle caratteristiche (OPI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 8.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!
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Figura 148 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica generica (si vedano anche le figure analoghe dei
capitoli 4 e 10)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
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2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl

5) FORZANTE PERIODICA:

Mg+ (Cc(D) + Con)q + (K (D) + Keror)q = Q1) = Re[35 o ¢ (Q)ef @@k, ) = Z?n (8.8.20)
QM = <Qi;.(.t)>, () = (%)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

4(® = (W’;Et)> = =0 4k (6) = Re(Eilo[a (kwo, Q)cie (e o @ke]) (8.8.21)
qi(t) = (Wk.i:(t)> = Re[a(ka)o,Q)gk(g)efwo(ﬂ)kt]’

9ko = (th0> = a(kwo(Q), ek (@) = [-k2wo (DM + jkwo(Q)(Cc(2) + Csm) + (Ke () + Keror) ™ i ()

dove in questi casi & utile distinguere nella ricettanza a(kwy (), Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

2N H
. Arm 4L .
4e() = Re[a(kwn (), D)o (W) @] = Re| ) —= T (o atn) oy eronone] -
— m=1]w0(Q)k —Sm
Re 5121 ( M) pwo@kt (8.8.22)
m=1\ jo, (Qk—sm 9rm , e

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

H
A1mCk

m) € grande, ovvero quando wq()k & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy
0 —om

quelliin cui (
contenuta in s, (corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando q,’fkgk é grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).
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Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 149. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wy(Q)k sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (), sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.
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] ra @ = 206(®)
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(GENERICA ARMONICA
DELLA FORZANTE)

Figura 149 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante periodica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la traslazione della h-esima
sezione Wy, lungo I'asse z,, (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 150). Per
determinare il modulo e la fase della traslazione wy;, (per ogni singola armonica!) devo determinare sul
diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell

intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per  (si vedano sempre la Fig. 149 e |a Fig. 150).

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (1.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in

cui la forzante agirebbe sulla macchina kw,(Q) si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
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wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.
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Figura 150 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante periodica

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G; ma solamente la traslazione della

sezione a esso solidale wyy, (t) (per ogni singola armonica!) (si veda la Fig. 151):
Win () = Re(Wynoe Ko @8), (8.8.22)

Tale rotazione oscilla semplicemente alla pulsazione kwy(Q) (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase
(contenuti in wyyo) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo
presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione wyy, (t) permarra come
in Fig. 151 senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale € in generale piccolo,

allora le dimensioni dell’oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni traslazione wy, (t) della sezione associata al nodo Gj, pud oscillare con qualunque ampiezza
e qualunque fase (contenuti in wy,,!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle vibrazioni assiali i
modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 151. Questo e dovuto al

fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma o di carta. Di
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conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo diverse” tra loro

(in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali lineari!).
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Figura 151 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)

Come si puo notare dalla Fig. 151 (per ogni singola armonica!), la deformata forzata ¢ di tipo OPI quando non ha

né punti nodali PN né ovviamente punti di inversione PI (le rotazioni wy (t) tendono a essere tutte in fase). Se

invece esistono dei punti nodali PN, la deformata forzata puo avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza

potremo avere deformate forzate 1PI, 2PI, 3Pl a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

Naturalmente non & detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di

conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali

PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).
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Come detto in precedenza, la traslazione della h-esima sezione wy, (t) avviene chiaramente alla pulsazione della
forzante kw,(Q) (la stessa per ogni nodo Gy ). Cio e coerente col fatto che la pulsazione associata alla deformata

forzata in questione & sempre una e una sola, ovvero kw,(Q).

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 152 e, nelle caratteristiche (OPI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella
forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 8.7. Tuttavia le
deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!
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Figura 152 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica periodica (si vedano anche le figure analoghe dei
capitoli 4 e 10)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl
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6) FORZANTE GENERICA:

Mg +(Cc() + Csm)g + (Kc(2) + Ketot)ﬂ = Q(t, Q) (8.8.23)
+0o0 +oo
Qe =| Qe dow, Qw2 =] QtYNe/*tdt

Q) = (Qh("t., ﬂ)), (w0 = (@h(;;, Q))

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

qr (6, Q) = (wh(t, ﬂ)) = §(w,Q)e/t dw = 72 a(w, D0 (w, Vet dw. (8.8.24)

§(w,Q) = (Wn(;;' m) = a(0,MQ(0,Q) = [~w*M + jw(Cc(2) + Com) + (Kc(2) + Kero)]Q (w0, Q)

dove in questi casi € utile distinguere nella ricettanza a(w, Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

2N H
~ ~ (ﬂRk QLk) ~
1.9 = 2(©,00(©,0) = Y =200 =
= = jo —s, =
k=1
_ von [ 2kQ@) 2,895
= Zk=1\ " jp_s, ) dRKs (8.8.25)

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

a0 (wQ) |

quelli in cui - € grande, ovvero quando w € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema w,
jo—sg P

contenuta in s, (corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando qfké(w, Q) é grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).

Consideriamo a titolo di pure esempio una forzante generica come quella in Fig. 153 (un tipico segnale passabanda
con frequenza portante wf(£2), ovvero come nella realta appare un segnale puramente armonico). In questo caso
6 (Q) e A(Q) sono le soglie di sensibilita del segnale, utili per determinare in quale range dello spettro il contributo
in frequenza del segnale sia realmente apprezzabile. Per semplicita supporremo che, come spesso accade in
questo caso, §(€2), A(Q2) e la frequenza portante del segnale w(() siano le stesse per ogni componente della

forzante Q((u, Q).
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4 [0n(w) A 05, (@,Q)

5(Q)

> w
0 wr(Q) \ 0
A)

Figura 153 Forzante generica del sistema

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 154. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la banda del carico (w(),A(Q)) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della banda del carico con i rami del diagramma IQ,. rappresentano le bande critiche. Il valore di
smorzamento modale (banda di smorzamento) associato alle bande critiche 1{, pu0 essere facilmente trovato

riportando la banda critica in questione (). sul diagramma dello smorzamento.

. o000 G ()
wPl(‘Q') \ k . . .
A 1 N
A(Q
/?—,wf(ﬂ) ( )
_ | /
wp3 (D) |----mo oo 7
1
1
! w | o~ . A
e ig == =
aZ| -
=3 ' ) -
N é* T TTTTTT e
= g SN -v—’:: BANDA DEL 1((,‘1"_' BANDA DELLO
g w | M- C = =y CARICO SMORZAMENTO
S . 15
v 1
d | ! :
_ 4, : 1 : !
L . 1 -~ L >
L
GENERICA I 5 Q
ARMONICA 1Q¢q Q Q¢
DELLA FORZANTE
\ BANDA
CRITICA

Figura 154 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante generica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso dei diagrammi di Bode. A tale fine dobbiamo
prima specificare una velocita di lavoro della macchina  alla quale studiare il sistema. Riporto quindi tale velocita
Q sul diagramma di Campbell; I'intersezione tra la retta verticale passante per Q e gli N rami del diagramma delle
pulsazioni proprie wp; rappresentano le N pulsazioni proprie del sistema coincidenti, a loro volta, con le pulsazioni
di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare quanto vale la traslazione della h-esima
sezione Wy (w, Q) lungo I'asse z; (nel dominio della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 155).
Per determinare le bande del modulo e della fase della traslazione W, (w, 1) devo determinare sul diagramma di
Bode la banda in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando

la banda del carico con la sezione verticale passante per 0 (si vedano sempre la Fig. 154 e la Fig. 155). ). Lo stesso
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ragionamento puo essere effettuato per la generica componente armonica a pulsazione @ Elwf(ﬁ)

appartenente alla banda I w,(Q) in cui agisce la forzante (Fig. 154 e Fig. 155).

dB(|#Wn (@, D)) Py (@, )
A .?
= ! i : 5 : i ! 5
SN I R R N o N
a i i : S 5 :
= A : ' = | !
S AN A S i '
= J:. A ' ! = ! 1
= Vi | | 3 | |
= |- L i : s 5 !
X Pl : ! : ]
= LY g | l l ‘
I :,I-\ . : —_ . :
—~ ~ N Py ~ ~ ~
0 |9/ |E:N/ |% |% loglowf 0 |\c:-/ IE:(: |Ej” |\C_j; loglowf
X §' & & 5 a, a, Q,
3 3 3 3 3 3 3
wa(ﬁ) w E wa((_l) Ia)f(_(_)) w € ]wf(ﬂ)
BANDA DELLA PULSAZIONE DELLA GENERICA BANDA DELLA PULSAZIONE DELLA GENERICA
FORZANTE ARMONICA DELLA FORZANTE FORZANTE ARMONICA DELLA FORZANTE

Figura 155 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di banda critica I{.. Qualora infatti la
pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una banda critica I€),, la banda
in cui la forzante agirebbe sulla macchina Ia)f((_l) includerebbe proprio una pulsazione propria wp;(Q) e quindi

una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori, al contrario delle vibrazioni flessionali, non ha pili senso parlare di
“whirl forzato” in quanto non stiamo piu studiando la traiettoria del nodo G; ma solamente la traslazione della

sezione a esso solidale wy,, (¢, Q) (per ogni singola armonica w € Ia)f(ﬁ)l) (si veda la Fig. 156):

9.t Q) = (th.("t' Q)) = Re (Q(w, Q)ej“’t) = Re <<Wh(.(;;' Q)) ej“’t>, Whe (£, Q) = Re(W, (0, Q) el?).
(8.8.26)

Tale traslazione oscilla semplicemente alla pulsazione w (uguale per tutti i nodi!) con modulo e fase (contenuti in
Wy (w, Q)) dipendenti dal nodo in questione. Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il
termine esponenziale dovuto allo smorzamento, I'oscillazione della rotazione wy,, (¢t, QL permarra come in Fig. 156
senza mai smorzarsi. Se siamo vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni dell’oscillazione saranno piu grandi, altrimenti saranno piu piccole.

In linea teorica ogni traslazione wy,(t, ) della sezione associata al nodo G, pud oscillare con qualunque
ampiezza e qualunque fase (contenuti in Wy, (w, Q)!). Tuttavia, per il principio di coerenza modale, anche nelle
vibrazioni assiali i modi di vibrare tendono ad avere solamente forme regolari come quelle riportate in Fig. 156.

Questo e dovuto al fatto i rotori sono solitamente di metallo (acciaio, leghe ad alta resistenza, etc) e non di gomma
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o di carta. Di conseguenza, sezioni della macchina adiacenti tra loro non potranno mai avere rotazioni “troppo

diverse” tra loro (in tal caso non potremmo certo parlare di elasticita lineare e materiali linearil).

Come si puo notare dalla Fig. 156 (per ogni singola armonica!), la deformata forzata ¢ di tipo OPI quando non ha
né punti nodali PN né ovviamente punti di inversione Pl (le rotazioni w, (t) tendono a essere tutte in fase). Se
invece esistono dei punti nodali PN, la deformata forzata puo avere dei punti di inversione Pl e di conseguenza

potremo avere deformate forzate 1PI, 2PI, 3Pl a seconda di quante inversioni del moto avvengono.

9o = (W“’h)
= “*) | oerormara Forzatacpr | qu =(Won | [ oerorvata ForzaTa1Pl |

Woh
Weh—1 Weh+1 A

Py Woh-2
3 | : Won-1 Wons1
1 | 1 ] !

ol 3 i : L e el®@ b : F o
] . N BN ¢ b wsle@
T R e A B I NN

' : —>
! : ; i ! L Zrh-2 7 VZfn ¥rher ! 2z
: P P ‘ i
L ' ' H ' i H !
i 1 i i \4 '
H | | !
1 ! *

[ ieniuiancrer) |

w DEFORMATA FORZATA 3P|
e = wh

w € lwp(Q)

'fh+4 1 Zfh+5

WY I
R

X
____:“___________
&

€« ------

2 PN (QUI ANCHE PI)

3 PN (QUI ANCHE PI)

Figura 156 Il concetto di coerenza modale (si vedano anche le figure analoghe dei capitoli 4 e 10)

Naturalmente non e detto che, se ci sono dei punti nodali PN, il moto necessariamente si invertira in essi e che, di
conseguenza, il punto in questione sia per forza un punto di inversione Pl. Possono benissimo esistere punti nodali
PN in cui il moto non si inverte e che quindi non sono punti di inversione PI. | punti di inversione Pl sono quindi un

sottoinsieme dei punti nodali PN (il numero dei Pl e minore o uguale di quello dei PN).
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9o = | Won
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Figura 157 Deformate forzate per rotore elastico con forzante armonica periodica (si vedano anche le figure analoghe dei
capitoli 4 e 10)

Come detto in precedenza, la traslazione della h-esima sezione z,, (t, 1) avviene chiaramente alla pulsazione

della forzante w € wa(f_l) (la stessa per ogni nodo Gy, !). Cid & coerente col fatto che la pulsazione associata alla

deformata forzata in questione € sempre una e una sola, ovvero w € wa(f_l).

Le principali deformate forzate sono rappresentate in Fig. 157 e, nelle caratteristiche (OPI, 1PI, 2PI, 3PI) e nella

forma (IDF, IIDF, IlIDF, etc.), ricordano i modi di vibrare IE, IIE, IlIE, IVE, etc. descritti nel paragrafo 8.7. Tuttavia le

deformate forzate riguardano il moto forzato e non il moto libero, e non vanno dunque confuse con i modi di

vibrare e le deformate modali!

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE:

1) FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
2) FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
3) FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
4) FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl
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9. MODELLAZIONE DI COMPONENTI COMPLESSI 3D E
INTERAZIONE FLUIDO-STRUTTURA

Modellazione termo-elasto-fluidodinamica di componenti complessi 3D e dell’interazione fluido-struttura (palettature,

camera di combustione, cuscini a fluido, etc.)

In questo capitolo tratteremo a livello basilare la modellazione di componenti complessi 3D per i quali
naturalmente non valgono le ipotesi fatte nei capitoli precedenti. Particolare attenzione sara data al caso in cui un
dominio solido interagisce con un dominio fluido (interazione fluido-struttura) (Fig. 158), una situazione molto
comune in turbomacchine e motori (si pensi a palettature / giranti, alle camere di combustione e a elementi di

forza quali cuscini a fluido e tenute).

Gli strumenti sviluppati in questo capitolo saranno usati nel capitolo successivo per studiare piu nel dettaglio la

modellazione di rotori elastici complessi 3D e delle forzanti di fluido derivanti da palettature e giranti.
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CONDIZIONI AL BORDO
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Figura 158 Interazione tra dominio solido e dominio fluido e relative condizioni iniziali e al bordo

9.1 Teorema del trasporto

Introduciamo adesso uno dei teoremi pil importanti di tutta I'ingegneria, dal quale potremo derivare facilmente

le varie leggi di conservazione, ovvero il teorema del trasporto (o teorema di Reynolds). Si faccia riferimento alla
Fig. 159 per la notazione.

bs(x,1)

FRONTIERA
N

DOMINIO
14

X

w(x,t)

GENERICO PUNTO
DELLA FRONTIERA S

Y fx0)
x b(x,t)
GENERICO PUNTO
O z DEL DOMINIO V

Figura 159 Generico volume di controllo

Si consideri il volume di controllo V di frontiera S = dV, volume non troppo piccolo in modo che possano essere
trascurati a livello locale gli effetti atomici / molecolare e in modo che siano valide le ipotesi base del continuo di

Cauchy. Supponiamo che nel generico punto x il mezzo abbia velocita v(x, t) e che la frontiera (di normale n(x, t))

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 243



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

si muova con velocita w(x, t). Supponiamo inoltre di associare a ogni punto del mezzo x una generica proprieta

f (x, t), chiamata anche “effetto” (ad esempio, come vedremo, la densita, la densita di quantita di moto, la densita

di energia, etc.). Chiameremo invece “causa” di volume b(x, t) e di superficie bs(x, t) quella generica azione che
produce una variazione di tale effetto (creazione/distruzione di massa, densita di forza, densita di potenza

meccanica o termica, etc.). Si noti che f(x,t) pud essere uno scalare, un vettore, una matrice, etc., cosi come

ovviamente b(x, t), bs(x, t).

Fatte queste premesse, il teorema del trasporto afferma che la variazione complessiva della quantita f (x, t) nel

volume di controllo & uguale alla variazione di tale quantita all’interno di tale volume piu il flusso di tale quantita

sulla superficie (ovvero quello che entra e quello che esce). Si ha dunque:

a
L o f@t)dv = [, E(t)av+ [, f(xt) (w'n)ds. (9.1.1)

Tale risultato puo essere dimostrato, ad esempio, come segue. Consideriamo I’evoluzione del dominio V(t) in un

intervallo di tempo “sufficientemente piccolo” At: V(t + At). Dalla definizione di derivata si ha:

d :
v fxt)dv = lim (9.1.2)

-0 At

(fV(t+At)£(£‘t+At) dV—fV(:)ﬁ(&t) dV)

Chiamiamo V; (t),V,(t) i volumetti indicati in Fig. 160.

V(t+ At)

A10)
w(x,t)
dV = dSAh
Y n(xt)
X
\
1
! Ah = wTnAt
Of z
V(o) P
S(t)

Figura 160 Spostamento del volume di controllo

Si ha percio:
Jresapnft+at)av = [ flxt+a)dv+[,  flxt+ae)dv—[,  flxt+a)dv  (9.13)
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e la (9.1.1) diviene dunque
d
o flxt)av = (9.1.4)

V(t)f(x t+At)dv — fv(t)f(x t)av v (t)f(x t+At)dV — fV (t)f(x t+At) dv
At—0 At At—0 At

A questo punto nel primo termine posso portare il limite dentro gli integrali (sto integrando sul solito dominio!)

e ottengo

lim

fV(t) j_r(%t"'At) dV—fV(t)f(E't) av
At—0

= = ) V(tm(x t)av. (9.1.5)

Nel secondo termine si nota che invece che, se At é sufficientemente piccolo, il volume infinitesimo dV puo

essere scritto come
dV = AhdS = wTnAtdS. (9.1.6)

Introducendo la (9.1.6) nella (9.1.4), si ha percio, nell'ipotesi che f(g,t + At) non vari lungo lo spessore Ah in

guanto sufficiente piccolo:
Foflot+ae)dv— [, flot+ae)dv = [, f(xt+At) ArdS = [; ) f(x ¢ +At) wnAedS . (9.1.7)

e di conseguenza:

lim

At—0

Jrpo fot+at) av—J, o f(xt+at) dv
( vl AtV ® ) = fs(t) ﬁ(ﬁ' t)(wTﬂ)dS. (9.1.8)

Abbiamo cosi ottenuto il teorema del trasporto e, nel caso in cui il volume di controllo si muova seguendo il moto

del mezzo w = v, abbiamo

of
o f@t) av = [, 5o t) dv + [, f(xt) (2Tn) ds. (9.1.9)

9.2 Equazione di Cauchy e leggi di conservazione

A partire dal teorema del trasporto é facilmente ottenibile I'’equazione di Cauchy, I'equazione fondamentale della
meccanica del continuo. Estendendo il secondo Principio della Dinamica ai mezzi continui, si ipotizza che la
variazione complessiva degli “effetti” nel volume di controllo sia uguale alla somma di tutte le cause presenti nello

stesso volume (sia all’interno del dominio che sulla sua superficie):

d
Efv(t)zdv = fv(t)g dv + fS(t) b fv(t)b dv + f s Hn dS (9.2.1)

Dove, in accordo con la teoria di Cauchy, abbiamo espresso le “cause” di superficie come Qs(g, t) = Hn. Nel caso

in cui bg sia uno scalare, allora H sara un vettore hT.
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Dalla (9.1.9) e dalla (9.2.1) si ricava

a
Hn dS = [, 2 dv + f, f (v"n) dS 9.2.2)

fV bdv + fs © e

= ®

da cui, applicando il teorema della divergenza ai secondi termini di ciascun membro, si ha

: _or _ .
Jyo b dV + [, div(H) AV = [, 2= dV + [, div(foT) av. (9.2.3)

Si ricordi che, data una qualunque matrice A(g, t), si ha

a div af
A(x,t) = |d]|, div (A(g, t)) = |div al|. (9.2.4)
ai div af

A questo punto, ricordando che per il Lemma Fondamentale del Calcolo delle Variazioni si ha (per una generica

funzione g(g, t)):
fV(t) a(x,t) dv=0 VW = a(xt)=0, (9.2.5)
dalla (9.2.3) otteniamo immediatamente I'equazione di Cauchy:

% +div (ﬁZT) = b + div(H). (9.2.6)

L’applicazione sistematica dell’equazione di Cauchy alle varie coppie di grandezze “causa” — “effetto” ci

permettera di ricavare tutte le leggi di conservazione dell’'ingegneria.

9.3 Conservazione della massa

La prima legge di conservazione riguarda la massa (equazione di continuita). In questo caso I"’effetto” f € la

densita p mentre si suppone che non ci siano “cause” (non ci sono fenomeno che creano e distruggono massa):
b=0eH =0.La(9.2.6) produce dunque:

ap . _
> + dlv(pg) = 0. (9.3.1)

Nel segui useremo I'equazione di continuita per i fluidi ma non per i solidi.

9.4 Conservazione della quantita di moto

CONSERVAZIONE DELLA QUANTITA’ DI MOTO NEI FLUIDI

La seconda legge di conservazione riguarda la quantita di moto. In questo caso |’ effetto” f & la densita di quantita
di moto pv mentre le “cause” di volume sono le azioni esterne b = pf, e le cause di superficie sono gli stress nel

fluido H = 0 = —plgy3 + pu(J, + JT) + A div v I35 (per un fluido Newtoniano). La (9.2.6) produce dunque:
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a(pv)

- T div(pvv™) = pfe + div(o). (9.4.1)

p(3+],v) = pf, +div(o). (9.4.2)

La (9.4.2) e pil generale delle equazioni di Navier — Stokes perché in generale le costanti di Lame del fluido possono
dipendere da temperature e pressione u(p, T), A(p, T) (si pensi agli oli!). Se tali parametri sono ipotizzati costanti,

svolgendo i calcoli e riordinando i termini, si ottengono come detto le equazioni di Navier — Stokes:

p (Z—f +]uz) = —Vp + phv + (u + HV(divv) + pf, . (9.4.3)

CONSERVAZIONE DELLA QUANTITA’ DI MOTO NEI SOLIDI
Per quanto riguarda i solidi, se supponiamo che gli spostamenti elastici u e le loro derivate siano piccoli (studiamo
il problema ai “piccoli spostamenti”) e se supponiamo che I’elasticita sia lineare (materiali lineari), avremo che

ou
v=— (9.4.4)

e quindi, se trascuriamo i termini di ordine superiore al primo , dalla (9.4.2), abbiamo (sparisce il termini non
lineare convettivo!):

0%u ,
Pz = pfe + div(o). (9.4.5)

Se adottiamo dunque dei modelli termo-elastici lineari per il materiale avremo dunque:

o = C(T)e + D(T)é + Cr(Tep(T —Tp) & = 2 (9.4.6)

in cui C & il tensore elastico di Hooke (quarto ordine), D & il tensore viscoso (modello di smorzamento del
materiale linearizzato, il pil semplice possibile) e C=‘T e il tensore che lega gli strain termici er (dovuti alla
dilatazione termica e funzioni quindi della temperatura T) agli stress termici. Si ricorda infine che, per un materiale
isotropo:

_ Jutlu

o= A(div g) I3,3 + 2ue, € > (9.4.7)

dove come sempre A(T) e u(T) sono le costanti di Lame del materiale. Per materiali isotropi, se non si
considerano gli effetti viscosi e termici, e se tutti i parametri del problema sono costanti (in particolare non
dipendono da T), allora le equazioni (9.4.5), producono le equazioni di Navier (da non confondere con quelle di

Navier — Stokes!):

2%u .
p5 = phu + (u+ DV(divu) + pf, - (9.4.8)
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9.5 Conservazione dell’energia

CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA NEI FLUIDI

La terza legge di conservazione riguarda infine I’energia di moto. In questo caso I'’effetto” f € la densita di energia

1 2 . - e .
e =Ep||y|| + pu(p, T) (dove I'equazione per I'energia interna specifica u(p,T) & supposta nota) mentre le
“cause” di volume sono le sorgenti di potenza specifica meccanica ET-pfe (la potenza associata alle azioni

esterne), potenza associata alle dissipazioni viscose nel fluido vTdiv(a) (con o = —plses + u(J, +J7) +

A div v I3,3) e le sorgenti di potenza specifica termica f, (ad esempio la presenza di fonti di calore esterne). Le
“cause” di superficie sono invece la potenza termica specifica associata al vettore flusso termico hT = —qT. La

(9.2.6) produce dunque:

2+ div (ev) = v" - pf, +v"div(0) + f, — divg. (9.5.1)

CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA NEI SOLIDI

Nel caso dei solidi € possibile usare nuovamente la (9.5.1)
% + div (eg) =v"-pf, + v'div(o) + f, — divg (9.5.2)

ricordando che, come nel caso della quantita di moto:

L e=2pllvl’ +pu(m), o=ET)e+DMé+Cr(Ner(T—Ty), e =

JutJu
at’ ’

v (9.5.2)

dove € : 0 = Y Ep0p;. In prima approssimazione, & lecito trascurare nella (9.5.2) i termini di ordine superiore

al secondo. Anche per i solidi naturalmente I'equazione per I'energia interna specifica u(T) & supposta nota.

BILANCIO EQUAZIONI - INCOGNITE

Prima di procedere oltre & utile fare un bilancio tra equazioni ed incognite sia per i fluidi che per i solidi. Per quanto
riguarda i fluidi, ricordando che per chiudere il problema & necessario conoscere I'equazione per I‘energia interna

specifica, I'equazione di stato del fluido e il modello di trasmissione del calore
u=ulT), flpT)=0, q=q@®TVNT), (9.5.3)

il bilancio equazioni —incognite & riportato in Tab. 3.
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NUMERO DI EQUAZIONI

NUMERO DI INCOGNITE

CONTINUITA’ 1 equazione Pressione-p ->1
EQ. DELLA QDM 3 equazioni Velocita-v ->3
EQ. DELLUENERGIA 1 equazione Densita-p ->1
EQ. PER EN. INT. 1 equazione Temperatura-T -> 1
EQ. DI STATO 1 equazione Energiainterna-u ->1
EQ. DEL CALORE 3 equazioni Flusso termico - g ->3
Totale 10 equazioni 10 incognite

Tabella 3 Bilancio equazioni — incognite per un fluido

Per quanto riguarda invece i solidi, ricordando che per chiudere il problema & necessario nuovamente conoscere

I’equazione per I‘energia interna specifica, I'equazione di stato del solido e il modello di trasmissione del calore

u=u(T), f(pT)=0,

il bilancio equazioni — incognite é riportato in Tab. 4.

q=q(T,¥T), (9.5.3)

NUMERO DI EQUAZIONI

NUMERO DI INCOGNITE

EQ. DELLA QDM 3 equazioni Spostamenti elastici - u -> 3
EQ. DELLUENERGIA 1 equazione Densita-p->1

EQ. PER EN. INT 1 equazione Temperatura-T -> 1
EQ. DI STATO 1 equazione Energia interna-u ->1
EQ. DEL CALORE 3 equazioni Flusso termico - g -> 3
Totale 9 equazioni 9 incognite

Tabella 4 Bilancio equazioni — incognite per un solido

9.6 Condizioni iniziali, condizioni al bordo e condizioni di
accoppiamento

Per chiudere in modo corretto il modello di un sistema caratterizzato da un dominio fluido Ve e da un dominio

solido Vs (vedi Fig. 161) e necessario porre particolare attenzione alla condizioni iniziali e al bordo da imporre su

tali domini e, soprattutto, alle condizioni al bordo da imporre sulla superficie di interazione tra i due domini.
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CONDIZIONI AL BORDO
DI INTERAZIONE
——————— ~ (sBC)

CONDIZIONI AL

1
BORDFO ELUDO s FRONTIERA DI
(FBC) INTERAZIONE

\

CONDIZIONI
INIZIALI FLUDO
(FIC)

CONDIZIONI AL

BORDO SOLIDO
CONDIZIONI (s8C)

INIZIALI SOLIDO
(sic)

Figura 161 Interazione tra dominio solido e dominio fluido e relative condizioni iniziali e al bordo

Una possibile scelta di condizioni iniziali / al bordo (tra le tante possibili!) & la seguente:

1)

2)

3)

DOMINIO FLUIDO: Vf
Condizione al bordo (FBC)

v=vs, p=ps, T=T; q=qf su opportune zone di Sy . (9.6.1)
Condizione inziali (FIC):
v=Vor, DP=Dor T =Tof, q = oy, per t =ty suly . (9.6.2)

DOMINIO SOLIDO: Vg
Condizione al bordo (SBC)

u=u, o=o0; T=T, q=gq;s su opportune zone di Ss . (9.6.3)

Condizione inziali (SIC):

ou
U=Uys, 5 = Vo T=Tos, q=qos per t =tgs, suls. (9.6.4)

SUPERFICIE DI INTERAZIONE: S;
Condizione al bordo (IBC)

f
v/ = %, ocfn=0%n, T/=TS5, ¢ =¢° su opportune zone di S; . (9.6.5)

Le condizioni al bordo sulla superficie di interazione S; mirano a garantire la continuita delle velocita, degli

stress, delle temperature e del flusso termico.
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10. MODELLAZIONE DI ROTORI ELASTICI COMPLESSI 3D E
DELLE FORZANTI DI FLUDO

Tipico schema di rotore elastico 1D per analisi assiale

In questo capitolo sfrutteremo gli strumenti sviluppati nella precedente sezione per studiare piu nel dettaglio la

modellazione di rotori elastici complessi 3D e delle forzanti di fluido derivanti da palettature e giranti.

10.1 Equazioni di moto (approccio Lagrangiano)

Per modellare rotori elastici complessi 3D faremo uso in questo capitolo della teoria dell’elasticita classica 3D
(teoria localmente a 3DOF, ovvero le 3 traslazioni nello spazio del generico punto del dominio). Tale approccio si
rende necessario quando non & pil possibile disaccoppiare tra loro le dinamiche flessionale (4DOF), torsionale
(1DOF) e assiale (1DOF) della trave e quando non & neanche possibile usare una teoria della trave 1D a 6 DOF (o,

come spesso accade, non € pil conveniente in termini di rapporto accuratezza efficienza).

Introduciamo intanto il problema e fissiamo la nomenclatura nell’ottica di sviluppare un modello FEM di macchina
rotante 3D (a 3 DOF per nodo e a elementi tetraedrici con 4 nodi per elemento) per studiare la dinamica del rotore
complesso. Naturalmente la tipologia di elemento e stata scelta per semplicita a titolo di esempio per illustrare il
ragionamento. Solitamente per componenti assialsimmetrici come 'albero & conveniente usare elementi esaedrici
che sfruttino tale simmetria. Per elementi geometricamente complessi come palettature, giranti e cuscini € spesso

invece conveniente usare elementi tetraedrici (si veda la Fig. 162 e la bibliografia).

Supponiamo come sempre che la mesh sia nota (posizione dei nodi, caratteristiche degli elementi e funzioni di
forma note). Non entreremo in seguito in questi argomenti che supporremo noti. Si consideri quindi la situazione

descritta in Fig. 162.
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Gi;(0)
(t) (), 0)
Vj
CONFIGURAZIONE . Q
DEFORMATA

ZONA DI INTERAZIONE
PALARE

’_Ck = gk \T ZJ - 4
Xr NYf x5 Vs V;
Q CONFIGURAZIONE
_Z____ Z_ ________________________________________________________ -t INDEFORMATA
' s
Of Os

Os ¢s

. . z

Os ¢s

ZONA DI INTERAZIONE
COL CUSCINO

Figura 162 Modello FEM di rotore elastico 3D con elementi tetraedrici a 4 nodi per elemento e 3DOF per nodo
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Lo spostamento complessivo del generico nodo G, della configurazione deformata pud essere pensato come la
somma dello spostamento rigido del corrispondente nodo nella configurazione indeformata Gy, e dello

spostamento elastico associato a tale nodo Gy — Gy,.

Per quanto riguarda lo spostamento rigido, supponiamoper adesso che la terna solidale alla configurazioni

indeformata (che assorbe lo spostamento rigido) abbia atto di moto rispetto alla terna fissa:

05, Os b5 Ps, (10.1.1)
Xos . J.Cos 905 ) éos
Os=|(%os | Ops=|Yos |,  Ds=|Yos | &s=|1hos | (10.1.2)
Xos Zys Dos (pos
Si ha percio:
QkOf = QSf +R (fs) gkOSr gkof = st + Wy (gs:és) X (Qkof - st) = st + Wr (QS'QS) X R (QS) QkOs
(10.1.3)
Xk
dove chiaramente Gjos = Gro = X; = <yk> € noto essendo noti i nodi della mesh.
Zk

Per quanto riguarda invece lo spostamento elastico si introducono le grandezze nodali legate al nodo in questione
(i tre spostamenti elastici spaziali per questo modello FEM a 3DOF per nodo) espresse nella corrispondente terna
nodale in configurazione indeformata centrata in Gy, (per semplicita prenderemo tali terne sempre parallele alla

terna solidale associata alla configurazione indeformata e centrata in O;):

Gko

Uy U
(Gx = Gro), = (Gr = Gro) = Gi(t) = (vk>, G = G(t) = <vk). k=1..NN  (10.1.4)

Wi

Wi

Xii
j
CONFIGURAZIONE CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA Gij=x;;=Yi DEFORMATA G;j(6) Y
Zij Wij

Figura 163 Schema FEM 3D con elementi tetraedrici a 4 nodi per elemento e 3 DOF per nodo
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Si introducono poi, sempre per quanto riguarda lo spostamento elastico e sempre espresse nella corrispondente
terna in configurazione indeformata centrata in G;, (vedi le Fig. 162 e 163), le grandezze nodali legate ai nodi del
generico elemento (i tre spostamenti nello spazio essendo una teoria fisica localmente a 3DOF). Dal momento che

stiamo considerando un elemento tetraedrico a 4 nodi per elementi (e 3DOF per nodo) avremo:

Xij U;j Uj
Zij Wij Wij

Per quanto riguarda il generico elemento € utile anche introdurre la soluzione fisica espressa nella corrispondente

terna in configurazione indeformata centrata in G;,, ovvero la soluzione che otterrei se risolvessi analiticamente

le equazioni della teoria dell’elasticita:

Xj U; U;
Qio=£j=<yj>, Q,-@j,t)=(vj>, G ={%) Jj=1.NE  (1016)

Zj Wj Wj

Naturalmente tali variabili dipendono sia dallo spazio che dal tempo, al contrario delle variabili nodali che

dipendono invece solamente dal tempo (la posizione del nodo nello spazio é fissata).

Abbiamo ora tutti gli elementi per definire il vettore della variabili nodali e il vettore contente tutte le variabili

Lagrangiane del sistema:

Uy 21
Qi (t) = (w) € RPOFN=3, k= 1..NN, q(t) = ( )RDOFNWN:WN (10.1.7)
- Wy - 4qnnN
e le equivalenti grandezze per il generico elemento:
U;j uj
q;(t) = (w,-) € RPOFN=3 i (x;,0) = (vj) € RPOFN=3 i =1 .NE, i=1..Ne=4 (10.1.8)
a Wij w;
@)
q;(t) = ( ) € RPOFN=Ne=3+4=12 = ; — 1 _ NE (10.1.9)
- gNej

dove q;(t) € il vettore che contiene le variabili nodali dei nodi appartenenti all’elemento considerato g;;(t). Un
utile strumento per estrarre q; e q; dal vettore contente tutte le variabili lagrangiane g sono le matrici di

connessione (matrici binarie formate daO e 1):
A = Jkq, q; = Hq. (10.1.10)
Usando un approccio Lagrangiano, dovremo arrivare ascrivere le equazioni di Lagrange per il nostro sistema

d (oL oL

E(a‘g)T - <@)T = Que, L=T-V. (10.1.12)

Dovremo quindi essere in grado di scrivere I'energia cinetica T, I’energia potenziale IV e le azioni Lagrangiane non

conservative del nostro sistema.
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Alla fine (si vedano sempre le Fig. 162 e 163) dovremo considerare i seguenti componenti della macchina rotante

3D:

1)

2)

3)

COMPONENTI CONCENTRATI: entita concentrate dotate di massa e inerzia ma non di proprieta elastiche;
i componenti concentrati dovranno essere posizionati sull’albero, solidalmente collegati a un nodo di
riferimento del modello FEM (naturalmente non tutti i nodi sono associati a un componente
concentrato!). Tali componenti avranno un’energia cinetica T, (d sta per disk) e un’energia potenziale
Vai solitamente trascurabile (V;;, = cost).

COMPONENTI DISTRIBUITI / ELASTICI: entita distribuite dotate di massa, inerzia e di proprieta elastiche; i
componenti elastici sono quasi sempre associati agli elementi del modello FEM. Tali componenti avranno
un’energia cinetica T; e un’energia potenziale V;.

COMPONENTI ESTERNI / NON CONSERVATIVI: comprendono tutto quello che agisce sulla macchina
dall’esterno come forzanti esterne (carichi palari / forzanti di fluido, azioni dovute a motori/generatori,
azione della gravita o di altri campi di forza esterni, etc.), componenti modellabili come elementi di forza
(cuscini, tenute, giunti, riduttori, etc.), smorzamento del materiali e altri effetti strutturali non conservativi
modellati come azioni esterne usando il Principio dei Lavori Virtuali. | componenti esterni / non

conservativi sono chiaramente associati alle azioni Lagrangiane non conservative Q. In questo capitolo

parleremo delle forzanti esterne piu comuni e in modo assai semplificato dello smorzamento.
Successivamente parleremo degli elementi di forza e soprattutto dei cuscini fluidodinamici,
soffermandoci sull’applicazione dei carichi di pressione da essi generati sull’albero (si vedano i modelli
sviluppati nel capitolo 5). Infine analizzeremo le forzanti di fluido (interazione fluido-struttura) a livello
palare, focalizzandoci anche in questo caso sull’applicazione dei carichi di pressione generati dal fluido

sulle palette e sull’albero (si vedano i modelli sviluppati nel capitolo 9).

Nel complesso avremo dunque

L=T—-V =3 Ty + 3V T - X2, V. (10.1.12)

Prima di procedere, riassumiamo infine le ipotesi semplificative che faremo in seguito:

come gia detto, faremo uso della teoria dell’elasticita classica 3D (teoria localmente a 3DOF, ovvero le 3
traslazioni nello spazio del generico punto del dominio). Il generico nodo puo quindi traslare nello spazio
con 3DOF disponibili G.

elasticita lineare (caratteristiche elastiche dei materiali lineari), materiali isotropi.

trascureremo per semplicita gli effetti termici all’interno del solido.

10.2 Elementi concentrati

Per quanto riguarda gli elementi concentrati, modellabili come masse concentrate m, solidalmente collegate alla

terna associata al generico nodo k-esimo, calcoleremo I'energia cinetica Ty, e trascureremo I'energia potenziale

Vi = cost:sitrascurano perora le variazioni di quota di elementi e gli effetti della gravita (la gravita verra trattata
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come azione esterna in seguito). L'energia cinetica T, puo essere calcolata come ricordando I'espressione

dell’energia cinetica del generico corpo rigido:
1 2 . . . .
Tar = ;mdk“EGk” v Y = Grerp + Grretf = Grers TR (fs)gk (10.2.1)

thrf = st + Wy (Qs'és) XR (ﬂs) (QROS + Qk) = Qkof + Wy (fs:és) X R (fs)gk

dove la prima parte di vz, € la velocita di trascinamento del nodo (come se fosse solidale alla terna associata alla
configurazione indeformata; tale velocita é collegata allo spostamento rigido) mentre la seconda parte & la velocita
relativa del nodo (collegata allo spostamento elastico). Si noti che non & presente la parte rotazionale dell’energia
cinetica per in questo schema FEM stiamo considerando solamente i 3 DOF traslazionale del nodo Gy e non i 3DOF

rotazionali associati alla terna a esso solidale (soluzione molto comune in applicazioni strutturali).

Supponendo ora che il moto rigido della configurazione indeformata rispetto al sistema inerziale sia una rotazione

uniforme attorno all’asse z a velocita angolare () costante (la speed della macchina!), si ha

Xos ) 5605 905 0 . 905 0
Os=|%os |=0, 0Ops=|(Yos|=0, gsz Yos | =(0 | gsz l[)os ={0 (10.2.2)
Xos Zos Pos Ot Dos Q
e quindi
0 0 Uy 0 0
vor = R0 [{ 0 ) X Gro + (0 ) % G| + R0 [ 0 | = R0 |[ 0 ) x e+ 0 ) x a1 | + R, QD)
Q Q Wy Q Q
(10.2.3)
0
Q

La (10.2.2) e chiaramente solamente solo un’approssimazione. La componente rigida dello spostamento
complessivo dei nodi G pud essere descritta anche simulando in modo esatto I’evoluzione dell’atto di moto rigido
O, QS, QS, és senza imporlo a priori in modo approssimato come nella (10.2.2). Si entra in questo caso nella
modellazione “flexible multibody” (che qui non tratteremo!), naturale generalizzazione del FEM in grado di

descrivere il moto di corpi flessibili anche per grandi spostamenti rigidi.

In cui by, € un vettore costante noto. Per praticita i prodotti vettoriali possono essere rappresentati matricialmente

come
a; b1 0 —as a,
axb= <a2> X (bz) = S(@)b, S(a) = [ az 0 —all. (10.2.4)
a3 b3 _az a1 0
Si ha percio
0
Vg = R,(Q0) [y + Q4ge + 4], A=5( (0] | (10.2.5)
o 1

In definitiva si ha dunque per I'energia cinetica:
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1, . 1 1 . .
Tay = ;Q;ZMdkgk + EQZQIZATMdkAgk + ;QZQszka + Q2bg Ma Aqy + Qb Mg Gic + Qg A" Mgy Gy (10.2.7)

Tae = = GEMardn + = 02qLA Mg Agy +T Q?bi Mg Aqy + Qb Mar Gy + Qqi AT Mgy q
ake = 5 QeMa Qi + 5 Qe A" MareAdic + Toar + 7Dy MarAGQue + 2D Mage Qe + 4091 A" Mar Qe

con

Mark 0 0
(10.2.8)

Mgy = [ 0 mg O
0 0 Mak
| termini appena ricavati contribuiranno, come vedremo, alla matrice delle masse del sistema, alla matrice
giroscopica e due effetti non descrivibili mediante modelli di trave 1D, ovvero I'effetto di dilatazione centrifuga e

I'irrigidimento / ammorbidimento dinamico dell’albero.

10.3  Elementi elastici

Per calcolare I'energia cinetica T; e I'energia potenziale elastica V; degli elementi elastici faremo uso della teoria
classica dell’elasticita per corpi 3D lineari e isotropi (teoria a 3 DOF locali, ovvero le tre traslazioni spaziali del
generico punto Qj(gj,t) = gj(gj,t) del dominio V; considerato). Per la nomenclatura si faccia riferimento alle

Fig. 162 e Fig. 163.

Una volta richiamata la nomenclatura, & il momento di introdurre la cosi detta approssimazione FEM per questo

problema:

ui(xt) = vi(xpt) | =N(x)g;® = Na(x)) |g,@®. ¢, =] - (10.3.1)

wj(x;,t) Nj3(x;)

L'idea alla base del FEM e infatti quella di determinare la soluzione del problema solamente in alcuni punti specifici

ui(x).t) Nix(x) (Elf )

gNej

del dominio (e degli elementi della mesh in cui il dominio & suddiviso), ovvero nei nodi. Si ignora di conseguenza
come si comporti realmente la soluzione all’'interno dell’elemento e si prova ad approssimare il suo andamento in
questa zona supponendo che esso sia una combinazione lineare dei valori presi dalla soluzione ai nodi (cioe delle
variabili nodali). Il modo pili generale per scrivere questa combinazione lineare & la (10.3.1). Naturalmente, poiché
la posizione spaziale dei nodi & bloccata, le variabili nodali dipendono solo dal tempo. Di conseguenza la
dipendenza della soluzione fisica gj(gj, t) dallo spazio viene presa in carico dalla matrice / funzione di forma
Nj(gj). In questo caso Nj(gj) € una matrice 3x12 (coerentemente con la (10.3.1)) composta da 3 righe Njh(zf)
1x12 (h = 1,2,3) e ognuno dei sui 36 elementi & fatto da polinomi interpolanti. Piu & alto il grado di questi polinomi
(e quindi l'ordine dell’elemento) maggiore sara I'accuratezza dell’elemento in questione e la sua capacita di
garantire la continuita della soluzione, la continuita delle sue derivate prime e cosi via. L’aver scelto come funzioni
interpolanti dei polinomi rende i calcoli successivi molto semplici (si noti come il prodotto di polinomi & sempre
un polinomio e la derivazione / integrazione di polinomi producono sempre polinomi e sono estremamente facili

da effettuare).
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E infine fondamentale notare come I'approssimazione FEM (10.3.1) separi di fatto la dipendenza spaziale (x;) da
guella temporale. Questo trasforma immediatamente ogni derivata parziale di gj(gj, t) in una derivata ordinaria
di N](&) (nel caso di derivate spaziali) e diq;(t) (nel caso di derivate temporali). Questa trasformazione ha il

notevole effetto di tramutare sistemi di equazioni differenziali alle derivate parziali (PDE) in sistemi di equazioni
differenziali ordinarie (ODE) molto piu semplici da risolvere e che costituiscono il punto di arrivo quando si

discretizza una teoria fisica con un approccio FEM.

Come abbiamo gia visto, la teoria classica dell’elasticita per corpi 3D lineari e isotropi & governata dalle equazioni

di Navier

aZ
P atz p]fe] + dlv(a]) (10.3.2)

dove p; ¢ la densita del materiale (qui supposta non dipendente dalla temperatura) e f,; rappresentano le azioni

esterne. Per materiali lineari e isotropi vale la seguente relazione costitutiva:

au]h auﬂ

g = %(]w + ]L.), Ein = (— +24), hi=12,3 (10.3.3)

axl axh
g = A(div gj) I3x3 + 2p¢;

WA sono le costanti di Lame del materiale (sempre supposte non dipendenti dalla temperatura).

Ingegneristicamente e computazionalmente conviene impilare le componenti dei tensori di strain e si stress in

g.
j11 0j11
81_22 /0}'22\

opportuni vettori di 6 elementi:

€]33 0i33
— 1 | J
| 260, | 9= | o, (10.3.4)
\28123 0j23
2¢j13 9j13
Adottando questa convenzione, la legge di Hooke assume la forma
1-v v v 0 0 0
v 1-v v 8 0 0 ]
_ E | v v 1—v 0 0 |
oy =Cg, C= aa-2n| 0 0 0 (1-2v)/2 0 0 | (10.3.5)
o 0 0 0 (1 - 2v)/2 0 J
0 0 0 0 0 (1-2v)/2

In cui la matrice elastica C (matrice 6x6) prende il posto del tensore elastico del quarto ordine C__'(T) (qui supposto

non dipendente dalla temperatura, si veda la (9.4.6)), E € il modulo di Young e v ¢ il coefficiente di Poisson.

Troviamo ora I'energia potenziale elastica del generico elemento V;:
1 ! T 1 T
Eij Zh,l gjhlo-jhl av = EfVe é] g]dV = EfVe §] CéjdV . (1036)

Occorre ora introdurre I"approssimazione FEM nel calcolo di €:
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w(x,t) AEN)

q;(xpt) = | vix;t) | =N(x)q;®) = | Na(x)) | g0

wy(x),t) Njs(x;)

A partire dalla definizione di € (si veda la (10.3.3)) si ottiene

&j <2j(£j't)) = Bj(xj)q;(t)
dove la matrice B;(x;) (di dimensioni 6x12) ha la forma:

I ONqj(x)) ]
an
ON3j(x))
ay,-
ON3j(x))
aZj

Bj(x;) = ON1jp  aNgx)] |-

+

ON3;(x;) + ON3j(x))
az,- ay,-

[aNu‘@j) n aN3j(£j):|

az]- ax]

Si ha percio, per I'energia potenziale elastica V;:

_1 _1 T pT _1r T _17
V=), &7 Ceydv =1 f, afBICBia; dv; =34 [[, BICB;dvj]q; =54/ Kq,

j

(10.3.7)

(10.3.8)

(10.3.9)

(10.3.10)

Il termine appena trovato contribuira alla matrice di rigidezza del sistema. Il calcolo dell’energia potenziale elastica

del generico elemento T;

2
=10, pllusav

(10.3.10)

richiede nuovamente il calcolo della velocita v;; del generico punto nel dominio V; che, dalla (10.2.5), sappiamo

essere

vg;(x),t) = R,(QD)

@ x+ @ < (x.)

Grazie all’approssimazione FEM si ha dunque:

+R,(Q0u;(x;, t).

vej(x),t) = R, (V) [ng + QAN (x;)q; () + I\G(ﬁf)z'j(t)]-

Inserendo la (10.3.12) e svolgendo i prodotti si ottiene:

1 . . 1 1
Ty=5 4] [f, P NN av]; +50%] |f, pNTATAN; av|q; +502 |, pbfb; dv|+

T
+Qq;

f pN[ATN; av f pb]N; dV
Vi Vi Vi
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Qj+Q

f b AN; AV

+ R,(Q01;(x), t) = R,(QY)[Qb; + QAu;(x;,t)] +

(10.3.11)

(10.3.12)

(10.3.13)
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_ 1.7 . 1 T T . T . T
=5 G Md; +50%4 Kujqy + To, + 2 45 Aid; + W 4, + QEjg; .

Anche per elementi elastici i termini appena ricavati contribuiranno, come vedremo, alla matrice delle masse del
sistema, alla matrice giroscopica e due effetti non descrivibili mediante modelli di trave 1D, ovvero |'effetto di

dilatazione centrifuga e l'irrigidimento / ammorbidimento dinamico dell’albero.

10.4 Assemblaggio delle equazioni

L’assemblaggio della equazioni di moto & abbastanza facile una volta determinati i vari contributi. Ricordando

che
L=T-V=YTy+3¥5T, -3V, (10.4.1)
allaluce deirisultati per paragrafo 10.3, possiamo scrivere per gli elementi concentrati e per gli elementi distribuiti:

1. .1 . .
Tay = EQIZMdek + EQZQIZATMdkAgk + Toax + Q*bi Mar Ay + Qb MayGic + Qqi A" Mgy Gy (10.4.2)

—_

V}'zfq Kjq;
_1.r . 1 T T . T . T
Ty =5 Mg +50°0Kujg; + To, + 2.7 445 + QW45 + QEj g,

Introducendo le (10.4.2) nella (10.4.1) e usando le matrici di connessione g, = Jxq e q; = H;q, si ottiene

1

Vetor = Lez1 V Z] TK T(Z HTKH)CI = q Ketotq (10.4.3)

E E T . 1 E NE T
Tetot = ] q H M]H]q +—.QZ qT ] H] KM]H]q + TO +
j=1 2 j=1 - 2 - j=1 -

r NE - NE T 5 NE T
+0q Z,-:le AH; G + QZjZlv_V,- Hig+9 Z}_ﬂg Hyq =

1 . .
_-QZQTKMetotQ +To + 0 gTAetotg + QV_VetotTﬂ + -ngetotTg

1,
= _gMetotg + >

2

NN NE 1 ;
Tator = . Tdk =54 q Z ]kMdk]kq + 2-02 q . kA MaAJi 4 + Toq +
je1 _

+Qq 1]1314 MayJi q + QZ Mdk]kq +02 Z MdkA]kq =
j=

1 . .
_-QZQTKMdtotQ +Toq + 102 gTAdtotg + QV_thotTg + -ngdtotTg

1.
=5 qMgeorq + 2

2
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Sostituendo infine le (10.4.3) nelle equazioni di Lagrange (10.1.11) si arriva alla seguente equazione:
(Mator + Metor)G + QAator + Actor = Altor = Abtor)q + Ketor + 0 Kuator + Q*Kueror) 4 =
= Qnc = Qv + Qom + Qext + 2%Eqror = Qne = Qb + Qsm + Qext ot (10.4.4)
MG+ 064 + (Ketor + 0 Kumaror + Q*Kneror)q = Qne = Qb + Qsm + Qext ot

dove G € la matrice giroscopica del sistema (antisimmetrica), M & la matrice delle masse del sistema (simmetrica

definita positiva) e dove, dentro le azioni lagrangiane non conservative QNC, abbiamo considerato le generiche
forzanti esterne Qext to agentisulla macchina (carichi palari / forzanti di fluido, azioni dovute a motori/generatori,
azione della gravita o di altri campi di forza esterni, etc.), lo smorzamento del materiale Qsm (modellato come
azione esterna usando il Principio dei Lavori Virtuali) e le azioni Qb dei componenti modellabili come elementi di

forza (cuscini, tenute, giunti, riduttori, etc.).

In questo capitolo parleremo delle forzanti esterne piu comuni (paragrafi 10.8, 10.9 e 10.10 sulla gravita) e in
modo assai semplificato dello smorzamento (paragrafo 10.6). Tra le forzanti esterne, data la loro importanza a
livello applicativo, analizzeremo pilu in dettaglio la modellazione delle forzanti di fluido (interazione fluido-
struttura) (paragrafo 10.7). Ci soffermeremo inoltre sugli elementi di forza e soprattutto sui cuscini fluidodinamici

(paragrafo 10.5).

Supponiamo per ora di adottare per gli elementi di forza (e soprattutto per cuscini e tenute) agenti sull’albero una

classica formulazione linearizzata tipo molla tridimensionale (si veda il paragrafo 10.5):
(9,4, 2) = —Kc(Dq — Cc(Dg (10.4.5)

in cui, come vedremo, le matrici di cuscino non sono simmetriche e potranno dipendere dalla speed {2 e da altri

parametri del sistema.

Inserendo la (10.4.5) nella (10.4.4) si arriva alle equazioni:

M+ (QG + Cc(@))q + (Ketor + Q*Kieror + X Kuetor + Ke(2))q = Qom + Qexttor (10.4.6)

Mi + (96 + Ce(®)d + K@) = Qon + Qexson

dove, a causa degli elementi di forza non simmetrici come cuscini e tenute (si veda la matrice K- (£2)), la matrice

di rigidezza complessiva K perdere qualunque proprieta.

Supponendo infine di adottare un semplice modello si smorzamento del materiale lineare (vedremo nel prossimo

paragrafo come fare a determinare la matrice di smorzamento C,, con il Principio dei Lavori Virtuali)
Qsm = —Csmq (10.4.7)
si ottiene I'equazione generale della rotordinamica 3D (a 3DOF locali) per un rotore elastico 3D:
MQ + QG+ C-(2) + Csm)g' +Kq= Qext,tot (10.4.8)

MG + (QG + O)4 + Kq = Qexccor
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dove chiaramente anche la matrice C perde qualunque proprieta a seguito della presenza di C.(2).

10.5 Cuscini oleodinamici

Con riferimento alla Fig. 164, vedremo ora come applicare all’albero le pressioni p (g, qA,qA,.Q) = o/n generate

dal fluido lubrificante che riempie il meato del cuscino e calcolate con i modelli descritti nel capitolo 5 e,
soprattutto, nel capitolo 9. Tali pressioni saranno chiaramente funzione della forma della superficie dell’albero

interna al cuscino (regione 4, vedi Fig. 164) e quindi dello spostamento elastico dei nodi di tale superficie qa, ©
della velocita di rotazione rigida del rotore (2, unica componente non nulla dell’originario atto di moto O, Qs, QS,
255, della terna che tiene conto della componente rigida del moto del rotore. Naturalmente, anche se non indicata,
sarebbe comunque presente inganche la dipendenza dalla forma della superficie della sede / dei pattini del

cuscino e quindi dallo spostamento elastico dei relativi nodi. Il vettore qa
qq = <QAk>, k=1..NNC, qu;= (g;w), j=1..NEC, i=1..NeC=3 (10.5.1)

contiene infatti gli spostamenti nodali di tutti i nodi appartenenti alla superficie di albero interna al cuscino

(regione A) (q 4k rappresenta ovviamente il generico tra questi nodi). Indicheremo inoltre con gy il vettore degli

spostamenti nodali di tutti i nodi appartenenti alla faccia dell’elemento j che si affaccia sulla superficie A.

Lubricant zone
(scaled)

Lubricant
inlet

$trong thermal
gradient

rel
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CONFIGURAZIONE
DEFORMATA

GENERICO
ELEMENTO

x y - i .. ..
i i % S
Q Y

CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA

ZONA DI INTERAZIONE

GENERICO NODO | COL CUSCINO 4

Figura 164 Cuscino a fluido e discretizzazione della relativa sezione dell'albero

L'azione lagrangiana Qp ( q,q,2 ) prodotta dall’elemento di forza cuscino (e di conseguenza da inserire

nell’equazione di moto!) puo essere determinata tramite il Principio dei Lavori Virtuali (si veda la (10.3.11)):

84" Qy = J, 867p (2,94 44 2)dS = B [, 6GTp (2),qa 40 2) dS = (10.5.2)

NEC - ‘
- z : 8qajNajp (Ej,CIA,CIA.Q) ds =
]:1 A] - - - -

NEe T NyT .
= 5@2' 1] HAJ-NA,-E(Q,QA.QA,Q) as
J=1J4;

da cui, essendo gli spostamenti virtuali §q arbitrari purché ammissibili con i vincoli, si ha
Q=X [, HiNTp (2,44 2) ds. (10.5.3)

La (10.5.3) ci permette dunque di trovare la relazione Q,(q, 4, 2) cercata. Tuttavia tale relazione & non lineare e

piuttosto complicata. Se volessimo una relazione lineare potremmo procedere a linearizzare tale relazione rispetto

alla variabili g4 in questione:

p (%0494 2) = (105.4)
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0 . ,d 40,
SN, 15 gt < - TR

+ZNNC dp x], q‘AO'qAO"Q) (qu _ quo) -
qak -

ZNNC 82 (gj,ng,ng, N ZNNC ap Xj) 40, qAO,.Q) '
= qu a

qak =
k=1 Gak Gak -

NNC Op (Ej.ng, QAOPQ) NNC Op (&j.ng,QAo,Q) ‘
= Z Jakq + Z Jakg

k=1 Qak k=1 Qak
dove come sempre abbiamo preso, q4x0 = 0 e g0 = 0. Inserendo nella (10.5.3) si ha infine

op (xj‘ngﬂ'Ao‘-Q)

= Xj5 [, HapNijp () Qa0 Gao 2) S + THEC [, N e 2

Jax dSq+ (10.5.5)

NEC NNC Op (gj. G40, 40, -Q) .
+ f HyiN4j Z ! Tae 52
k=1 qak B

(4,6, 9) = Qo(2) — Ke(2)q — Cc(D)g.

dove Q,(£2) il termine dovuto alle dissipazioni associate al moto di rotazione rigida dell’albero e naturalmente le

matrici di cuscino K-(2) e C-(2) non sono simmetriche.

Naturalmente esistono anche modi piu artigianali per applicare le azioni del cuscino all’albero, metodi molto
diffusi ma tuttavia approssimati e che comportano dei problemi a livello logico. A partire dallo spostamento nodale
dei nodi del tratto di albero all’interno del cuscino e possibile infatti ricostruire, tramite opportune operazioni di
media, lo spostamento globale e I'orientazione globale di tale concio di albero. A questo punto, procedendo come
nelle vibrazioni flessionali, date le matrici di cuscino usate per lo studio di tali vibrazioni, & possibile risalire alle
forze e alla coppie esercitate dal cuscino sul tratto di albero. Tali azioni possono poi essere applicate al concio 3D
di albero applicando alla sua superficie un campo fittizio di pressioni equivalente. Alternativamente tali forze /
coppie risultanti possono essere applicate anche a dei nodi di riferimenti del concio 3D dell’albero, ad esempio sul
suo asse (soluzione ancora piu semplice ma che genera delle distribuzioni di stress non realistiche in quella zona!).
In entrambi i casi si perdono comungque le informazioni su quanto avviene, in termini di pressione, sulla concio di

albero interno al cuscino e sulla sua superficie.

Un’altra soluzione consiste nel modellare con una trave 1D il concio di albero all’interno del cuscino e di accoppiare
tale concio al modello 3D della restante parte del rotore. A questo punto il concio dell’albero interno al cuscino
interagisce col cuscino nello stesso modo visto per le vibrazioni flessionali (dove avevamo una trave 1D). Oltre ai
problemi legati all’accoppiamento 1D-3D che puo alterare gli stress a livello locale, anche in questo caso si perdono
dungue informazioni su quanto avviene, in termini di pressione, sulla concio di albero interno al cuscino e sulla

sua superficie.
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10.6  Trattazione semplificata dello smorzamento di materiale

Mostriamo ora come calcolare le azioni lagrangiane associate allo smorzamento del materiale nell’ipotesi

estremamente semplificata di smorzamento lineare (modello smorzamento linearizzato):
Qsm = —Csmg'. (10.6.1)

Il calcolo di Qs € una interessante e istruttiva applicazione del Principio del Lavori Virtuali (PLV) al modello di
trave in uso. Il PLV afferma che il lavoro virtuale scritto nello spazio della variabili lagrangiane & uguale, per
gualungue spostamento virtuale compatibile con i vincoli del sistema, al lavoro virtuale scritto nello “spazio fisico”.
Considerando I’ e-esimo elemento del nostro modello FEM, si ha:

8q7 QL = =612, . (10.6.2)

dove 6L, & il lavoro virtuale nello spazio fisico effettuato dal sistema. Ipotizzando che il materiale abbia una

semplice caratteristica lineare visco-elastica del tipo

Sl

0 = Oje1 + Ojsm = C&j + D§; (10.6.3)

dove abbiamo supposto che i tensori CeD non dipendano della temperatura e dove abbia trascurato gli effetti

termici, ovvero la dipendenza dalla temperatura (si veda la (9.4.6)).

E’ possibile ora calcolare —6L£m per la sola componente di smorzamento della (10.6.3) (ho gia considerato la

componente elastica nel paragrafi 10.3):
~ 8L = — fV]. 21 0&nOjmsm AV = — fV]. 5" Ojom AV = — fV]. 8e;"Dg; dv (10.6.4)

dove g e gjs, SONO come sempre le versioni “vettoriali” degli equivalenti vettori e D & matrice 6x6 che contiene
le componenti significative di D per materiali isotropi (si veda quanto detto in precedenza per il tensore di Hooke

C). Introducendo ora I'approssimazione FEM &j (qj(zj, t)) = Bj(x;)q;(¢) si ottiene infine
joo_ TpT . I T P
~8Ly =~ f, 84]B[DB;q; dV; = 4] |f, B DB; dVj| ¢, = (10.6.5)
= ~84; Comd
Dal momento che il PLV & vero qualunque siano gli spostamenti virtuali compatibili con i vincoli §¢q,, si ha che

Qi = —Clnd). (10.6.6)

Infine, per trovare il vettore complessivo delle azioni lagrangiane associate allo smorzamento Q,,, usiamo

nuovamente le matrici di connessione:

Q™ = YYE H Qfn = — X5 H] ClnHig = —Cong. (10.6.7)
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10.7 Forzanti di fluido

In questo paragrafo mostreremo brevemente come le forzanti derivanti dal fluido (si pensi ad esempio
all'interazione palare) possano essere applicate al rotore 3D che stiamo studiano, generando cosi I'azione

Lagrangiana Qﬂ(t) (da inserire quindi nell’equazione di moto!). Come vedremo tale azione esterna potra essere
sia periodica che generica. Supponiamo che tali forzanti siano date come campo di pressione p(g, t) = O'fﬂ

applicato a una generica regione A del rotore, ad esempio la superficie di una pala (Fig. 165).

ZONA DI
INTERAZIONE
PALARE A

G(®)

A

GENERICO
ELEMENTO

CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA

CONFIGURAZIONE
DEFORMATA

Xk = bk A
G®

Figura 165 Superficie palare e relativa discretizzazione
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Nel caso in cui il campo di pressioni p(g, t) sia periodico, avremo

p(xt) = Re [Z}?:o pk(z)ef“")(“)’“], wo =", (10.7.1)
mentre nel caso di campo di pressioni generico p(g, t)
p(x,t) = f_+:) Plx, w)e’* dw . (10.7.2)
Definiamo nuovamente Il vettore g4
qu = (ﬂAh), h=1..NNC, qu;= (ﬂAij), j=1..NEC, i=1..NeC=3 (10.7.3)

come il vettore contenente gli spostamenti nodali di tutti i nodi appartenenti alla superficie di albero interna al

cuscino (regione A) (q4p, rappresenta ovviamente il generico tra questi nodi). Indicheremo inoltre con q,; il

vettore degli spostamenti nodali di tutti i nodi appartenenti alla faccia dell’elemento j che si affaccia sulla

superficie A.

Nel caso di campo di pressioni periodico, I'applicazione delle varie armoniche di pressione p, (x) alla superficie

palare A puo essere effettuato ancora una volta mediante il Principio dei Lavori Virtuali (si veda la (10.3.11)):

6q" Qrue = [, 6GTpr(x)dS = (10.7.4)

NEC r
:Z_ J SQAij(Ej) ds =
J=1J4; -

J=1

NEC - -
= Z J 8q4;Najpe(x;) dS =
4j

" W T NT
= 52 Z ) J HAjNAjE(Ej) ds
J=1J4;
da cui, essendo gli spostamenti virtuali §q arbitrari purché ammissibili con i vincoli, si ha
Qe = XJEF fA,. Hi;Nip(x;5) dS. (10.7.5)
Grazie al Principio di Sovrapposizione degli Effetti si ottiene infine:

Qni(®) = Re |Eio Qruce 0@t (10.7.6)

Nel caso di campo di pressioni generico, il ragionamento & del tutto analogo e per la generica armonica p(x, ) si

ha

89" Qpio(w) = [, 6G"P(x, w)dS = (10.7.6)
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NEC

- Z 56T lx; w)dS =

j=1 A]'

NEC S
= Z f 5QAjNAjI3(£j'w) ds =
j=t Ja; ~ -

NEC -
- J=1J4; -

da cui, essendo gli spostamenti virtuali §q arbitrari purché ammissibili con i vincoli, si ha

Q@) = XYEF fA,. Hi;Nip(xj, ) dS. (10.7.7)
Grazie ancora al Principio di Sovrapposizione degli Effetti si ottiene infine:

Q) = [77 Qi (@)et dw. (10.7.8)

10.8 Vibrazioni libere: diagrammi di Campbell, whirl libero,
classificazione modale e mappa modale

Nel caso di rotori 3D complessi i modi di vibrare (per il moto libero) e le deformate forzate (per il moto forzato)
possono avere le forma pil disparate, soprattutto quando i modi di vibrare sono “locali” e riguardano certe parti
specifiche del sistema, ed & di conseguenza quasi impossibile classificarli. Qualche considerazione di carattere
generale puo essere comunque fatta anche nel caso 3D se consideriamo il moto di alcuni nodi di riferimento
particolarmente importanti per comprendere il moto del rotore 3D (Fig. 166). Solitamente conviene prendere
alcuni nodi rappresentativi Gy per ogni generica sezione di interesse A(zf) (con zy = z) del rotore 3D in modo
da poter ricostruire il comportamento medio di tale sezione a livello flessionale, torsionale e assiale. A partire dai
nodi rappresentativi G, = [Uk  Vk wi]T della sezione A(zy), € possibile ricostruire (tramite semplici operazioni
di media sugli spostamenti nodali dei nodi della sezione) il comportamento flessionale medio uy, vy, Op, Y
della sezione sfruttando le componenti uy, vy, wy, il comportamento torsionale medio ¢, della sezione a partire

dalle componenti uy, vy, e il comportamento assiale medio wy, della sezione a partire dalla componente wy,.
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CONFIGURAZIONE

COMPORTAMENTO FLESSIONALE MEDIO DEFORMATA
u Uy BM
MEDIA SUI vk Um QM(t) ={¥u
NODI DI A(z;) k=9, Pum
k u
Yum G.(®) — c M
=| UV
| COMPORTAMENTO TORSIONALE MEDIO | =k Gu () M
--f----0--9-- {0y --0---9-- Wi
MEDIA SUI Uy
GENERICA SEZIONE MEDIA
NODI DI A(zy) Vg - Pm | |
Ay (z
| COMPORTAMENTO ASSIALE MEDIO | m (%)
NODI DI A(zs) Wi = Wy (zr)
Xr AYF Vs | GENERICA SEZIONE |
Xs 0 _
Q s
————— R e SRR SEEE SEEY BER ©EET SORE SOE
Zf Zg
O
CONFIGURAZIONE
INDEFORMATA
u 0 /
G = (v) o=y NODI RAPPRESENTATIVI
w - @ SULLA SEZIONE A(z;)
Figura 166 Comportamento medio della sezione
Ad esempio (ma esistono tecniche di ricostruzione ben piu sofisticate!):
1 Nsezi 1 Nsezi 1 Ngezi
Uy = DT U, Uy = S U Wi = e S W (108.1)
sezione sezione sezione
9 — 1 Nsezione atan(w / ) 1/) — 1 Nsezione t (_ / )
M_N i k=1 k! VK M_N . k=1 atan(—wg /X ),
sezione sezione
1 Nsezi (UrYre—viXi)
(pM = N—Z ie]_zwne atan(%)
sezione xXe+yi)
Partiamo come sempre dalla soluzione dell’equazione:
MG+ QG+ C)g+Kqg=0. (10.8.2)
Come detto nel paragrafo 1.2, I'analisi ci dice che la soluzione libera (associata al moto libero) ha la forma:
a@) = 2?51 ¢iq; eSit N=3%NN (10.8.3)
dove
Uik
_ . 2 _ . _ . _ i =
Spi+n = —Cini £ jon; |1 = (" = —(ion; * jwp, = <ﬂlk> Qi = | Vik |, Gi+n = o
Wik
i=1..N, k=1..NN (10.8.4)
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sono gli autovalori (associati alle pulsazioni proprie wp;) e gli autovettori del problema (associati alle deformate

modali).

| modi di vibrare del sistema sono definiti invece come

Ui (t) Uik
qi(t) = (@k(@) = Re (giesit) = Re ((@k) esit> vi:(t) = Re <Uik> esit (10.8.5)

Wik (t) Wik

Si noti che il sistema ha 2N autovalori (N coppie complesse coniugate), 2N autovettori (N coppie complesse
coniugate) e 2N modi divibrare N coppie uguali). Di conseguenza le pulsazioni naturali / proprie e gli smorzamenti

modali distinti saranno solamente N.

Come negli altri casi sia gli autovalori che gli autovettori del problema dipendono dal parametro ) (la velocita di

rotazione / speed della macchina):
5i(Q), wni (D), wpi(Q), §i (), qi(Q)  con QE[0 Qpax]. (10.8.6)

E’ dunque molto importante capire a livello qualitativo questa dipendenza sia per il autovalori (tramite il
diagramma di Campbell) che per gli autovettori (tramite lo studio del moto (whirl libero) e la classificazione
modale). Si noti come lo studio degli autovettori (whirl e classificazione modale) sara effettuato in modo
semplificato facendo riferimento al comportamento medio del sezioni (in accordo con Fig. 166). Il tutto sara infine

riassunto dalla mappa modale.

Partendo dallo studio degli autovalori, si usa descrivere la dipendenza delle pulsazioni proprie o naturali
Wi (Q), wp; () e degli smorzamenti modali {;(Q) da Q in due diversi diagrammi Campbell (si veda la Fig. 167). In
questo caso il sistema ha solamente N pulsazioni naturali / proprie e smorzamenti modali e quindi i diagrammi di

Campbell sono formati da N rami.

Se infatti I'ipotesi di disaccoppiamento delle dinamiche flessionali, torsionali e assiali non e verificata, gli autovalori
non formeranno purtroppo nessuna particolare struttura a grappoli. Nel migliore dei casi sara possibile associare
gli autovalori a dei modi prevalentemente flessionali (MPF) (se il moto flessionale sara prevalente), a dei modi
prevalentemente torsionali (MPT) (se il moto torsionale sara prevalente) e a dei modi prevalentemente assiali
(MPA) (se il moto assiali sara prevalente). Se invece tali ipotesi sono verificate (si vedano i capitoli precedenti), gli
autovalori relativi ai modi flessionali (a 4 DOF locali) tenderanno a raggrupparsi in grappoli di 4 mentre gli
autovalori relativi ai modi torsionali (a 1 DOF locale) non formeranno nessun raggruppamento particolare (sono
indipendenti tra loro o formano “grappoli di un solo elemento”) cosi come gli autovalori relativi ai modi assiali (a
1 DOF locale).
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Figura 167 Diagramma di Campbell per il rotore elastico

Guardando alla Fig. 167 poco si puo dire sul comportamento dei rami del diagramma di Campbell, se non che le
pulsazioni naturali / proprie solitamente tendono a un valore asintotico per € grandi mentre questo in genere non
e vero per gli smorzamenti (a volte e vero per i modi prevalentemente torsionali MPT e assiali MPA). La tendenza
dei rami dei diagrammi di Campbell a raggiungere velocemente un asintoto € come sempre pil bassa se
aumentano I'asimmetria e I'anisotropia degli elementi di forza (cuscini, tenute, etc.) e se aumentano gli effetti
giroscopici QG. Pil questi fattori sono significativi, maggiore sono quindi la variabilita dei rami & la complicatezza

del diagramma.

Si noti infine come, solitamente, i modi prevalentemente torsionali (MPT) sono caratterizzati da pulsazioni proprie

piu basse di quelli prevalentemente flessionali (MPF) e assiali (MPA).

Per quanto riguarda lo studio degli autovettori e il whirl libero, come detto a inizio paragrafo, tramite semplici
operazioni di media, a partire dalla (10.8.4) & possibile ricostruire il comportamento medio della generica sezione

A(zy) del rotore 3D (relativo al generico modo di vibrare!):

U (t) /uMi
i(t i
Uy (t Oyt » ;’I“”/h((t))w | “:‘;/I\I\/fll |
Gui@® =| vmit ), Pwi(®) = | Ymi(t ), qmi(t) = Re (QMie ! ) = 6 |~ Rel | 6,; |€”
w; (t omi(t 1/)1;:(0 \¢Mi/ /
oui(t) Pmi
(10.8.7)

Il comportamento del modo puo essere quindi approssimativamente pensato come la “composizione” della parte

flessionale del modo, di quella torsionale e di quella assiale (Fig. 168):

up; (1) Upi
zrad Vi
ampi(t) = 9%3 = Re (qupiet) =Re| | g |es (10.8.8)
l
Y (t) Yui

Amai(t) = wy; () = Re(wy;e”iF).
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Amei (1) = @ui(t) = Re(@yeih).

Naturalmente se tendera a prevalere la parte flessionale avremo un modo prevalentemente flessionale (MPF),
altrimenti ne avremo uno prevalentemente torsionale (MPT) o prevalentemente assiale (MPA). Dal momento che,
grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le parti flessionali, torsionali e assiali
del modo, potremo rappresentare la loro composizione come riportato in Fig.168 (relativamente al generico modo

di vibrare!).

Pm Wm

oumi () t wui(®)

wpi(Q) ® Qw? wpi(Q)

LE ROTAZIONI By; E g5 SI
COMPORTANO IN MODO ANALOGO!

Figura 168 Whirl libero per la generica sezione (le componenti angolari ¥,;(t) e 8,,;(t) si comportano in modo analogo)

La rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di
rivoluzione ellittico / a spirale della sezione media G, attorno all’asse Zyy avviene alla pulsazione propria del

modo in questione wp; ({1).

Come sempre le fasi i, ; di uy; e vy permettono di determinare se I'ellisse / spirale &€ percorsa in senso
uMi vMi Mi Mi

BW o FW. Se infatti vale la condizione
0 <@y = Pupyy <T, (10.8.9)
allora il modo & BW e I'ellisse / spirale sara percorsa in senso BW. Se invece
< Py — Pupy <0, (10.8.10)

I'ellissi / spirale sara percorsa in senso FW. Nel caso in cui {; > 0 non abbiamo chiaramente piu un’ellissi ma una

spirale convergente verso lo zero .

Per quanto concerne infine la deformata modale, essa pud essere nuovamente pensata come la composizione
delle deformate modali associate alla parte flessionale del modo, a quella torsionale e a quella assiale. Se tendera
a prevalere la parte flessionale avremo un modo prevalentemente flessionale (MPF), altrimenti ne avremo uno

prevalentemente torsionale (MPT) o prevalentemente assiale (MPA).

Poiché anche in questo caso, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le

deformate associate alle parti flessionali, torsionali e assiali del modo, e poiché le varie sezioni equivalenti del
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rotore 3D sono comunque soggette alla principio di coerenza modale (I’abero non & di gommal!), potremo

rappresentare la loro composizione come riportato in Fig.169 (relativamente al generico modo di vibrare!).

wpi (D)
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Figura 169 Classificazione modale per rotori elastici (le componenti angolari P,;(t) e 8,,(t) si comportano in modo analogo)

Come si puo notare dalla Fig. 169, ricordando quanto detto nei capitoli precedenti su vibrazioni flessionali

torsionali e assiali, i modi di un rotore 3D possono essere piuttosto complessi e assumere molteplici forme. In

generale in ogni modo di vibrare potra essere individuata (anche se spesso e tutt’altro che evidente, soprattutto
a colpo d’occhio!):
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- una componente flessionale di tipo IEf, IIEf, IIIEf, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua volta
una caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI);

- una componente torsionale di tipo IEt, IIEt, IIIEt, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua volta
una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI);

- una componente assiale di tipo IEa, lIEa, IlIEa, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua volta una

caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI).

Dal momento che, in teoria, ogni combinazione & possibile, le possibili deformate modali sono tantissime.
Solitamente al crescere della pulsazione propria wp; () crescono anche i punti nodali PN e i punti di inversione PI

e quindi tendono a comparire deformate modale sempre pil complesse.

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione ( (la speed della macchina)
mentre i vari moti di oscillazione associati al modo (il moto di rivoluzione attorno all’asse z¢ per la componente
flessionale, il moto di rotazione attorno all’asse z per la componente torsionale e il moto di traslazione lungo
I'asse z; per la componente assiale) avvengono sempre alla stessa pulsazione propria wp;({2) per tutte le sezioni
medie equivalenti G, considerate. Cid & coerente col fatto che la pulsazione associata al modo di vibrare in

guestione & sempre una e una sola, ovvero, wp; ().

La rappresentazione dei modi riportata in Fig. 169 e valida a rigore nel caso in cui lo smorzamento modale sia nullo
(i =0 (wp; = wy;). Come in precedenza, nel caso in cui lo smorzamento sia positivo ¢; > 0, i vari moti di
oscillazione tenderanno a smorzarsi e a esaurirsi nel tempo.. A livello di stabilita passiamo di fatto da un polo
semplicemente stabile (associato a un polo semplicemente stabile) a un modo asintoticamente stabile (associato

a un polo asintoticamente stabile).

L’effetto della rigidezza dei cuscini sulle deformate modali € analogo a quello visto per le vibrazioni flessionali e
non verra qui scritto nel dettaglio. Chiaramente, al crescere della rigidezza dei cuscini rispetto a quella dell’albero,
i nodi dell’albero in corrispondenza degli stessi sono sempre pil attratti verso la loro posizione nominale (si
muoveranno sempre meno). Di conseguenza le deformate forzate, in termini di sezioni medie, somiglieranno

sempre piu a quelle della trave incernierata agli estremi come nel caso flessionale.

Riportiamo per completezza in Fig. 169bis/ter un esempio di deformata modale completa includendo sia le
componenti angolari Y,; (t) e 8y, (t) di basculamento della sezione media per la parte flessionale (prima non
considerate esplicitamente perché meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento
qualitativo e identico a quello delle componenti spaziali uy;(t) e vy;(t)) sia le componenti torsioonali @y e
assiali wy,; medie della sezione. Nel caso dell’esempio abbiamo un modo flessionale IIEf spaziale (con 1PNftra e
che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associato a un modo flessionale IlIEf rotazionale (con 2PNfrot e che
potra avere caratteristica BW, FW, M1PIl, M2Pl), associato a sua volta a un modo torsionale IIEt (con 1PNt che
potra avere caratteristica OPI, 1PI), associato infine a un modo assiale IIEt (con 1PNa che potra avere caratteristica
OPI, 1PI).
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Figura 169bis Esempio di deformata modale per rotori elastici

ASSE Y (102 * um)

" / /
/,
|

PNfrot

(wrl * ,01) X 355V

Figura 169ter Rappresentazione tipo software di deformata modale per rotori elastici

Tutto quanto é stato detto viene solitamente riassunto sulla mappa modale (vedi Fig. 170), ovvero un versione
arricchita del diagramma di Campbell della pulsazioni proprie wp;(€)). Su ognuno dei rami dei vari grappoli del
diagramma sono rappresentate, per ogni valore di Q, le forme modali che si manifestano sulla macchina
considerata. Si noti inoltre che su ogni ramo, al variare di £, possono esserci dei punti di transizione in cui la

caratteristica del modo di vibrare cambia. La transizione puo riguardare anche la natura del modo stesso.

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 275



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori
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Figura 170 Mappa modale per rotori elastici

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE MODALI (IN TEORIA TUTTE LE COMBINAZIONE FLESSIONALI —

TORSIONALI — ASSIALI SONO POSSIBILI):

1) FLESSIONALE
- FORMA: IE
CARATTERISTICA: BW, FW
- FORMA:IIE
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI
- FORMA:IIIE
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI
- FORMA: IVE
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

2) TORSIONALE
- FORMA: IE
CARATTERISTICA: OPI
- FORMA: IIE
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
- FORMA: IIIE
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
- FORMA: IVE
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI
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3) ASSIALE
- FORMA: IE
CARATTERISTICA: OPI
- FORMA: lIE
CARETTERISTICA: OPI, 1P
- FORMA: lIIE
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
- FORMA: IVE
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3P

10.9 Vibrazioni forzate: classificazione delle forzanti,
diagrammi di Campbell, diagrammi di Bode e whirl forzato

CLASSIFICAZIONE DELLE FORZANTI

Come nei casi precedenti, le principali forzanti che possono agire su una macchina rotante 3D sono le seguenti:

1) FORZANTE ARMONICA

Q(t) = Re [QO(Q) efwfm)f]. Q) = (Qo;(t)) Q) = (Qon) (10.9.1)

dove h = 1...NN indica il generico nodo e Q(t) la generica azione su di esso agente. Se ws(Q) = Qsi
parla di forzanti armoniche sincrone (prodotte ad esempio dagli shilanciamenti presenti sul rotore), se
w¢ () = n con n intero positivo o della forma 1/m si parla di forzanti armoniche super/sub-sincrone
(come ad esempio quelle derivanti dall’interazione palare (le forzanti di fluido), quelle derivanti da
componenti come cuscini, giunti, riduttori, etc.), se ws(Q) = w; = cost si parla di forzanti armoniche
asincrone (ad esempio vibrazione a pulsazione costante provenienti dal basamento). Infine, quando ho
una dipendenza qualunque w; (), si parla di forzanti armoniche generiche (derivanti per esempio da

motori elettrici, generatori o altre macchine interagenti con quella considerata).

2) FORZANTE PERIODICA

[OE Re[Z,"c":ng(Q)ejk“’O(“)t], wo = Z?E (10.9.2)
In questo caso la forzante periodi di periodo T & caratterizzata dalla sovrapposizione di un numero infinito
numerabile di forzanti armoniche elementari a pulsazione kw,(Q) (si veda la serie di Fourier). Si noti che
la pulsazione principale wq () puo dipendere dalla speed della macchina Q in uno qualunque dei modi
descritti nel punto 1). Le forzanti periodiche sono anch’esse prodotte dall’interazione palare (le forzanti

di fluido) e da componenti vari come cuscini, giunti, riduttori, etc.
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3) FORZANTE GENERICA
Q) = [170(w, M/ dw,  Qw, Q) = [T Q(t, Qe ¥ dt (10.9.3)

Nel caso di forzante generica, la forzante e la sovrapposizione di un numero infinito non numerabile di
forzanti armoniche elementari di pulsazione w. In generale non & da escludere che anche lo spettro della

forzante possa dipendere dalla speed della macchina Q: Q(w, ). Anche in questo caso le forzanti

generiche possono essere prodotte dall’'interazione palare (le forzanti di fluido) e da componenti vari
come cuscini, giunti, riduttori, etc. Si riporta in Fig. 98 un esempio di spettro di forzante generica, in questo
caso una forzante simil-armonica. Si ricorda che nella realta segnali armonici e periodici perfetti non
esistono perché avrebbero un’energia infinita. Quando si misura una vibrazione armonica in realta si

misura un segnale simil-armonico avente uno spettro come quello riportato in Fig. 171.

4 0i(w,0) A 04,9

5(Q)
- > w
Figura 171 Esempio di spettro di forzante generica
DIAGRAMMI DI CAMPBELL, DIAGRAMMI DI BODE e WHIRL
1) FORZANTE ARMONICA SINCRONA:
Mij + (QG + C)q + Kq = Q(t) = Re [QO(Q) eiﬂt] . (10.9.4)

Tra i vari tipi di forzante armonica sincrona ci occupiamo nuovamente di quella generata dallo sbilanciamento,

essendo di gran lunga quello pil importante a livello pratico:
Mg + (QG + €)4 + Kq = Qc(t) = Re [QE(Q) efﬂf] , (10.9.5)

Q0= <2s}{it)>, 0.(2) = (Q;'h)
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CONFIGURAZIONE
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Figura 172 Rotore shilanciato

Con riferimento alla Fig. 172, posiziono dunque lo sbilanciamento di massa mgp, nel punto Kj, coincidente con il
nodo h-esimo Gy, e a esso solidale. La sua posizione nella terna associata alla componente rigida del moto del

rotore 3D sara dunque:

Uup epcos(8y)
(Gh—Gro),. =(Gn—Gro). =Gr(®) =|Vn )  Gros = | ensin(6p) (10.9.6)
Gho S Wy, 5
h

dove ¢, € la distanza del punto dall’asse di rotazione h-esimo Gys in configurazione indeformata e §j & la sua

fase.

A questo punto le azioni d’inerzia generate dallo shilanciamento posto in K}, sul rotore possono essere calcolate

in modo esatto come:
Fen(8) = —mgn@rrn — MgnQxrn — MinArch =
= —min [Os + sy X (Gus = 05) . + wsy X (wsy X (Gus = 05) )| +
—mKh(th)f — 2myp (ws X th)f- (10.9.7)

Si noti I'assenza del momento shilanciante M, (t) poiché adesso lo sbilanciamento € un punto materiale privo di

inerzia rotazionale (non c’é ggp,) e poiché in questo caso K, = Gj,. Ricordando ora che

Xos . JE:os 905 . éos 0
=(%s]|=0, Os=|Ys|=0, gs = Yos =0, Ps = l[)os = 0 (10.9.8)
Xos Zos Pos = Ut Dos Q = cost

e trascurando i contributi elastici contenuti in

1S
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Up llh ilh
Gp(t) = (Vn) Gp(t) = (ifh) Gp(t) = <vh> (10.9.9)

Wh Wh Wh

rispetto ai contributi rigidi contenuti in Gjos (ovviamente nel calcolo delle azioni inerziali dovute allo

sbilanciamento, non certo nelle equazioni di moto!) si ottiene finalmente:

Mypep cos(t + &)
Qen(t) = Fep(t) = 02 (mKheh sin(Qt + 5,9) (10.9.10)
0
&y cos(Qt + &)
Qen(t) = —MgnGen,  Qen = <£h sin(2t + Sh)),
0
Mgn 0 0
Mgp = ( 0 mg, O )
0 0 Mgn

Le componenti di Q.4 (t) danno la forza centrifuga prodotta dalla massa sbilanciante in K},. Introducendo il classico

formalismo complesso, si ha infine:

& j&
' epe’oh ' epelon
den = Re [ggo,l efﬂf] = Re || —jg,eion |7, Geyp = | —je,etn (10.9.11)
0 0

da cui chiaramente si ha, sostituendo la (10.9.11) nella (10.9.11),

Qen(t) = Re [02My, e, /| = Re[02b4e/™], by = Myn Geypy Qen = 0%by,  (10.9.12)

Q:(t) = <2£h(t)> = Re [(Qsh) ejm] = Re [(Qzéh> ejm] = Re[0%be/™] = Re [Qs(ﬂ)ejm],

Si nota infine che, non solo la forzante in questione & una forzante armonica sincrona, ma anche che, purtroppo,

il suo modulo dipende da 22 (cosa che era lecito aspettarsi in presenza di azioni inerziali centrifughe giroscopiche).

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici
introdotti nel capitolo 1 e si ha:

0, (2)
4 (0 = (gh(t)> = Re [go eiﬂf], an(®) = | va(®) (10.9.13)
wh (t)

Upn
o = (ﬂm) = a(Q, D)Q(Q) = a(Q,Q) 02b = [-02M + jQ(C + QG) + K]7102b, qop = (%n)
- - - Won

dove in questi casi & utile distinguere nella ricettanza a (€, Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e dalla velocita di rotazione della macchina (in questo caso uguali essendo la forzante armonica sincrona!).

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:
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_ _son @Rk oy ooy (LD
20 - a(Q' Q)Q&(Q) - k=1 jﬂ_sk 'Q Q - 'Q k=1 jQ_Sk ng (10‘9‘14)
. . . . . I . .. ( afkb\ .
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui <]5 . ) e
Sk

grande, ovvero quando {2 ¢ vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qfkg e grande (sbilanciamenti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 173. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico w;(Q) = Q sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono come sempre le pulsazioni critiche. Come vedremo
qguando analizzeremo il diagramma di Bode, se la velocita angolare della macchina coincide con una pulsazione
critica, il sistema si trovera necessariamente in risonanza, ovvero la forzante andra inevitabilmente a sollecitare il
sistema in una pulsazione di risonanza. Il valore di smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche
(. puo essere facilmente trovato riportando la pulsazione critica in questione . sul diagramma dello

smorzamento.

A wpi(Q) e o 0 A G(Q) o
MPF
! CARICO /wf( )=
_ 1
wps(Q) |------"== )

“3

wr @

Figura 173 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso nuovamente dei diagrammi di Bode. A tale
fine dobbiamo prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto
quindi tale velocita Q sul diagramma di Campbell; le intersezioni tra la retta verticale passante per Qe i3 * NN
rami del diagramma delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 3* NN pulsazioni proprie del sistema
coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare
quanto vale lo spostamento lungo x del nodo h-esimo ugj, o della generica sezione media 1y, (nel dominio della
frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 174). Per determinare il modulo e la fase dello spostamento
Uop (0 Upo) devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere
dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per Q (si

vedano sempre la Fig. 173 e la Fig. 174).
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Figura 174 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica sincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta ancora una volta chiaro il significato di pulsazione critica
Q.. Qualora infatti la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica
Q,, la pulsazione in cui la forzante agirebbe sulla macchina a)f(f_l) = Q si troverebbe proprio in corrispondenza di
una pulsazione propria wp; () e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in

condizioni di massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio delle deformate forzate e del whirl forzato, come detto a inizio paragrafo, tramite
semplici operazioni di media, a partire dalla (10.9.13) & possibile ricostruire il comportamento medio della generica

sezione A(zy) del rotore 3D:

uy (1) Upo
(0 6u(0) ( ”M(?\ ./ o \.
Gu(© = vu(®) |, 2@ =90 | au(© = Re (auoe’™) = | 718 | = Re| | gy |
wy (1) om(t) 'l)z ® Yuo
om(t) Pmo
(10.9.15)

II comportamento del moto di whirl forzato pud essere quindi approssimativamente pensato come la

“composizione” della parte flessionale del moto di whirl forzato, di quella torsionale e di quella assiale (Fig. 175):

uy (1) Upmo
qus(t) = Zzgg =Re (ngoejm) =Re gzz e/t (10.9.16)
P \\vue/ )

qua(t) = wy(t) = Re(WMoejm)-
que () = oy (t) = Re(<pM0ejm).

Naturalmente se tendera a prevalere la parte flessionale avremo un moto di whirl forzato prevalentemente
flessionale (DFPF), altrimenti ne avremo uno prevalentemente torsionale (DFPT) o prevalentemente assiale
(DFPA). Dal momento che, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le parti
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flessionali, torsionali e assiali del moto di whirl forzato, potremo rappresentare la loro composizione come

riportato in Fig. 175.

Pm ‘r Wy
om(®) N wn(t)
® o1 @ w;@ =0

LE ROTAZIONI B, E 1), SI
COMPORTANO IN MODO ANALOGO!

Figura 175 Whirl forzato per la generica sezione (le componenti angolari P y(t) e 8, (t) si comportano in modo analogo)

La rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di
rivoluzione ellittico della sezione media Gy, attorno all’asse zy, s avviene sempre alla pulsazione della forzante in

questione w(Q) = Q.

Come sempre le fasi @0 , Pomo di Upo € Viro Permettono di determinare se I'ellisse & percorsa in senso BW o

FW. Se infatti vale la condizione
0 <@y = Puppo <T, (10.9.17)
allora il modo € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
< Pupe — Pupge < 0, (10.9.18)
I’ellissi sara percorsa in senso FW.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’oscillazione pura a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non si
esaurira mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni ti tale oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

Per quanto concerne infine la deformata forzata, essa pud essere nuovamente pensata come la composizione
delle deformate forzate associate alla parte flessionale del modo, a quella torsionale e a quella assiale. Se tendera
a prevalere la parte flessionale avremo un deformata forzata prevalentemente flessionale (MPF), altrimenti ne

avremo una prevalentemente torsionale (MPT) o prevalentemente assiale (MPA).

Poiché anche in questo caso, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le
deformate forzate associate alle parti flessionali, torsionali e assiali del modo, e poiché le varie sezioni equivalenti
del rotore 3D sono comungue soggette alla principio di coerenza modale (I’albero non & di gommal), potremo
rappresentare la loro composizione come riportato in Fig.176.
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Figura 176 Deformate forzate per rotori elastici (le componenti angolari Y (t) e 8, (t) si comportano in modo analogo)

Come si pud notare dalla Fig. 176, ricordando quanto detto nei capitoli precedenti su vibrazioni flessionali
torsionali e assiali, le deformate forzate di un rotore 3D possono essere piuttosto complesse e assumere molteplici

forme. In generale in ogni deformata forzata potra essere individuata (anche se spesso & tutt’altro che evidente,

soprattutto a colpo d’occhio!):

- una componente flessionale di tipo IDFf, IIDFf, lIIDFf, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua

volta una caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione Pl);

- una componente torsionale di tipo IDFt, IIDFt, llIDFt, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua

volta una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione Pl);
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- una componente assiale di tipo IDFa, IIDFa, IlIDFa, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua volta

una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI).

Dal momento che, in teoria, ogni combinazione e possibile, le possibili deformate forzate sono tantissime.
Solitamente al crescere della pulsazione della forzante (uf(f_l) = Q crescono anche i punti nodali PN e i punti di

inversione Pl e quindi tendono a comparire deformate forzate sempre pit complesse.

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione ( (la speed della macchina)
mentre i vari moti di oscillazione associati alle deformate forzate (il moto di rivoluzione attorno all’asse z; per la
componente flessionale, il moto di rotazione attorno all’asse z; per la componente torsionale e il moto di
traslazione lungo I'asse z¢ per la componente assiale) avvengono sempre alla pulsazione della forzante wf(ﬁ) =
Q per tutte le sezioni medie equivalenti Gy considerate. Cid e coerente col fatto che la pulsazione associata al

modo di vibrare in questione € sempre una e una sola, ovvero, wf(ﬁ) =Q.

Nella rappresentazione delle deformate forzate riportata in Fig. 176, al contrario del moto libero, i vari moti di
oscillazione saranno sempre delle oscillazioni pure a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non
si esauriranno mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni di tali oscillazioni saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

Riportiamo per completezza in Fig. 176bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo sia le
componenti angolari Y, (t) e 8y,(t) di basculamento della sezione media per la parte flessionale (prima non
considerate esplicitamente perché meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento
qualitativo & identico a quello delle componenti spaziali uy, (t) e vy (t)) sia le componenti torsioonali ¢, e assiali
wy, medie della sezione. Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale [IDFf spaziale (con
1PNftra e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associata a una deformata forzata flessionale IIIDFf
rotazionale (con 2PNfrot e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PIl, M2PI), associata a sua volta a una
deformata forzata torsionale IIDFt (con 1PNt che potra avere caratteristica OPI, 1Pl), associato infine a una

deformata forzata assiale IIDFt (con 1PNa che potra avere caratteristica OPI, 1PI).

.X'f \
A l
‘V‘ \J D " /
N R X
D ‘7’ / ‘ wp(@ =0
O5 : | —
. = o

-

Yr

Y
7

5%,
Up, Vm .' ‘
\

Figura 176bis Esempio di deformata modale per rotori elastici
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Figura 176ter Rappresentazione di deformata forzata tipo software per rotori elastici
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ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE (IN TEORIA TUTTE LE COMBINAZIONE FLESSIONALI -
TORSIONALI — ASSIALI SONO POSSIBILI):

1)

2)

FLESSIONALE

FORMA: IDF

CARATTERISTICA: BW, FW

FORMA: IIDF

CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI
FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI
FORMA: IVDF

CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI
TORSIONALE

FORMA: IDF

CARATTERISTICA: OPI

FORMA: IIDF

CARETTERISTICA: OPI, 1PI

FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI

FORMA: IVDF
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CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI

3) ASSIALE
- FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
- FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
- FORMA: llIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
- FORMA: IDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI

2) FORZANTE ARMONICA SUPER /SUB-SINCRONA:

M{ + (G + €)g + Kq = Q(t) = Re [Qo () /"] (10.9.19)

o) = <fo<'t>>. (@) = (Q;'h)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

0, (t)
ar(©) = (@(O) = Re [go efnﬂt], an(®) = | va(®) (10.9.20)
Wh(t)

Uon
q = (gm) = a(nQ, M) Qo () = [-n*2*M + jn2(C + 26G) + K] Qo(Q), qon = <U0h>
Woh

dove in questi casi & utile distinguere nella ricettanza a(n{, ) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e dalla velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

(ark ab%) ar.Q
4o = a(n®,2)Qy(Q) = TN, == 9, () = i’ll( = )qu (10.9.21)

jnQ—sy JjnQ—sy

. . . . . - . L. . ﬂ{lkgo
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui For— e
ok

grande, ovvero quando n{2 é vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpj, contenutain s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO € grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).
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Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 177. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wf(Q) = n{) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica super-sincrona sia pit problematico del caso di forzante armonica
sub-sincrona in quanto una retta di carico pil inclinata genera un maggior numero di pulsazioni critiche all’interno
del range di velocita di lavoro della macchina (ovvero di intersezioni tra la retta di carico e i rami del diagramma).
Il valore di smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {, pud essere facilmente trovato

riportando la pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.

SUPER -
SINCRONA

A wp;(Q) e o o AL . o o

CURVA DEL
CARICO

wps ()

SUB -
SINCRONA

Figura 177 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso nuovamente dei diagrammi di Bode. A tale
fine dobbiamo prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto
quindi tale velocita Q sul diagramma di Campbell; le intersezioni tra la retta verticale passante per Qe i3 * NN
rami del diagramma delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 3* NN pulsazioni proprie del sistema
coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare
quanto vale lo spostamento lungo x del nodo h-esimo uj, o della generica sezione media 1y, (nel dominio della
frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 178). Per determinare il modulo e la fase dello spostamento
Uop (0 Upo) devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere
dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per Q (si

vedano sempre la Fig. 177 e la Fig. 178).
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Figura 178 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica sub/super-sincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina wf(ﬁ) = n{ si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione
propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio delle deformate forzate e del whirl forzato, come detto a inizio paragrafo, tramite
semplici operazioni di media, a partire dalla (10.9.20) & possibile ricostruire il comportamento medio della generica

sezione A(zy) del rotore 3D:

upy (t) Upo
e (0 0 (® ( ”M(?\ ./ o \.
Gu(® = ou(®) |, 2 =V |, a(© = Re (auoe™) = | J1E) [ = Re| | g [eme
wy (t) om(t) l,l):;(t) Yo
om(t) Pmo
(10.9.22)

I comportamento del moto di whirl forzato pud essere quindi approssimativamente pensato come la

“composizione” della parte flessionale del moto di whirl forzato, di quella torsionale e di quella assiale (Fig. 179):

up(t) Umo
quyr () = gzgg = Re (ngOej"m) = Re gzz e/nat (10.9.23)
Yu (t) \ Ymo

qua(t) = wy(t) = Re(WMoejnm)-

ame () = pyu(6) = Re(‘ﬂmoejnm)-
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Naturalmente se tendera a prevalere la parte flessionale avremo un moto di whirl forzato prevalentemente
flessionale (DFPF), altrimenti ne avremo uno prevalentemente torsionale (DFPT) o prevalentemente assiale
(DFPA). Dal momento che, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le parti
flessionali, torsionali e assiali del moto di whirl forzato, potremo rappresentare la loro composizione come

riportato in Fig. 179.

Pm A Wy
ou(t) wy (t)
R o0 4o
(()f(f_).) = n(_).

LE ROTAZIONI 8 E 1, SI
COMPORTANO IN MODO ANALOGO!

Figura 179 Whirl forzato per la generica sezione (le componenti angolari P y(t) e 8, (t) si comportano in modo analogo)

La rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di

rivoluzione ellittico della sezione media Gy, attorno all’asse zy,r avviene sempre alla pulsazione della forzante in

questione w,(Q) = n.

Come sempre le fasi @0 » Pomo di Upo € Viro Permettono di determinare se I'ellisse & percorsa in senso BW o

FW. Se infatti vale la condizione
0 <@y = Puppo <T, (10.9.24)
allora il modo € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
< Pupe — Pupge < 0, (10.9.25)
I’ellissi sara percorsa in senso FW.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’oscillazione pura a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non si
esaurira mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni ti tale oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

Per quanto concerne infine la deformata forzata, essa pud essere nuovamente pensata come la composizione
delle deformate forzate associate alla parte flessionale del modo, a quella torsionale e a quella assiale. Se tendera
a prevalere la parte flessionale avremo un deformata forzata prevalentemente flessionale (MPF), altrimenti ne

avremo una prevalentemente torsionale (MPT) o prevalentemente assiale (MPA).
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Poiché anche in questo caso, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le

deformate forzate associate alle parti flessionali, torsionali e assiali del modo, e poiché le varie sezioni equivalenti

del rotore 3D sono comunque soggette alla principio di coerenza modale (I'albero non & di gommal), potremo

rappresentare la loro composizione come riportato in Fig.180.

wp(Q) = nQ

COMPONENTE
FLESSIONALE
DELLA DEFORMATA FORZATA

LE ROTAZIONI Oy E 5
S| COMPORTANO IN
MODO ANALOGO!

AT

COMP. DEF.
FORZ. IDFf

[
' )
[
—> - 4ok
% [T A T
Yr v Vo
v \‘ l’

X
AT

P

X

COMPONENTE
TORSIONALE
DELLA DEFORMATA FORZATA

Z COMP. DEF.

A

COMP. DEF.
@um(zf) | FORZ. lIDFt
PN

4

COMPONENTE
ASSIALE
DELLA DEFORMATA FORZATA

w (2f) COMP. DEF.
F FORZ. IDFa

1PN

4

COMP. DEF.
\ Wy (Z)| FORZ. lliDFa
PN

)

COMP. DEF.
FORZ. IVDFa
PN

wp(Q) =nQ

Figura 180 Deformate forzate per rotori elastici (le componenti angolari Y(t) e 8,(t) si comportano in modo analogo)

Come si pud notare dalla Fig. 180, ricordando quanto detto nei capitoli precedenti su vibrazioni flessionali

torsionali e assiali, le deformate forzate di un rotore 3D possono essere piuttosto complesse e assumere molteplici

forme. In generale in ogni deformata forzata potra essere individuata (anche se spesso & tutt’altro che evidente,

soprattutto a colpo d’occhio!):
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- una componente flessionale di tipo IDFf, IIDFf, IIIDFf, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI);

- una componente torsionale di tipo IDFt, IIDFt, llIDFt, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI);

- una componente assiale di tipo IDFa, IIDFa, IlIDFa, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua volta

una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI).

Dal momento che, in teoria, ogni combinazione € possibile, le possibili deformate forzate sono tantissime.
Solitamente al crescere della pulsazione della forzante a)f(ﬁ) = n crescono anche i punti nodali PN e i punti di

inversione Pl e quindi tendono a comparire deformate forzate sempre pil complesse.

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione  (la speed della macchina)
mentre i vari moti di oscillazione associati alle deformate forzate (il moto di rivoluzione attorno all’asse z; per la
componente flessionale, il moto di rotazione attorno all’asse z; per la componente torsionale e il moto di
traslazione lungo I'asse z¢ per la componente assiale) avvengono sempre alla pulsazione della forzante (uf((_l) =
nQ per tutte le sezioni medie equivalenti Gy considerate. Cio & coerente col fatto che la pulsazione associata al

modo di vibrare in questione € sempre una e una sola, ovvero, wf(ﬁ) = nQ.

Nella rappresentazione delle deformate forzate riportata in Fig. 180, al contrario del moto libero, i vari moti di
oscillazione saranno sempre delle oscillazioni pure a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non
si esauriranno mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni di tali oscillazioni saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

Riportiamo per completezza in Fig. 180bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo sia le
componenti angolari Yy, (t) e 8,,(t) di basculamento della sezione media per la parte flessionale (prima non
considerate esplicitamente perché meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento
qualitativo & identico a quello delle componenti spaziali uy, (t) e vy (t)) sia le componenti torsioonali ¢, e assiali
wy, medie della sezione. Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale [IDFf spaziale (con
1PNftra e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associata a una deformata forzata flessionale IlIIDFf
rotazionale (con 2PNfrot e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI), associata a sua volta a una
deformata forzata torsionale IIDFt (con 1PNt che potra avere caratteristica OPI, 1PI), associato infine a una

deformata forzata assiale IIDFt (con 1PNa che potra avere caratteristica OPI, 1PI).
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Figura 180ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE (IN TEORIA TUTTE LE COMBINAZIONE FLESSIONALI -
TORSIONALI — ASSIALI SONO POSSIBILI):

1) FLESSIONALE
- FORMA: IDF
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2)

3)

3)

CARATTERISTICA:

FORMA: IIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IVDF

CARETTERISTICA:

TORSIONALE
FORMA: IDF

CARATTERISTICA:

FORMA: IIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IVDF

CARETTERISTICA:

ASSIALE
FORMA: IDF

CARATTERISTICA:

FORMA: IIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IDF

CARETTERISTICA:

BW, FW

BW, FW, M1PI

BW, FW, M1PI, M2PI

BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

OPI

OPI, 1PI

0PI, 1PI, 2PI

0PI, 1P1, 2PI, 3PI

0PI

OPI, 1PI

OPI, 1PI, 2PI

OPI, 1PI, 2PI, 3PI

FORZANTE ARMONICA ASINCRONA:

M{ + (G + C)q + Kq = Q(t) = Re [Qo(Q) €71t .

00-(20). g~ (dn)

(10.9.26)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

qr(t) = (@z(ﬂ) = Re [Qo ef“’ft], qn () = [ va(®)

up(t)

wp (t)
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Uno
Vho

9 = (@n) = a(wp, Q) Qo (Q) = [~wpM + jws(C + 26) + K]'lgo(n), Gon =
Who

\

dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f,Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

= a(wp, Q)Qo(Q) = Y2V, TR )y _ yon (G (10.9.28)
9o r28)Co k=17 —5, <0 =1\ G sy 9Rrk -7
. . . . . - . ..  4kQ \
da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui (]Z)—_S>
f—Sk

grande, ovvero quando wy € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wp;, contenuta in s, (corrispondenti

alle risonanze del sistema) o quando qkaO e grande (forzanti ortogonali al corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 182. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico a)f(Q) = wy = cost sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della curva del carico con i rami del diagramma (1. sono ancora una volta le pulsazioni critiche. E’ utile
osservare come il caso di forzante armonica asincrona sia particolarmente favorevole in quanto una retta di carico
orizzontale genera al massimo una pulsazione critica all'interno del range di velocita di lavoro della macchina
(ovvero al massimo una intersezione tra la retta di carico e i rami del diagramma). Il valore di smorzamento modale
associato alle varie pulsazioni critiche (., puo essere facilmente trovato riportando la pulsazione critica in
questione (). sul diagramma dello smorzamento.

1 @ o o0 A4 o 0 o

/—0:, [wer ]

P

4—,—’/ MPF

<
-

wps(Q)
PF
3 ﬁ MPA —
. P
<) ] ° MPF | (g @
i
i 1' MPT : MPT
’ : > s
0 Q¢ Q Q 0 Qcq o

Figura 181 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica asincrona

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso nuovamente dei diagrammi di Bode. A tale
fine dobbiamo prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto
quindi tale velocita Q sul diagramma di Campbell; le intersezioni tra la retta verticale passante per Qe i3 * NN
rami del diagramma delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 3* NN pulsazioni proprie del sistema

coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare
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quanto vale lo spostamento lungo x del nodo h-esimo ug;, o della generica sezione media u,, (nel dominio della
frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 182). Per determinare il modulo e la fase dello spostamento
Uop (0 Upo) devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere
dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per Q (si
vedano sempre la Fig. 181 e la Fig. 182).

dB([uon(wy, 9)]) Puy (@5, 0)
A A

dB(Juon(wp, Q)])

wpe ()

g

g

o

oo @) |
wp2(Q)
;| —————
AT (7)) SR,

g |
<+
[
3

0 l lg& ! S S g logiowy
S 2 § £
3 3 3 S
(})f(ﬁ) = Wy wf(‘(_)') = Wy

PULSAZIONE DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE

Figura 182 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica asincrona

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina a)f(ﬁ) = wy si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione
propria wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di

massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio delle deformate forzate e del whirl forzato, come detto a inizio paragrafo, tramite
semplici operazioni di media, a partire dalla (10.9.27) & possibile ricostruire il comportamento medio della generica

sezione A(zy) del rotore 3D:

uy () Upto
up (t) Oy (1) /vM(t)\ I/ :/MO \
Gu(© = vu(®) |, 2@ =90 | au(© = Re (auoerr) = | Y10 [ = Re | g [eror
) #m(®) e Yo
oum(t) Pmo
(10.9.29)

I comportamento del moto di whirl forzato pud essere quindi approssimativamente pensato come la

“composizione” della parte flessionale del moto di whirl forzato, di quella torsionale e di quella assiale (Fig. 183):

upy (t) Upmo
qus(t) = Zzgg = Re (ngoej“’ff) = Re 19;];2 elort (10.9.30)
Yy (1) \ Ymo
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qua(t) = wy(t) = Re(WMoejwft)-
que(t) = ou(t) = Re(‘PMoejwft)-

Naturalmente se tendera a prevalere la parte flessionale avremo un moto di whirl forzato prevalentemente
flessionale (DFPF), altrimenti ne avremo uno prevalentemente torsionale (DFPT) o prevalentemente assiale
(DFPA). Dal momento che, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le parti
flessionali, torsionali e assiali del moto di whirl forzato, potremo rappresentare la loro composizione come

riportato in Fig. 183.

Pm Wy
A
ou () r wy(®)
R oo 4| cin-e,

LE ROTAZIONI By E 1y SI
COMPORTANO IN MODO ANALOGO!

Figura 183 Whirl forzato per la generica sezione (le componenti angolari P y(t) e 8, (t) si comportano in modo analogo)

La rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di
rivoluzione ellittico della sezione media Gy, attorno all’asse zy,r avviene sempre alla pulsazione della forzante in

questione wr () = wy.

Come sempre le fasi @0 , Pomo di Upo € Viro Permettono di determinare se I'ellisse & percorsa in senso BW o

FW. Se infatti vale la condizione
0 <@y = Pupy <T, (10.9.31)
allora il modo € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
< Pupe — Pupge < 0, (10.9.32)
I’ellissi sara percorsa in senso FW.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’oscillazione pura a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non si
esaurira mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni ti tale oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno pil piccole.

Per quanto concerne infine la deformata forzata, essa pud essere nuovamente pensata come la composizione
delle deformate forzate associate alla parte flessionale del modo, a quella torsionale e a quella assiale. Se tendera
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a prevalere la parte flessionale avremo un deformata forzata prevalentemente flessionale (MPF), altrimenti ne

avremo una prevalentemente torsionale (MPT) o prevalentemente assiale (MPA).

Poiché anche in questo caso, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le

deformate forzate associate alle parti flessionali, torsionali e assiali del modo, e poiché le varie sezioni equivalenti

del rotore 3D sono comungue soggette alla principio di coerenza modale (I’albero non e di gommal), potremo

rappresentare la loro composizione come riportato in Fig.184.

w,-(f_l) = wy

LE ROTAZIONI Oy E 1y,
SI COMPORTANO IN
MODO ANALOGO!

COMPONENTE
FLESSIONALE
DELLA DEFORMATA FORZATA

wr(@Q) = wy

COMPONENTE
TORSIONALE
DELLA DEFORMATA FORZATA

X

oum(z COMP. DEF.
[ @) FORZ. IDFt

/w—\
wr(Q) = wy

COMP. DEF.
Z FORZ. IIDFt
A Pm(Z)
PN

COMP. DEF.
FORZ. IVDFt

A </’M(Z/)

COMPONENTE
ASSIALE
DELLA DEFORMATA FORZATA

wy, (2 COMP. DEF.
4 @) FORZ. IDFa
Wm
; 1
/:_\:\
o, i ! _
A SN
zf ' :
’ 1
! '
! i

‘F wy (zf)
Wy

COMP. DEF.
A wy(2r)| Forz.1iipFa
PN

Wy

of i
!
-——q{. _____
z
wy _
wr(Q) = wy
COMP. DEF.
FORZ. IVDFa
AWM (z¢)
r PN

a)f((—l) = wy

Figura 184 Deformate forzate per rotori elastici (le componenti angolari Y (t) e 8, (t) si comportano in modo analogo)

Come si pud notare dalla Fig. 184, ricordando quanto detto nei capitoli precedenti su vibrazioni flessionali

torsionali e assiali, le deformate forzate di un rotore 3D possono essere piuttosto complesse e assumere molteplici

forme. In generale in ogni deformata forzata potra essere individuata (anche se spesso & tutt’altro che evidente,

soprattutto a colpo d’occhio!):
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- una componente flessionale di tipo IDFf, IIDFf, IIIDFf, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione Pl);

- una componente torsionale di tipo IDFt, IIDFt, llIDFt, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI);

- una componente assiale di tipo IDFa, IIDFa, IlIDFa, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua volta

una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI).

Dal momento che, in teoria, ogni combinazione € possibile, le possibili deformate forzate sono tantissime.
Solitamente al crescere della pulsazione della forzante a)f(ﬁ) = wy crescono anche i punti nodali PN e i punti di

inversione Pl e quindi tendono a comparire deformate forzate sempre pit complesse.

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione  (la speed della macchina)
mentre i vari moti di oscillazione associati alle deformate forzate (il moto di rivoluzione attorno all’asse z; per la
componente flessionale, il moto di rotazione attorno all’asse z; per la componente torsionale e il moto di
traslazione lungo I'asse z¢ per la componente assiale) avvengono sempre alla pulsazione della forzante (uf((_l) =
wy per tutte le sezioni medie equivalenti Gy, considerate. Cio e coerente col fatto che la pulsazione associata al

modo di vibrare in questione € sempre una e una sola, ovvero, wf(ﬁ) = wy.

Nella rappresentazione delle deformate forzate riportata in Fig. 184, al contrario del moto libero, i vari moti di
oscillazione saranno sempre delle oscillazioni pure a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non
si esauriranno mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni di tali oscillazioni saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

Riportiamo per completezza in Fig. 184bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo sia le
componenti angolari Y, (t) e 8y,(t) di basculamento della sezione media per la parte flessionale (prima non
considerate esplicitamente perché meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento
qualitativo & identico a quello delle componenti spaziali uy, (t) e vy (t)) sia le componenti torsioonali ¢, e assiali
wy, medie della sezione. Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale [IDFf spaziale (con
1PNftra e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associata a una deformata forzata flessionale IIIDFf
rotazionale (con 2PNfrot e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PIl, M2PI), associata a sua volta a una
deformata forzata torsionale IIDFt (con 1PNt che potra avere caratteristica OPI, 1Pl), associato infine a una

deformata forzata assiale IIDFt (con 1PNa che potra avere caratteristica OPI, 1PI).
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Figura 184ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE (IN TEORIA TUTTE LE COMBINAZIONE FLESSIONALI -
TORSIONALI — ASSIALI SONO POSSIBILI):

1) FLESSIONALE

- FORMA: IDF
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2)

3)

4)

CARATTERISTICA:

FORMA: IIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IVDF

CARETTERISTICA:

TORSIONALE
FORMA: IDF

CARATTERISTICA:

FORMA: IIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IVDF

CARETTERISTICA:

ASSIALE
FORMA: IDF

CARATTERISTICA:

FORMA: IIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA:

FORMA: IDF

CARETTERISTICA:

FORZANTE ARMONICA GENERICA:

BW, FW

BW, FW, M1PI

BW, FW, M1PI, M2PI

BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

OPI

OPI, 1PI

0PI, 1PI, 2PI

0PI, 1P1, 2PI, 3PI

0PI

OPI, 1PI

OPI, 1PI, 2PI

OPI, 1PI, 2PI, 3PI

Mg+ (QG +C)q +Kq = Q(t) = Re [QO(Q) eiwfm)f] :

o) = <fo<'t>>. (@) = (Q'Jh)

(10.9.33)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

q5(t) = (ﬂh“(.t)> = Re [Qo ej“’f(ﬂ)t], qn(t) = | vn(0)

up(t)

wh (t)
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Uno
. -1
9 = (@w) = a(wr(2),2)Q(Q) = [~wr (WM + jws(Q)(C +06) + K] Qo(Q), qon = (m)
Who
dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(a)f(Q),Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.
Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

on (ark 9fk)

arkQ
4o = a(w(Q),2)Q(Q) = k=1jwf(T_SkQO(Q) = i’&(ﬁTf_%) qri (10.9.35)

. . . . . A . .. . a7k Qo

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alla soluzione sono quelli in cui m
wf —Sk

e grande, ovvero quando ws({2) & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy contenuta in s
(corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando q{’on € grande (forzanti ortogonali al corrispondente

autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 185. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico w;(Q) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (). sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione (. sul diagramma dello smorzamento.

P on@ @ @ @ A4

MPF

_ I CARICO | 4y (Q2) ["wipe —/’/ MPF
Y Iy gy = POl 7y

wf(ﬁ)

1
|
1
MPT L MPT
1
1

Figura 185 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante armonica generica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso nuovamente dei diagrammi di Bode. A tale
fine dobbiamo prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto
quindi tale velocita Q sul diagramma di Campbell; le intersezioni tra la retta verticale passante per Qe i3 * NN
rami del diagramma delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 3* NN pulsazioni proprie del sistema
coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare
quanto vale lo spostamento lungo x del nodo h-esimo ug;, o della generica sezione media u,, (nel dominio della
frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 186). Per determinare il modulo e la fase dello spostamento

Uop (0 Upo) devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo puo essere
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dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante per Q (si

vedano sempre la Fig. 185 e la Fig. 186).

dB([uon (wy, )|) Pugr (w5, )
A A
~~
> :
= IS A,
4 . Ol
3 : B | : : )
$ | S|
= : | | : :
Nt ] 1 ] ' 1
= ; : : : :
= : : : : :
~ = e o ~ ~ ~ =,
| (=] = 0 —
= a. [ 3 10 x = a, a, § o £
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
wr(Q) ws(Q)

PULSAZIONE/DELLA FORZANTE PULSAZIONE DELLA FORZANTE

Figura 186 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante armonica generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina wf(ﬁ) si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio delle deformate forzate e del whirl forzato, come detto a inizio paragrafo, tramite
semplici operazioni di media, a partire dalla (10.9.34) & possibile ricostruire il comportamento medio della generica

sezione A(zy) del rotore 3D:

Gu(®) = vy |, 2u@) =|9¥u@® )
wyy (t) ou(t)

uM(t) Upo

(VM(t) Vmo

j t t tWao 1 e
() = Re (quoe *r¢) = | ZZ((t)) | = Re | Bre | erer@ |, (10.9.36)

\sz(t) \ Yo / /

om(t) Pmo

I comportamento del moto di whirl forzato pud essere quindi approssimativamente pensato come la

“composizione” della parte flessionale del moto di whirl forzato, di quella torsionale e di quella assiale (Fig. 187):

up (t) Upmo
. v .
0ur® = 218 | = e (o) = e | g0 | percs 10937
G \ Yumo
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qua(t) = wy(t) = Re(wMOefwf(Q)t)_
que(t) = oy () = Re(@uoe’2rD).

Naturalmente se tendera a prevalere la parte flessionale avremo un moto di whirl forzato prevalentemente
flessionale (DFPF), altrimenti ne avremo uno prevalentemente torsionale (DFPT) o prevalentemente assiale
(DFPA). Dal momento che, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le parti
flessionali, torsionali e assiali del moto di whirl forzato, potremo rappresentare la loro composizione come

riportato in Fig. 187.

Pm WM

1t ou@® P} wy(t)

&) o o

LE ROTAZIONI By E 1) S
COMPORTANO IN MODO ANALOGO!

Figura 187 Whirl forzato per la generica sezione (le componenti angolari P (t) e 6,(t) si comportano in modo analogo)

La rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di

rivoluzione ellittico della sezione media Gy attorno all’asse z) s avviene sempre alla pulsazione della forzante in

questione wg ().

Come sempre le fasi , diuygev ermettono di determinare se I’ellisse & percorsa in senso BW o
uMo vMO MO MO

FW. Se infatti vale la condizione
0 <Py = Pupgy < T, (10.9.38)
allora il modo € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
T < Pppy — Pupo <0, (10.9.39)
I’ellissi sara percorsa in senso FW.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’oscillazione pura a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non si
esaurira mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni ti tale oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno pil piccole.
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Per quanto concerne infine la deformata forzata, essa pud essere nuovamente pensata come la composizione
delle deformate forzate associate alla parte flessionale del modo, a quella torsionale e a quella assiale. Se tendera
a prevalere la parte flessionale avremo un deformata forzata prevalentemente flessionale (MPF), altrimenti ne

avremo una prevalentemente torsionale (MPT) o prevalentemente assiale (MPA).

Poiché anche in questo caso, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le
deformate forzate associate alle parti flessionali, torsionali e assiali del modo, e poiché le varie sezioni equivalenti
del rotore 3D sono comunque soggette alla principio di coerenza modale (I'albero non & di gommal), potremo

rappresentare la loro composizione come riportato in Fig. 188.

COMPONENTE COMPONENTE COMPONENTE
— FLESSIONALE TORSIONALE ASSIALE
(’)f (Q) DELLA DEFORMATA FORZATA DELLA DEFORMATA FORZATA DELLA DEFORMATA FORZATA

LE ROTAZIONI 6, E 11,

COMP. DEF. COMP. DEF. Z
Z, COMP. DEF.
S| COMPORTANO IN 4 FORZ. IDFf A oup) g @) FORZ. IDFa
MODO ANALOGO! .

>
3

K

>§
>§

i

AT 1PN

1PN

x 7;) | FORZ. IIDFt wy (7 :
A A Pu) A m (7)) | FoRzZ. iDFa
PN PN

(4] Wy
Of
_____ —_ A
= Zr
(Uf(ﬂ)

mf(f_l)
COMP. DEF. COMP. DEF.
FORZ. IVDFf FORZ. IVDFt

T Xy om ()

[ aen ] 1
G

g
- ' -
J

Figura 188 Deformate forzate per rotori elastici (le componenti angolari Y (t) e 8,(t) si comportano in modo analogo)
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Come si pud notare dalla Fig. 188, ricordando quanto detto nei capitoli precedenti su vibrazioni flessionali
torsionali e assiali, le deformate forzate di un rotore 3D possono essere piuttosto complesse e assumere molteplici
forme. In generale in ogni deformata forzata potra essere individuata (anche se spesso & tutt’altro che evidente,

soprattutto a colpo d’occhio!):

- una componente flessionale di tipo IDFf, IIDFf, IIIDFf, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione Pl);

- una componente torsionale di tipo IDFt, IIDFt, llIDFt, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI);

- una componente assiale di tipo IDFa, IIDFa, IlIDFa, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua volta

una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI).

Dal momento che, in teoria, ogni combinazione € possibile, le possibili deformate forzate sono tantissime.
Solitamente al crescere della pulsazione della forzante wf(S_)) crescono anche i punti nodali PN e i punti di

inversione Pl e quindi tendono a comparire deformate forzate sempre pit complesse.

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione ( (la speed della macchina)
mentre i vari moti di oscillazione associati alle deformate forzate (il moto di rivoluzione attorno all’asse z; per la
componente flessionale, il moto di rotazione attorno all’asse z; per la componente torsionale e il moto di
traslazione lungo I'asse z¢ per la componente assiale) avvengono sempre alla pulsazione della forzante (uf((_l) per
tutte le sezioni medie equivalenti G, considerate. Cio & coerente col fatto che la pulsazione associata al modo di

vibrare in questione & sempre una e una sola, ovvero, a)f((_l).

Nella rappresentazione delle deformate forzate riportata in Fig. 188, al contrario del moto libero, i vari moti di
oscillazione saranno sempre delle oscillazioni pure a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non
si esauriranno mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni di tali oscillazioni saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

Riportiamo per completezza in Fig. 188bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo sia le
componenti angolari Yy, (t) e 8,,(t) di basculamento della sezione media per la parte flessionale (prima non
considerate esplicitamente perché meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento
qualitativo & identico a quello delle componenti spaziali uy, (t) e vy (t)) sia le componenti torsioonali ¢, e assiali
wy medie della sezione. Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata forzata flessionale IIDFf spaziale (con
1PNftra e che potra avere caratteristica BW, FW o M1Pl) associata a una deformata forzata flessionale IlIIDFf
rotazionale (con 2PNfrot e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI), associata a sua volta a una
deformata forzata torsionale IIDFt (con 1PNt che potra avere caratteristica OPI, 1PI), associato infine a una

deformata forzata assiale IIDFt (con 1PNa che potra avere caratteristica OPI, 1PI).
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Figura 188bis Esempio di deformata modale per rotori elastici

(wrl x ,0T) /x 35SV

Figura 188ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE (IN TEORIA TUTTE LE COMBINAZIONE FLESSIONALI -
TORSIONALI — ASSIALI SONO POSSIBILI):

1) FLESSIONALE
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2)

3)

5)

FORMA: IDF
CARATTERISTICA
FORMA: IIDF

:BW, FW

CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI

FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI

FORMA: IVDF

CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

TORSIONALE
FORMA: IDF

CARATTERISTICA:

FORMA: IIDF

0PI

CARETTERISTICA: OPI, 1PI

FORMA: IIIDF

CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI

FORMA: IVDF

CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl

ASSIALE
FORMA: IDF

CARATTERISTICA: OPI

FORMA: IIDF
CARETTERISTICA
FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA
FORMA: IDF
CARETTERISTICA

: 0PI, 1PI

: 0PI, 1P1, 2PI

: 0PI, 1P1, 2PI, 3PI

FORZANTE PERIODICA:

M+ (QG + C)§ +Kq = Q(t) = Re[Xi, ¢ (el Vo @¥t] .

(o)

Q) = <2f:<'t)>. ()

Wo

(10.9.40)

La soluzione del moto forzato del sistema pud essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze

308



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

qr () = (gh"('t)> = Yo () = Re(Tpoolalkwg, Q)i () e/ @0 DkE]) (10.9.41)
Ugp (8)

q(t) = (ﬂkh(t)> = Re[a(kwg, R)¢; (Q)e/ o], Gien(©) = | Vkn(t)
Win (8)

qko = (2;10> = a(kwo(Q), Wex () = [-k2wo (WM + jkwo(Q)(C +26) + K] g ()

Ukho
Qkno = | Vkho
Wkho
dove in questi casi e utile distinguere nella ricettanza a(kwy(Q), Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della

forzante e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

H
. Arm 4L .
qi () = Re[ar(kawo(Q), Q) g (Q)e/ o Wkt] = Re § = — (aen atn) (e okt =
4 Jwo(Wk = s
m=1
Re |28 _ dim&k eJwo(Qkt (10.9.42)
=1\ (k=5 ) LM ’ -

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

H
A1mCk

m) € grande, ovvero quando wq()k & vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy
0 —om

quelliin cui (
contenuta in s, (corrispondenti alle risonanze del sistema) o quando q,’fkgk é grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).

Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 189. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la curva del carico wy(Q)k sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le intersezioni
della curva del carico con i rami del diagramma (), sono ancora una volta le pulsazioni critiche. Il valore di
smorzamento modale associato alle varie pulsazioni critiche {. pud essere facilmente trovato riportando la

pulsazione critica in questione Q. sul diagramma dello smorzamento.
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i(Q
A wpi() e 0 o o 0 o AL o o
1
MPF
MPF
wps ()
&= [wer |
S d /‘J (€50 L ——————— h@\ MPF
) 1 MPA gﬁ
5 ; I : MPA
N ' (O = 00(@) :
2 : : MPF /j/ MPF
Q 1
3 | :
I : MET L MPT
1
1 1 !
— . -
0 Q Qc11 Q 0 Qc1q Q'

CURVE DEL CARICO
(GENERICA ARMONICA
DELLA FORZANTE)

Figura 189 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante periodica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso nuovamente dei diagrammi di Bode. A tale
fine dobbiamo prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto
quindi tale velocita Q sul diagramma di Campbell; le intersezioni tra la retta verticale passante per Qe i3 * NN
rami del diagramma delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 3* NN pulsazioni proprie del sistema
coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare
quanto vale lo spostamento lungo x del nodo h-esimo uyy, 0 della generica sezione media Uy (nel dominio
della frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 190). Per determinare il modulo e la fase dello
spostamento Uggp (0 Upko) devo determinare sul diagramma di Bode il punto in cui agisce la forzante. Ma questo
puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la curva del carico con la sezione verticale passante

per Q (si vedano sempre la Fig. 189 e la Fig. 191).

dB(lukhO (wf' Q)l) Pugno (wf' Q)
N\ A
= <
Ii l@
1S < !
— A S~ !
N . : 3 : :
% E i g 5 i !
5 Vo S o
= : : : : : i
p— 1 1 1 ] 1 ]
0 : : : : : :
= : : : : ! :
0 8 848 8 & & 08 EB+18 @ = &
[ Q,
s 3|8 3 § 3 s 3|3 § § s
w2 (Q) = 20,(Q) w52 (@) = 2w,(@)
PULSAZIONE DELLA GENERICA PULSAZIONE DELLA GENERICA
ARMONICA DELLA FORZANTE ARMONICA DELLA FORZANTE

Figura 190 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante periodica
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Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di pulsazione critica (.. Qualora infatti
la pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una critica £, la pulsazione in
cui la forzante agirebbe sulla macchina kw, () si troverebbe proprio in corrispondenza di una pulsazione propria
wp;(Q) e quindi di una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima

amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio delle deformate forzate e del whirl forzato, come detto a inizio paragrafo, tramite
semplici operazioni di media, a partire dalla (10.9.41) & possibile ricostruire il comportamento medio della generica

sezione A(zy) del rotore 3D (per la generica armonica!):

Upie (t) O (t)
Gur(®) = vie@®) |, P () = | Y () ),
W () Omi(t)
Upie (1) Upok
(ka(t) /VMOR
. i W 1 .
qmi(t) = Re (QMOkem"(mkt) = 2/,‘]‘::((;)) | = Rel | 9::3: | /oKt 1, (10.9.43)
\d)Mk(t) / \\wmk / /
Omi(t) Pmok

I comportamento del moto di whirl forzato pud essere quindi approssimativamente pensato come la

“composizione” della parte flessionale del moto di whirl forzato, di quella torsionale e di quella assiale (Fig. 18g7):

Upgre (¢) { Upmko \
U (T ; Vmk i

ngf(t) = GZ];EI% = Re (ngfoelwo(Q)kt) = Re eMkz eJwo(Q)kt (10.9.44)
Yk () \ Yuko

Amia(t) = W (1) = Re(kaoefwo(ﬂ)kt)‘
Quie () = P (t) = Re(@poe oDk,

Naturalmente se tendera a prevalere la parte flessionale avremo un moto di whirl forzato prevalentemente
flessionale (DFPF), altrimenti ne avremo uno prevalentemente torsionale (DFPT) o prevalentemente assiale
(DFPA). Dal momento che, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le parti
flessionali, torsionali e assiali del moto di whirl forzato, potremo rappresentare la loro composizione come

riportato in Fig. 191 (per la generica armonical).
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Pm2() w2 (8)

® Ous # w2(R) = 200(@)

Wrr @ = an(ﬁ)

LE ROTAZIONI Oy, E 1Py, SI
COMPORTANO IN MODO ANALOGO!

Figura 191 Whirl forzato per la generica sezione (le componenti angolari Py3(t) e Oy3(t) si comportano in modo analogo)

La rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di
rivoluzione ellittico della sezione media Gy attorno all’asse z) s avviene sempre alla pulsazione della forzante in

questione kwg(1).

Come sempre le fasi , diu ev ermettono di determinare se I’ellisse & percorsa in senso BW
uMOk vMOk MOk MOk

o FW. Se infatti vale la condizione
0 < Oupyor = Pupgore <T. (10.9.45)
allora il modo € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
T < Pypon ~ Pupror < 0 (10.9.46)
I’ellissi sara percorsa in senso FW.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’oscillazione pura a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non si
esaurira mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni ti tale oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno pil piccole.
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Figura 192 Deformate forzate per rotori elastici (le componenti angolari Y 3(t) e 8y3(t) si comportano in modo analogo)

Per quanto concerne infine la deformata forzata, essa pud essere nuovamente pensata come la composizione
delle deformate forzate associate alla parte flessionale del modo, a quella torsionale e a quella assiale (per la
generica armonica!l). Se tendera a prevalere la parte flessionale avremo un deformata forzata prevalentemente

flessionale (MPF), altrimenti ne avremo una prevalentemente torsionale (MPT) o prevalentemente assiale (MPA).

Poiché anche in questo caso, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le
deformate forzate associate alle parti flessionali, torsionali e assiali del modo, e poiché le varie sezioni equivalenti
del rotore 3D sono comunque soggette alla principio di coerenza modale (I'albero non & di gommal), potremo

rappresentare la loro composizione come riportato in Fig. 192 (per la generica armonical).
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Come si pud notare dalla Fig. 192, ricordando quanto detto nei capitoli precedenti su vibrazioni flessionali
torsionali e assiali, le deformate forzate di un rotore 3D possono essere piuttosto complesse e assumere molteplici
forme. In generale in ogni deformata forzata potra essere individuata (anche se spesso & tutt’altro che evidente,

soprattutto a colpo d’occhio!):

- una componente flessionale di tipo IDFf, IIDFf, IIIDFf, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione Pl);

- una componente torsionale di tipo IDFt, IIDFt, llIDFt, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI);

- una componente assiale di tipo IDFa, IIDFa, IlIDFa, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua volta

una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI).

Dal momento che, in teoria, ogni combinazione € possibile, le possibili deformate forzate sono tantissime.
Solitamente al crescere della pulsazione della forzante kwf(ﬁ) crescono anche i punti nodali PN e i punti di

inversione Pl e quindi tendono a comparire deformate forzate sempre pit complesse.

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione ( (la speed della macchina)
mentre i vari moti di oscillazione associati alle deformate forzate (il moto di rivoluzione attorno all’asse z; per la
componente flessionale, il moto di rotazione attorno all’asse z; per la componente torsionale e il moto di
traslazione lungo I'asse z¢ per la componente assiale) avwvengono sempre alla pulsazione della forzante k(uf((_l)
per tutte le sezioni medie equivalenti G,; considerate. Cid & coerente col fatto che |a pulsazione associata al modo

di vibrare in questione & sempre una e una sola, ovvero, ka)f(S_)).

Nella rappresentazione delle deformate forzate riportata in Fig. 192, al contrario del moto libero, i vari moti di
oscillazione saranno sempre delle oscillazioni pure a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non
si esauriranno mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni di tali oscillazioni saranno pil grandi, altrimenti saranno piu piccole.

Riportiamo per completezza in Fig. 192bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo sia le
componenti angolari Py, (t) e Oy, (t) di basculamento della sezione media per la parte flessionale (prima non
considerate esplicitamente perché meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento
qualitativo e identico a quello delle componenti spaziali Uy, (t) e vy (t)) sia le componenti torsioonali @y, e
assiali wy, medie della sezione (per una generica armonica!). Nel caso dell’esempio abbiamo una deformata
forzata flessionale IIDFf spaziale (con 1PNftra e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associata a una
deformata forzata flessionale IlIDFf rotazionale (con 2PNfrot e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI, M2PlI),
associata a sua volta a una deformata forzata torsionale IIDFt (con 1PNt che potra avere caratteristica OPI, 1Pl),

associato infine a una deformata forzata assiale IIDFt (con 1PNa che potra avere caratteristica OPI, 1PI).
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Figura 192ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE (IN TEORIA TUTTE LE COMBINAZIONE FLESSIONALI -
TORSIONALI — ASSIALI SONO POSSIBILI):

1) FLESSIONALE

- FORMA: IDF
CARATTERISTICA: BW, FW

- FORMA: IIDF
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CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI
- FORMA: IIIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI
- FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

2) TORSIONALE
- FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
- FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
- FORMA: llIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
- FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3PI

3) ASSIALE
- FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
- FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
- FORMA: llIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
- FORMA: IDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl

6) FORZANTE GENERICA:
MG + (QG + €)q + Kq = Q(t,) (10.9.46)

QY = [77 0w, M/ dw,  Qw,2) = [ Q(t,R)e T dt. (10.9.47)

Q) = (Qh("t.: ﬂ)), Qw,0) = (Qh(;;, Q))

La soluzione del moto forzato del sistema puod essere facilmente determinata grazie agli strumenti matematici

introdotti nel capitolo 1 e si ha:
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qr(t, Q) = (gh(t. Q)) = [""G(w, e/ dw = [ a(w, 0@ (w, Vet dw. (10.9.48)

G(w,Q) = (Qh(;, Q)) = a(w, MQ(»,Q) = [~w*M + ju(C + 26) + K] Q(w, Q)

Uph
gh(a), Q) = <vwh>

Wuh
u(uh(t) Uph
qwh(t: -Q) =| von(t) | =Re [qh(wl Q) eja)t] = Re [(Uwh> ejwtl
B th(t) B Wwh

dove in questi casi € utile distinguere nella ricettanza a(w, Q) la doppia dipendenza dalla pulsazione della forzante

e della velocita di rotazione della macchina.

Applicando il teorema di sovrapposizione modale in questo caso abbiamo:

2N H
~ ~ (ﬂRk ng) ~
1.9 = 2(©,00(©,0) = Y ==20(w,0) =
= - jw — s, =
k=1
_von [ 3k@@9) 10.9.49
= Zk=1\ T4 s, ) qRK (10.9.49)

da cui possiamo dedurre che i modi che maggiormente contribuiscono alle singole armoniche della soluzione sono

4 Q@) | — . . .
=———— e grande, ovvero quando w € vicina a una delle pulsazioni proprie del sistema wpy
ok

quelli in cui (

contenuta in s, (corrispondentsi alle risonanze del sistema) o quando qfké(w, Q) é grande (forzanti ortogonali al

corrispondente autovettore).

Consideriamo a titolo di pure esempio una forzante generica come quella in Fig. 193 (un tipico segnale passabanda
con frequenza portante wy(£2), ovvero come nella realta appare un segnale puramente armonico). In questo caso
6 (Q) e A(Q) sono le soglie di sensibilita del segnale, utili per determinare in quale range dello spettro il contributo
in frequenza del segnale sia realmente apprezzabile. Per semplicita supporremo che, come spesso accade in

questo caso, §(€2), A(Q2) e la frequenza portante del segnale w(() siano le stesse per ogni componente della

forzante Q(w, Q).

4 [0i(w,0)] ﬁ IACRY)

()} I

e e

'
'

'
I

. > w l 1)
0 wr () \ 0 wp(Q)
AQ)

Figura 193 Forzante generica del sistema
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Il diagramma di Campbell associato a questo caso e riportato in Fig. 194. Rispetto allo studio nel moto libero
abbiamo aggiunto la banda del carico (w(),A(Q)) sul diagramma relativo alle pulsazioni proprie wp;. Le
intersezioni della banda del carico con i rami del diagramma IQ, rappresentano le bande critiche. Il valore di
smorzamento modale (banda di smorzamento) associato alle bande critiche I{. puo essere facilmente trovato

riportando la banda critica in questione I}, sul diagramma dello smorzamento.

4 (UPi(Q) | . . . Azi(ﬂ) . . .

MPF

MPF

MPF

S
-]
@
~

2l
N

MP

MPA

BANDA DELLA
FORZANTE

MPF

w € wa(i'_l)

MPT
GENERICA

ARMONICA
DELLA FORZANTE | 0o

\ 4

1Q¢3 Q

BANDA DEL BANDA DELLO
CRITICA
CARICO SMORZAMENTO

Figura 194 Diagramma di Campbell per rotore elastico con forzante generica

Per capire quanto effettivamente vibra il sistema dobbiamo fare uso nuovamente dei diagrammi di Bode. A tale
fine dobbiamo prima specificare una velocita di lavoro della macchina Q alla quale studiare il sistema. Riporto
quindi tale velocita Q sul diagramma di Campbell; le intersezioni tra la retta verticale passante per Qe i3 * NN
rami del diagramma delle pulsazioni proprie wp; rappresentano le 3* NN pulsazioni proprie del sistema
coincidenti, a loro volta, le pulsazioni di risonanza del sistema. A questo punto, supponendo di voler trovare
quanto vale lo spostamento lungo x del nodo h-esimo u,,, o della generica sezione media u,,,, (nel dominio della
frequenza), posso tracciare i rispettivi diagrammi (Fig. 195). Per determinare le bande del modulo e della fase dello
spostamento u,, (0 Uy, ) devo determinare sul diagramma di Bode il punto la banda in cui agisce la forzante. Ma
questo puo essere dedotto dal diagramma di Campbell intersecando la banda del carico con la sezione verticale
passante per (0 (si vedano sempre la Fig. 194 e la Fig. 195). Lo stesso ragionamento puo essere effettuato per la
generica componente armonica a pulsazione w € Iw¢({2) appartenente alla banda Iw/(Q) in cui agisce la

forzante (Fig. 194 e la Fig. 195).
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Figura 195 Diagramma di Bode per rotore elastico con forzante generica

Guardando ai diagrammi di Campbell e di Bode, risulta chiaro il significato di banda critica I(.. Qualora infatti la

pulsazione di lavoro della macchina Q (la speed) si trovasse in corrispondenza di una banda critica 1€}, la banda

in cui la forzante agirebbe sulla macchina lwf(ﬁ) includerebbe proprio una pulsazione propria wp;(Q) e quindi

una pulsazione di risonanza. Ci troveremmo quindi necessariamente in condizioni di massima amplificazione.

Per quanto riguarda lo studio delle deformate forzate e del whirl forzato, come detto a inizio paragrafo, tramite

semplici operazioni di media, a partire dalla (10.9.48) & possibile ricostruire il comportamento medio della generica

sezione A(zy) del rotore 3D (per la generica armonica a pulsazione w € wa(ﬁ)!):

Upey () Ome (t)
Gnw(®) = VMm@ |, Pue®) ={ Yue®) |

Wit () Pumw(t)
Upme (1) Upmow
Vpme (8) /VMOw\

. I Wryow |

ng(t) = Re (gMowe]wt) = | ZII\‘/I/IZ((;)) | = Rel | 911:(())(» |e]wt

ING) \\wmw
Pmw(t) Pmow

(10.9.50)

)

I comportamento del moto di whirl forzato pud essere quindi approssimativamente pensato come la

“composizione” della parte flessionale del moto di whirl forzato, di quella torsionale e di quella assiale (Fig. 196):

Upe () / UMwo \
_ [ vmMe(® | _ jot\ — UMwo | ot
wor® =\ g ") | = Re (ﬂwaOe ) =Rl Ouao |©
Yuw(t) Yuwo

Amaa(t) = Wi (£) = Re(Waroe ®?).

Auowt () = Pue(t) = Re((prOejwt)-
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Naturalmente se tendera a prevalere la parte flessionale avremo un moto di whirl forzato prevalentemente
flessionale (DFPF), altrimenti ne avremo uno prevalentemente torsionale (DFPT) o prevalentemente assiale
(DFPA). Dal momento che, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le parti
flessionali, torsionali e assiali del moto di whirl forzato, potremo rappresentare la loro composizione come

riportato in Fig. 196 (per la generica armonica w € wa(ﬁ)l).

Pmaw(t) Wi ()

® Ony @ w € lwg(Q)

w € la)f((_l)

LE ROTAZIONI 6y, E 31 S|
COMPORTANO IN MODO ANALOGO!

Figura 196 Whirl forzato per la generica sezione (le componenti angolari Py (t) e 84 (t) si comportano in modo analogo)

La rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione Q (la speed della macchina) mentre il moto di

rivoluzione ellittico della sezione media Gy, attorno all’asse zy,r avviene sempre alla pulsazione della forzante in

questione w € Tw¢(Q).

Come sempre le fasi , diu ev ermettono di determinare se |'ellisse & percorsa in senso
uMow » PvMow Mow € VMow

BW o FW. Se infatti vale la condizione
0 < Puprow — Puron < T (10.9.52)
allora il modo € BW e I'ellisse sara percorsa in senso BW. Se invece
T < Puprow ~ Prupon, < 0 (10.9.53)
I’ellissi sara percorsa in senso FW.

Si noti come, al contrario del moto libero, non essendo presente il termine esponenziale dovuto allo smorzamento,
la traiettoria sara sempre un’oscillazione pura a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non si
esaurira mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni ti tale oscillazione saranno pil grandi, altrimenti saranno pil piccole.

Per quanto concerne infine la deformata forzata, essa pud essere nuovamente pensata come la composizione
delle deformate forzate associate alla parte flessionale del modo, a quella torsionale e a quella assiale (per la
generica armonica w € Ia)f(ﬁ) I). Se tendera a prevalere la parte flessionale avremo un deformata forzata
prevalentemente flessionale (MPF), altrimenti ne avremo una prevalentemente torsionale (MPT) o

prevalentemente assiale (MPA).
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Poiché anche in questo caso, grazie a quanto visto nei capitoli precedenti, gia sappiamo come sono fatte le
deformate forzate associate alle parti flessionali, torsionali e assiali del modo, e poiché le varie sezioni equivalenti
del rotore 3D sono comunque soggette alla principio di coerenza modale (I’albero non & di gommal), potremo

rappresentare la loro composizione come riportato in Fig. 197 (per la generica armonica w € wa(ﬁ)!).

COMPONENTE COMPONENTE COMPONENTE
FLESSIONALE TORSIONALE ASSIALE
DELLA DEFORMATA FORZATA DELLA DEFORMATA FORZATA DELLA DEFORMATA FORZATA
w € lwg (®)
LE ROTAZIONI By E thy COMP. DEF.
! x > DEF. ” COMP. DEF. 2 COMEP. DEF.
S| COMPORTANO IN AT FORZ. IDFf 4 Pu) FORZ. IDFt N Wu () FORZ. IDFa
MODO ANALOGO! :
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>€
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w € lwy (®)
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e b
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Figura 197 Deformate forzate per rotori elastici (le componenti angolari Yy (t) e Oy (t) si comportano in modo analogo)

Come si pud notare dalla Fig. 197, ricordando quanto detto nei capitoli precedenti su vibrazioni flessionali
torsionali e assiali, le deformate forzate di un rotore 3D possono essere piuttosto complesse e assumere molteplici

forme. In generale in ogni deformata forzata potra essere individuata (anche se spesso & tutt’altro che evidente,
soprattutto a colpo d’occhio!):
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- una componente flessionale di tipo IDFf, IIDFf, IIIDFf, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI);

- una componente torsionale di tipo IDFt, IIDFt, llIDFt, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua
volta una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI);

- una componente assiale di tipo IDFa, IIDFa, IlIDFa, etc. (a seconda dei punti nodali PN) avente a sua volta

una caratteristica OPI, 1PI, 2PI, 3PI, etc. (a seconda dei punti di inversione PI).

Dal momento che, in teoria, ogni combinazione € possibile, le possibili deformate forzate sono tantissime.
Solitamente al crescere della pulsazione della forzante w € wa(ﬁ) crescono anche i punti nodali PN e i punti di

inversione Pl e quindi tendono a comparire deformate forzate sempre pit complesse.

Come detto in precedenza, la rotazione del rotore avviene chiaramente alla pulsazione  (la speed della macchina)
mentre i vari moti di oscillazione associati alle deformate forzate (il moto di rivoluzione attorno all’asse z; per la
componente flessionale, il moto di rotazione attorno all’asse z; per la componente torsionale e il moto di
traslazione lungo I'asse z; per la componente assiale) avvengono sempre alla pulsazione della forzante w €

wa(ﬁ) per tutte le sezioni medie equivalenti G, considerate. Cio & coerente col fatto che la pulsazione associata

al modo di vibrare in questione & sempre una e una sola, ovvero, W € I(uf(ﬁ).

Nella rappresentazione delle deformate forzate riportata in Fig. 197, al contrario del moto libero, i vari moti di
oscillazione saranno sempre delle oscillazioni pure a prescindere dal valore dello smorzamento stesso (ovvero non
si esauriranno mai). Se sono vicino a una risonanza e/o lo smorzamento modale & in generale piccolo, allora le

dimensioni di tali oscillazioni saranno pilu grandi, altrimenti saranno piu piccole.

Riportiamo per completezza in Fig. 197bis/ter un esempio di deformata forzata completa includendo sia le
componenti angolari ¥, (t) e Oy, (t) di basculamento della sezione media per la parte flessionale (prima non
considerate esplicitamente perché meno importanti a livello ingegneristico e perché il loro comportamento
qualitativo & identico a quello delle componenti spaziali wy, (t) € vy, (t)) sia le componenti torsioonali @y, €
assiali wy,,, medie della sezione (per una generica armonica W € wa(ﬁ)!). Nel caso dell’esempio abbiamo una
deformata forzata flessionale |IDFf spaziale (con 1PNftra e che potra avere caratteristica BW, FW o M1PI) associata
a una deformata forzata flessionale IlIDFf rotazionale (con 2PNfrot e che potra avere caratteristica BW, FW, M1PI,
MZ2PI), associata a sua volta a una deformata forzata torsionale [IDFt (con 1PNt che potra avere caratteristica OPI,

1Pl), associato infine a una deformata forzata assiale IIDFt (con 1PNa che potra avere caratteristica OPI, 1PI).
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Figura 197bis Esempio di deformata modale per rotori elastici
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Figura 197ter Rappresentazione tipo software di deformata forzata per rotori elastici (si osservi solo la parte flessionale della

deformata)

ELENCO RIASSUNTIVO DELLE VARIE DEFORMATE FORZATE (IN TEORIA TUTTE LE COMBINAZIONE FLESSIONALI -
TORSIONALI — ASSIALI SONO POSSIBILI):

1) FLESSIONALE
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- FORMA: IDF
CARATTERISTICA: BW, FW
- FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI
- FORMA: llIDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI
- FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: BW, FW, M1PI, M2PI, M3PI

2) TORSIONALE
- FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
- FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI
- FORMA: llIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
- FORMA: IVDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3Pl

3) ASSIALE
- FORMA: IDF
CARATTERISTICA: OPI
- FORMA: IIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1P
- FORMA: llIDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI
- FORMA: IDF
CARETTERISTICA: OPI, 1PI, 2PI, 3P

10.10 Effetto della gravita

E’ abbastanza utile discutere brevemente quali sia 'effetto di azioni esterne costanti su sistemi meccanici lineari
e, nello specifico, della gravita. Partiamo cercando di capire come un’azione esterna possa essere applicata nei

nodi di un modello FEM come quello considerato finora (nel caso in cui siano presenti elementi concentratil):

0

-m
Qgic = Odkg (10.10.1)
0
dove g & I'accelerazione di gravita. Il contributo complessivo dell’azione di gravita sara di conseguenza:

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 324



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

Qag = X321 Tk Qpi- (10.10.2)

In cui J, & la matrice di connessione. Nel caso in cui invece I'azione costanza (in questo caso la gravita) sia applicata

a un elemento del nostro modello FEM, sfruttando il Principio del Lavori virtuali avremo

8q7 Q) = 6L} (10.10.3)

dove Squ e il lavoro virtuale effettuato sul sistema e scritto nello spazio fisico. Si ha percio

0
sLE = fVe 6}_>pr av, g = <—g). (10.10.4)
0

in cui Pr come sempre ¢ il generico punto del volumetto V; associato all’elemento.

Ricordando la (10.2.5), questa volta si ha

8Pr = 8G;j(x;, t) (10.10.5)
(), t)
Gi(xjt) = q;(xpt) = | v(xpt) | = N;(x)q;(®
w;(x;,t)
da cui
8Ly =~ [, pgdv;(x;,t) av. (10.10.6)

Introducendo le quindi funzioni di forma, si ottiene direttamente
SLE = ij p8qi Nbg dV = —8q; ij pNjg dV = 84} G;. (10.10.7)

Essendo infine gli spostamenti virtuali arbitrari, purché ammissibili con i vincoli, si ottiene

J—
©L=G
Qy=XYE HT Q). (10.10.8)

Analizziamo quindi I'equazione:

M+ (QG + C)§ + Kq = Qeose + Q(1), q = (@), Qeose = <Qcost,h>, Q) = (Qn(O) (10.10.9)

dove Qcs¢ € una qualunque azione costante (in questo caso Qcost = Qg + Q) € Q(t) & una forzante generica
(per semplicita possiamo supporre che Q(t) non abbia un componente costante oppure, se essa & presente,

possiamo inglobarla dentro Q.,s:)- Il punto di equilibrio del sistema sara chiaramente

q®l = (2?’) = K™ Qcost- (10.10.10)
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Descrivendo ora la dinamica del problema rispetto alla posizione di equilibrio geq
a=9"+q 4= (ﬂ:’;)

e sostituendo la (10.10.11) nella (10.10.9), si ha

Mg+ (QG +C)q +Kq = Q(t).

(10.10.11)

(10.10.12)

Si nota dungue come, con questo semplice cambio di variabili, la dinamica del sistema sia stata ricondotta a quella

sempre studiata fino ad ora. L'effetto di una qualunque forzante costante su un sistema meccanico lineare e

semplicemente quello di spostare il punto di equilibrio (si veda la Fig. 198 dove € rappresentata una sezione media

di interesse).

Ym
— | puLsaziONE DELLA Um|
Q GENERICA wy FW
) ARMONICA DELLA
M FORZANTE
(VM) = qm ™

\ ﬁ PULSAZIONE DELLA
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g -7 wr BW

Xm
eq ~
u u
M) eq ( M)
-q ~ 1= q
eq m 7 am
(uM M
PUNTO DI
EQUILIBRIO

[* 4
Ef

PUNTO DI
EQUILIBRIO

Figura 198 Effetto delle azioni esterne costanti e della gravita su una sezione media

L’effetto di forzanti costanti come la gravita puo di conseguenza essere inizialmente ignorato in tutte le analisi

studiate finora (se il sistema meccanico é lineare!) a patto poi di traslare alla fine i risultati di una quantita g¢9 .

Nel caso di turbomacchine e motori, viste le alte sollecitazioni in gioco, tale quantita e spesso piccola rispetto alle

orbito compiute dai nodi G; del rotore e pud quindi essere trascurata.
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11. OTTIMIZZAZIONE STRUTTURALE

Negli ultimissimi anno I'applicazione di “processi” di Additive Manufacturing (AM) all’acciaio e alle leghe ad alta
resistenza (nichel, titanio, etc.) ha riportato alla ribalta I'ottimizzazione strutturale di componenti meccanici in
ambito turbomacchinistico e motoristico. Cid & dovuto principalmente allo sviluppo di laser con densita di potenza

sufficientemente alte da “fondere” le polveri delle leghe in questione.

In questo contesto I'ottimizzazione strutturale topologica € probabilmente la tipologia di ottimizzazione di maggior
successo. Diversamente dall’ottimizzazione di forma, I'ottimizzazione topologica permette di modificare sia la
forma che la topologia del componente al fine di ridurne i pesi e di migliorarne il comportamento statico e
dinamico. Nell’lambito dell’ottimizzazione strutturale topologica si usa distinguere tra ottimizzazione statica e
dinamica (a seconda che vengano considerati solamente il comportamento statico del componente o anche quello

dinamico).

Si usa inoltre distinguere tra ottimizzazione strutturale, termo-strutturale e fluido-strutturale a seconda dei
fenomeni fisici considerati (elasticita nel primo caso, aggiunta dei fenomeni termici nel secondo e ulteriore
aggiunta dei fenomeni fluidodinamici nel terzo), L'ottimizzazione fluido-strutturale si divide inoltre tra
ottimizzazione a frontiera fissa (se la superficie di separazione solido-fludo & fissa o “poco variabili”) e

ottimizzazione a frontiera mobile (se invece la superficie di separazione puo variare).

Da un punto di vista fisica, possono poi essere introdotto nella strategia di ottimizzazione molti altri fenomeni fisici
di interesse ingegneristico come la fatica, I'usura, I'ossidazione, possibilita di frattura, urti, la presenza di strutture
spugnose / reticolari in aggiunta alle classiche strutture ocntinue, etc.. In questa breve introduzione non

tratteremo chiaramente questi aspetti.

In questo capitolo chiaramente non entreremo nei dettagli delle complicate procedure numeriche necessarie per

IM

risolvere tali problemi di ottimizzazione ma daremo solamente qualche cenno sulle varie fasi del “processo” e

sull'impostazione di tali problemi.

11.1 La varie fasi del “processo”

La varie fasi di un “processo” di ottimizzazione strutturale topologica di un componente sono riassunte

brevemente in Fig. 199 (in un’ottica di futura realizzazione via Additive Manufacturing, AM):
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~

11)

Additive Rendering Topology
manufacturing optimization

Figura 199 Fasi del "processo"

realizzazione di un opportuno modello CAD.

individuazione di design space (dominio dove I'ottimizzazione pud modificare la distribuzione di massa
del pezzo) e non design space (dominio dove I'ottimizzazione non puo modificare la distribuzione di massa
del pezzo).

creazione della mesh e del modello FEM / CFD; realizzazione della “prova zero”, ovvero della simulazione
del pezzo nel suo design standard di riferimento (da usare come riferimento per le future versioni
ottimizzate).

scelta dei vincoli meccanici e dei carichi esterni (per quanto possibile & opportuno ottimizzare il pezzo in
condizioni similari a quelle operative);

scelta della funzione obiettivo da ottimizzare (solitamente una funzione definita sul dominio di design
space: I'energia elastica, il volume complessivo del pezzo ottimizzato, etc.).

scelta dei vincoli di ottimizzazione: sulla frazione di volume da asportare, sugli stress, sugli autovalori
(frequenze proprie del componente ottimizzato), sugli autovettori (deformate modali), sulle deformate
forzate / funzioni di trasferimento FDT (per limitare ad esempio gli spostamenti o altre grandezze
dinamiche durante la vibrazione del pezzo), sulle grandezze termiche (per gestire temperature e flussi
termici), sulle grandezza fluidodinamiche (per gestire i flussi), etc..

scelta dei vincoli di processo: in un’ottica di “desing for additive” ai vincoli di ottimizzazione classici

|ll

possono aggiungersi dei vincoli di ottimizzazione legati al “processo” con cui il pezzo verra realizzato (per

I’AM possono essere presenti vincoli di ottimizzazione sui supporti del pezzo durante la stampa, su stress

|ll

/ deformazioni termiche residue dovute al “processo” di AM, sulle cavita , sui raccordi, sugli sbalzi, etc.).
ottimizzazione topologica strutturale del componente mediante opportuni algoritmi numerici;

rendering e smoothing delle superfici del pezzo ottimizzato per eliminare il rumore numerico e
semplificare eventuali geometrie ottimizzate troppo complicate per la successiva lavorazione; in questo
modo il pezzo puo essere nuovamente gestito da sofware CAD e FEM/CFD.

simulazioni di verifica FEM/CFD per valutare le performance del pezzo ottimizzato e confrontarle con
quelle del pezzo nel suo design standard.

verifica della stampabilita del pezzo via AM mediante opportuni software.
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12) stampa 3D del pezzo mediante stampanti AM per acciaio e leghe; solitamente i pezzi sono prima realizzati
in materiali poveri (alluminio) per opportune verifiche / test di stampabilita e successivamente sono

realizzati in acciaio e lega ad alta resistenza.

11.2 Ottimizzazione topologica strutturale

Imposteremo qui a titolo di esempio il problema di ottimizzazione strutturale (considerando cioé solamente

I’elasticita dei corpi) basandoci sulla strategia a “densita fittizia” (Fig. 200).

lel

Figura 200 Esempio di ottimizzazione strutturale

I metodi a densita fittizia sono piuttosto diffuso in questo ambito (anche se non sono certo gli unici!) e fanno uso,
per permettere all’ottimizzatore di ottimizzare la geometria del componente, di una densita fittizia p; definita su
tutto il dominio di interesse V (di frontiera S). Tale densita & pari a zero in assenza di materia (quando cioe
I’ottimizzatore toglie materiale da una determinata regione) ed € pari a p nelle zone in cui il materiale & presente
(o pari a1 se sisceglie una versione normalizzata della strategia). Puo invece assumer valori intermedi nelle regioni
che separano pieno e vuoto. Tali regione dovranno essere ridotte il pil possibile dall’ottimizzatore (per evitare
zone spugnose non realizzabili) e saranno poi rimosse in fase di rendering delle superifici. Solitamente le varie
proprieta del materiale sono fatte dipendere secondo leggi opportune da tale densita (in questo caso il tensore

elastico di Hooke):

C =Clpy) (11.2.1)

in modo tale che le proprieta delle zone vuote (densita fittizia ps pari a zero) non contribuiscano alla performance
del componente (e siano quindi nulle) e che le proprieta delle zone di pieno (densita fittizia p pari al valore

nominale p) siano invece pari a quelle nominali del materiale.

La principali funzioni obiettivo da minimizzare sono definite sul dominio V. Riportiamo in questo caso a titolo di
esempio I'energia elastica e il volume complessivo del pezzo ottimizzato:
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) 2
Z(pp) =3J, <pf 1=+ s) av, Vpp) =], psav (11.2.2)

con naturalmente

Jutlu

o= C__'(pf)s, eW=¢= (11.2.3)

dove u & lo spostamento elastico. Si ha dunque un problema di minimo nella variabile pf (valutata nei nodi della

mesh)

minX(pf), minV(py) (11.2.4)
Pf Pr

soggetto ovviamente al vincolo che siano soddisfatte le equazioni delle fisica (dell’elasticita in questo caso, incluse

naturalmente le condizioni iniziali IC e quelle al bordo BCsu V ed S!):

a2 .
pfa—t% = prfe + div(o). (11.2.5)

| principali vincoli di natura strutturale statica che possono essere imposti a tale problema sono ad esempio sul

volume V(pf) del pezzo ottimizzato, sugli spostamenti u(py) e sugli stress a(pr):

- vincolo sulla frazione di volume

Vimin < V(p5) < Vinax; (11.2.6)
- vincolo sullo spostamenti
ui(pf) < U; max SU regioni opportune diV e diS. (11.2.7)
- vincolo sullo stress
o*l-j(pf) < 0jj max SU regioni opportunediV ediS. (11.2.8)

Per quanto riguarda invece i principali vincoli di natura strutturale dinamica posso essere dati vincoli sulle

pulsazioni proprie del sistema wp;(py), sulle deformate modali q;(py) e sulle deformate forzate qo(w, py) (o, in

generale, sulle funzioni di trasferimento, FDT):

- vincoli sulle pulsazioni proprie:

Wpimin < Wpi(Pf) < Wpimax ; (11.2.9)

- vincoli sulle deformate modali (ad esempio sugli spostamenti):

qijmin < qij(py) < 9ijmax SY nodi opportuni del sistema V; (11.2.10)

- vincoli sulle deformate forzate (ad esempio sugli spostamenti):

do; min(a)) < qoj(w,pr) < qojmax(a)) sui nodi opportuni di V e su un certo range di w. (11.2.11)
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11.3 Ottimizzazione topologica termo - strutturale

Imposteremo anche in questo caso, a titolo di esempio, il problema di ottimizzazione termo-strutturale
(considerando cioe sia I’elasticita dei corpi che i fenomeni termici) basandoci sulla strategia a “densita fittizia” (Fig.
201).

100

(B) SAC305 temperature distribution, Ty = 60. 98 C

Ti% = 49.10°C %

100

50

(D) BC tempera:ture distribution, T = 43.72°C,
Tk, = 49.00°C

(F) Al-SiC temperature distribution, T. = 49.78°C,
T2 =49.35°C

Figura 201 Esempio di ottimizzazione termo-strutturale

| metodi a densita fittizia sono piuttosto diffuso anche per I'ottimizzazione termo-strutturlae (anche se non sono
certo gli unici!) e fanno sempre uso, per permettere all’ottimizzatore di ottimizzare la geometria del componente,
di una densita fittizia p; definita su tutto il dominio di interesse V (di frontiera S). Tale densita & pari a zero in
assenza di materia (quando cioe I'ottimizzatore toglie materiale da una determinata regione) ed ¢ pari a p nelle
zone in cui il materiale & presente (o pari a 1 se si sceglie una versione normalizzata della strategia). Puo invece
assumer valori intermedi nelle regioni che separano pieno e vuoto. Tali regione dovranno essere ridotte il piu
possibile dall’ottimizzatore (per evitare zone spugnose non realizzabili) e saranno poi rimosse in fase di rendering
delle superifici. Solitamente le varie proprieta del materiale sono fatte dipendere secondo leggi opportune da tale
densita, incluse naturalmente le proprieta termiche (in questo caso il tensore elastico di Hooke, il tensore degli

sforzi termici, I'energia interna e la legge di transizione del calore):

C=CTpp), Cr(Tpp), u(pp), q=q(T.VT,pp) (11.3.1)

in modo tale che le proprieta delle zone vuote (densita fittizia ps pari a zero) non contribuiscano alla performance
del componente (e siano quindi nulle) e che le proprieta delle zone di pieno (densita fittizia p pari al valore

nominale p) siano invece pari a quelle nominali del materiale.
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La principali funzioni obiettivo da minimizzare sono definite sul dominio V. Riportiamo in questo caso a titolo di

esempio I'energia elastica e il volume complessivo del pezzo ottimizzato:

1 du|? 1
2op =1, (Gor 5] +orucrep 4o e)av, v =, pav (11:3:2)

con naturalmente

= =~ ]u+]u
o =C(T,ps)e+ Cr(T,pp)er (T —Tp), S(g) == (11.3.3)

dove u & lo spostamento elastico. Si ha dunque un problema di minimo nella variabile pf (valutata nei nodi della

mesh)

minX(pf), minV(py) (11.3.4)
Pf Pr

soggetto ovviamente al vincolo che siano soddisfatte le equazioni delle fisica (della termo-elasticita in questo caso,

incluse naturalmente le condizioni iniziali IC e quelle al bordo BC su V ed S!):

a2 .
pfa—t% = prfe + div(o) (11.3.5)

de
5 T (ev) = v" - psfe +v"div(0) — f; — divg

v=2e=p;(lul’ +upp)
‘LL:‘LL(T,pf), f(pf,T)ZO, QZQ(T'ZT'pf)

| principali vincoli di natura strutturale statica che possono essere imposti a tale problema sono ad esempio sul

volume V(pf) del pezzo ottimizzato, sugli spostamenti u(py) e sugli stress a(pr):

- vincolo sulla frazione di volume

Vimin < V(ps) < Vinax; (11.3.6)
- vincolo sullo spostamenti
ui(pf) < U; max SU regioni opportune diV e diS. (11.3.7)
- vincolo sullo stress
al-j(pf) < 0jj max SU regioni opportunediV ediS. (11.3.8)

Per quanto riguarda invece i principali vincoli di natura strutturale dinamica possono essere dati vincoli sulle

pulsazioni proprie del sistema wp;(py), sulle deformate modali q;(py) e sulle deformate forzate qo(w, py) (o, in

generale, sulle funzioni di trasferimento, FDT):

- vincoli sulle pulsazioni proprie:

Wpimin < Wpi(Pf) < Wpimax ; (11.3.9)

- vincoli sulle deformate modali (ad esempio sugli spostamenti):
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Dijmin < qi;(pr) < 9ijmax SY nodi opportuni del sistema V/; (11.3.10)

- vincoli sulle deformate forzate (ad esempio sugli spostamenti):

do; min(a)) < qoj(w,pr) < qojmax(a)) sui nodi opportuni di V e su un certo range di w. (11.3.11)

Per quanto riguarda infine i principali vincoli di natura termica possono essere dati vincoli sulla temperatura T (py),

sul flusso termico q(py) e sugli stress termici O'T(pf) = C__'T(T, pr)er(T —Tp):

- vincoli sulla temperatura:
Tonin < T(pf) < T gy suregioniopportune diV e di S; (11.3.12)
- vincoli sul flusso termico:

q; min < 2i(Pr) < q;,,,, SUregioniopportune diV ediS; (11.3.13)

- vincoli sugli stress termici:

- or l-j(pf) < 0T ijmax SUregioniopportunediV edisS. (11.3.14)

11.4 Ottimizzazione topologica fluido - (termo - )strutturale

Anche in questo ultimo caso, imposteremo il problema di ottimizzazione fluido - (termo-)strutturale (considerando
cioo I'elasticita dei corpi, i fenomeni termici e il moto del fluido) basandoci sulla strategia a “densita fittizia” (Fig.
201). In questa circostanza, come visibile dalla Fig. 202, sono presenti un dominio solido Vs (di frontiera Sg) e un
dominio fluido Vi (di frontiera Sg) accoppiati tra loro da una frontiera di interazione S;. In Fig. 202 sono riportati
sia un caso di ottimizzazione fluido-strutturale a frontiera di separazione S; fissa o “poco variabile” che una caso

a frontiera di separazione S; completamente variabili.
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n=0;V, = 100%: n = 10;V, = 80%; n = 20;V, = 60%;
L — — e

n = 30; V, = 40%; n = 40; V, = 25%; n = 50;V,, = 25%;
— — —

n = 60; V, = 25%; n = 75; V, = 25%; n = 89;V, = 25%:;

Figura 202 Esempio di ottimizzazione fluido-termo-strutturale (nel primo caso a frontiera fissa o “poco variabile” e nel
secondo a frontiera variabile)

| metodi a densita fittizia sono piuttosto diffuso anche per I'ottimizzazione fluido-strutturlae (anche se non sono
certo gli unici!) e fanno sempre uso, per permettere all’ottimizzatore di ottimizzare la geometria del componente,
di una densita fittizia p ¢ definita su tutto il dominio solido di interesse V. Tale densita € pari a zero in assenza di
materia (quando cioé I'ottimizzatore toglie materiale da una determinata regione) ed € pari a ps (la densita del
solido!) nelle zone in cui il materiale & presente (o pari a 1 se si sceglie una versione normalizzata della strategia).
Puo invece assumer valori intermedi nelle regioni che separano pieno e vuoto. Tali regioni dovranno essere ridotte
il piu possibile dall’ottimizzatore (per evitare zone spugnose non realizzabili) e saranno poi rimosse in fase di
rendering delle superifici. Lo regioni del dominio solido Vs lasciate prive di materia dall’ottimizzatore possono
essere lasciate vuote oppure possono essere riempite dal fluido, entrando quindi a far parte del domino fluido V.
Naturalmente questo comportera una variazione della frontiera di accoppiamento S;. Solitamente le varie
proprieta del materiale sono fatte dipendere secondo leggi opportune da tale densita, incluse naturalmente le
proprieta termiche (in questo caso il tensore elastico di Hooke, il tensore degli sforzi termici, I’energia interna del

solido e la legge di transizione del calore nel solido):

C= E(TS:Pfs): ET(TSrpfS)I us(Ts, prs), s = QS( Ts, VT, pss) (11.4.2)

in modo tale che le proprieta delle zone vuote (densita fittizia p s pari a zero) non contribuiscano alla performance
del componente (e siano quindi nulle) e che le proprieta delle zone di pieno (densita fittizia pg pari al valore

nominale p) siano invece pari a quelle nominali del materiale.
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La principali funzioni obiettivo da minimizzare sono definite su entrambi i domini Vs e V. Riportiamo in questo

caso a titolo di esempio I'energia elastica e fluida, e il volume complessivo del pezzo ottimizzato:

ou|* 1
E” +Pfsus(Ts,pfs)+§Us’ & | dV +

1
Z(Pfslsl) = J (‘Pfs
vs \2

+J, & pel|vl|® + pruue(Tr, p)) dv + I Jyy D+ 0wV dt,

Vs(ors:S1) = Jy prsdV (11.4.2)

con, naturalmente,

Jutlu

os = E(Ts,Pfs)fs + C=‘T(Ts. prler(Ts —Tp), 55(2) ==, (11.4.3)

0p = —plays + uUy +J3) +Adivviss, D=(, +J3)
dove u & lo spostamento elastico e v & il campo di velocita del fluido.

Si noti la comparsa di S; dentro Z'(pfs,S,) Vs(pss, Sp) dato che sia I'energia complessiva del sistema che il volume
del dominio solido Vs dipendo in generale dalla forma della frontiera di accoppiamento S;. Questo & vero
soprattutto nel caso di ottimizzazione fluido-strutturale a frontiera completamente variabile. Nel caso di
ottimizzazione fluido-strutturale a frontiera fissa o “poco variabile” questo problema non sussiste o puo essere

aggirato e affrontato in modo piu semplice.

Si ha dunque un problema di minimo nelle variabili psf, S; (valutate entrambe nei nodi della mesh)

min X(psr,S;),  min V(psg, Sp) (11.4.4)
PsfS1 PsfSI

Soggetto ovviamente al vincolo che siano soddisfatte le equazioni delle fisica (della termo-elasticita e detta termo-
fluidodinamica in questo caso, incluse naturalmente le condizioni iniziali IC e quelle al bordo BC su Vs, S, Vi. S
ed S;1)):

o%u

Psfoz = Psffes +div(os) (11.4.5)

de

S . . .
o, +div (esvs) = us™ " pssfes + vs" div(as) + fos — divgs

vs =% es = oy (3llusl” + us(Ts p)

us = ug(Ts, Psf), f(psf: TS) =0, 9s = ES( TS’ZTS,pfS)-

a .
% +div(ppv) =0 (11.4.6)

dv
pr (55 + 1v2) = pefer + div(ap)

der . T T g: .
¥ + div (epg) =V" - prfer +vr div(op) + far — divgg
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1 2
er = prls ”ZF” + up(p, Tr,)
2

up =ur(p,Tr),  f(orp,Tr) =0, ar = qr(0, Tr, VTF)

| principali vincoli di natura strutturale statica che possono essere imposti a tale problema sono ad esempio sul
volume del dominio solido Vs(pfs, S,) del pezzo ottimizzato, sugli spostamenti nel dominio solido u(pys, ;) e

sugli stress nel dominio solido ag(prs, Sp):

- vincolo sulla frazione di volume

Vimin < Vs(pss,S1) < Viaxs (11.4.7)
- vincolo sullo spostamenti
ui(pfs, S,) < Uj max SU regioni opportune di Vs e di Sg; (11.4.8)
- vincolo sullo stress
Gijs(pfS,S,) < Ojjsmax SU regioni opportune di Vs e di S. (11.4.9)

Per quanto riguarda invece i principali vincoli di natura strutturale dinamica possono essere dati vincoli sulle

pulsazioni proprie del sistema solido wp;(prs,Sp), sulle deformate modali del sistema solido q;(prs, Sp) e sulle

deformate forzate del sistema solido qo(w, prs, Sp)(0, in generale, sulle funzioni di trasferimento, FDT):

- vincoli sulle pulsazioni proprie:

Wpimin < wPi(pfSl SI) < Wpimax ; (11-4-10)

- vincoli sulle deformate modali (ad esempio sugli spostamenti):

Qi min < qij(Prs: Sp) < qijmax SY nodi opportuni del sistema Vs; (11.4.11)

- vincoli sulle deformate forzate (ad esempio sugli spostamenti):
qojmm(a)) < qoj (W, prs, Sp) < qojmax(a)) sui nodi opportuni di Vs e su un certo range di w.

(11.4.12)

Per quanto concerne i principali vincoli di natura termica possono essere dati vincoli sulla temperatura Ts(pfs, S;),

Tr(pfs,Sp) difludo e solido, sul flusso termico qs(prs, S1), qr(Prs, Si) nel fluido e nel solido, e sugli stress termici
del solido O'TS(Pfs. 51) = C=‘T(Ts. prs)er(Ts — To):

- vincoli sulla temperatura:

Tonins < Ts(pfs,S1) < Tpaxs su regioni opportune di Vs e di Sg; (11.4.13)

- Toinr < Tr(Prs,S1) < Tpaxr su regioni opportune di Vi e di Sg; (11.4.14)
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- vincoli sul flusso termico:

i mins < 9is(PrsS1) < q; 005 SU regioni opportune di Vs e di Sg; (11.4.15)
i mine < 4ir(Prs,;S1) < q; 0 SYU regioni opportune di Vi e di Sg; (11.4.16)

- vincoli sugli stress termici:

- Ors ij(pfS,S,) < Orsijmax Suregioni opportune di Vs e diSs. (11.4.17)

Per quanto riguarda infine i principali vincoli di natura fluidodinamica possono essere ad esempio assegnati vincoli

sulla pressione p(prs, S;), e sulla portata Qr(prs, S;) attraverso sezioni generiche:
- vincolo sulla pressione:
Poin < PPrs:S1) <P,,,, SuUregioni opportune di Vy e di Sg; (11.4.18)
- vincolo sulla portata:
Qin < Qr(prs,S1) < Q,,,, U regioni opportune di Vr e di Sg. (11.4.19)

Si noti come possano essere imposti vincoli anche sulla superficie stessa di interazione S; (sulla quale sono
naturalmente gia imposte le relative condizioni al bordo CB di interazione, descritte nei capitoli precedentil!). Si
possono ad esempio avere vincoli riguardanti le curvature ks, (pfS,S,) della superficie S; (o altri vincoli di forma
per non ottenere forme eccessivamente complesse e quindi irrealizzabili), cosi come possono esserci vincoli legati

a fenomeni fisici superficiali (ad esempio vincoli sui flussi termici qs(prs,S1), qr(pfs,S1) che attraversano la

frontiera S;):
- vincolo sulla curvatura di S;:

ks,min < ks,(pfs,S1) < Ks;max Su regioni opportune di S;. (11.4.20)

- vincoli sul flusso termico:

Qi minst < disPrs:S1) < G; pars; SYU regioni opportune Sy; (11.4.21)

9 mink1 < GrPrs:S1) < Q; pparry SY reGioNi opportune di S;. (11.4.22)
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12. BILANCIAMENTO

In questo capitolo descriveremo per sommi capi due delle tecniche maggiormente usate per bilanciare le macchine
rotanti: il metodo dei coefficienti di influenza (ICM) e il bilanciamento modale (MB). L'ICM e generalmente pil
robusto e richiede una minor conoscenza del sistema da bilanciare; di conseguenza é piu adatto al bilanciamento
delle macchine sul campo. Il MB & pil accurato dell’lCM ma richiede una maggiore conoscenza del sistema, quindi

solitamente & maggiormente usato al banco prova durante lo sviluppo dei componenti.

12.1  Metodo dei coefficienti di influenza (ICM)

Consideriamo un rotore elastico come quello rappresentato in Fig. 203 e supponiamo di considerare il moto
flessionale di tale rotore mediante la classica teoria flessionale della trave 1D nello spazio. Per la nomenclatura
faremo percio riferimento al modello FEM a 2 nodi per elemento e a 4 DOF per nodo descritto nel capitolo 4.
Naturalmente, se le ipotesi di disaccoppiamento tra le dinamiche flessionale, torsionale e assiale non verificate
(solitamente per rotori di geometria pitu complessa), il problema andra affrontato usando la teoria generale della

trave 1D a 6 DOF o direttamente modelli elastici 3D.

SEZIONI DI SEZIONI DI MISURA

BILANCIAMENTO \
CONFIGURAZIONE
DEFORMATA

MASSA / \
BILANCIANTE NEL Kh
CUSCINI

PIANO XY

COMPONENTE
CONCENTRATO

Y5

Xf

Y _‘ _______________________ _E_O CONFIGURAZIONE
0 Zf INDEFORMATA
= 0 0 ‘

0 0 —
4o Gm=| 0 Gipery = 0 0 8 0 8
Zf,1(h) Zr ey ) Gy = Gy =
ZF13)) Zf,1(j+1)

Figura 203 Sezioni di bilanciamento e sezioni di misura

Supponiamo che sul rotore della macchina siano presenti dei piani di bilanciamento in corrispondenza dei nodi
Gyny (h =1..NB), ovvero sezioni della macchina in cui verranno posizionate delle masse my;, (nel punto Kj,
solidale alla terna di riferimento associata al nodo in questione) al fine di bilanciare il rotore. Supponiamo inoltre
che sulla macchine siano presenti delle sezioni di misura in corrispondenza dei nodi Gy (j = 1 ... NM), ovvero
sezioni della macchina dove vengono effettuare della misure (di posizione dell’albero, di accelerazione su albero

e/o supporti, etc.) al fine di comprendere il moto del rotore e di verificare se esso sia ben bilanciato o meno.
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Naturalmente con [(h), [(j),l = 1..NN, inten

diamo la numerazione assoluta all’interno della mesh del modello FEM degli NB nodi associati alle sezioni di

bilanciamento e degli NM nodi associati alle sezioni di misura (devo sapere dove si trovano nel modello FEM!).

Come gia visto nel capitolo 6, 'effetto in termini di forze centrifughe della masse bilancianti my, posizionate sul

rotore ha la forma (se si trascurano gli effetti dovuti all’inerzia rotazionale di tali masse, qui non considerati!):

QO = (9“5"5“)) = Re[Q,(@e/™] = Re [(Qm}; (n)) emc] _

= Re[Q2be/?] = Re [(QZQI(h)> ejm] (12.1.1)
ixbhg:g mbhghejah
bh i j6
Qo (8) = Micbh(t) v Q@) = Phy, b = ]mb%ghe "
My pp (t) 0

dove ¢ € la distanza del punto K}, (e quindi della massa my;,) dall’asse di rotazione del rotore e §; € la sua fase,
ovvero la sua posizione circonferenziale. Si ricordi che il punto K}, & posizionato nel piano xy della terna solidale

al nodo G p).

Costruiamo ora il “vettore dei bilanciamenti” come segue:
o
B= (mbhehe’ h) e CNB (12.2.2)

contenente tutti i bilanciamenti di entita myye;, (in kg*m o, solitamente, in g*mm) e di fase ;.

Nell’ipotesi che la macchina non sia sottoposta ad altre forzanti che non siano quelle dovute a masse bilancianti
(note!) e masse shilancianti (incognite e il cui effetto vogliamo eliminare!), supponiamo infine per convenzione di

impilare tutte le misure effettuate sulle sezioni di misura G; ;) dentro un unico vettore:
M(t) = (Mj(t)> = Re[Mejm] = Re [(Mj(ﬂ)> ejm] € RNM, (12.1.3)

Si noti come tutte le misure in questione sia funzioni armoniche sincrone perché rappresentano la risposta
misurata della macchina (e quindi di un sistema supposto lineare!) sottoposta a forzanti dovute solamente a masse

bilancianti (note!) e masse sbilancianti (non note!) e quindi sottoposta solamente a forzanti armoniche sincrone.

BILANCIAMENTO CON NB SEZIONI DI BILANCIAMENTO, NM SEZIONI DI MISURA, P TEST SULLA
MACCHINA E 1 SPEED PER TEST

Consideriamo ora il caso in cui sulla macchina da bilanciare siano disponibili NB sezioni di bilanciamento e NM
sezioni di misura. Supponiamo poi di poter effettuare P test sulla macchina per poterla bilanciare e che, in ogni

test, la macchina viaggi sempre alla solita velocita Q.
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La procedura di bilanciamento basata sul metodo dei coefficienti di influenza sfrutta pesantemente la supposta

linearita del sistema e si articola nei seguenti step:

1)

2)

PROVA “A VUOTO”: si esegue un test preliminare sulla macchina facendola girare a vuoto e senza alcuna
massa di bilanciamento aggiuntiva. Otterremo dunque le misure di riferimento prodotte solamente dallo
sbilanciamento gia presente sulla macchina e che noi vogliamo eliminare (consideriamo gia il contributo

in frequenza, ovvero lo spettro della misura):
M, € C"M, (12.1.4)

PROVE CON SET DI MASSE BILANCIANTI E STIMA DI R(£)): si eseguono sulla macchina P test usando ogni
volta un diverso set di bilanciamenti B, € CNB, k = 1... P, applicando cioé ogni volta alla macchina un
numero NB di masse bilancianti note in posizioni note (una su ogni sezione di bilanciamento).
Naturalmente ogni volta andranno sempre rimosse la masse bilancianti della prova precedente. Ad

esempio, grazie alla linearita del sistema, dopo la prima prova otterremo una relazione del tipo:
M; = My + R(Q)B; (12.1.5)

dove la matrice R(Q) € CVMXNB & |3 cosi detta “matrice dei coefficienti di influenza” (da non confondersi
con la matrice di ricettanza e le altre funzioni di trasferimento, FDT!). Tale matrice & a priori incognita e
dovra essere stimata mediante i test effettuati in questa parte della procedura.
Eseguendo tutte le P prove si ottiene (togliendo la masse di prova precedentemente introdotte!):

M, = My + R(Q)B;

(12.1.6)
Mp = My + R(Q)B5
che, introducendo per semplicita i segnali differenza My, = My — My, k = 1 ... P, diventano
Mg, = R(OV)B,
(12.1.7)
Mgp = R(V)Bp
Le equazioni (12.1.7) possono essere compattate come:
[Ma1 . Mgp]=R(Q)[B:1 .. Bp] (12.1.8)

M = R(Q)B
dove M € CNMXP B e CNBXP Dal momento che solitamente il numero di test & piti grande nel numero

di sezioni di bilanciamento (P = NB), la stima di R(Q)) pu® essere ottenuta a partire dalla (12.1.8)

mediante la pseudo-inversa destra che minimizza I’errore quadratico medio in tale equazione:

R(Q) = MB*¢, B*4 =PBH(BBH)™1, (12.1.9)
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3)

BILANCIANTO DELLA MACCHINA: una volta calcolata una stima della matrice dei coefficienti di influenza
R((Q), & possibile determinare il set di masse bilancianti By € C5 che bilancera la macchina. A tal fine
dobbiamo determinare un set di masse bilancianti By tale che, in un’ipotetica prova sperimentale,

produrrebbe sulla macchina delle misure null (assenza di vibrazioni):
My + R(Q)Bg = Mg = 0. (12.1.10)

Si noti ovviamente che il richiedere I'annullarsi delle vibrazioni misurate sulla macchina Mg = 0 non
implica il perfetto bilanciamento del rotore. Potrebbero benissimo esserci ancora della vibrazioni che non
riusciamo a misurare! Considerando che solitamente le sezioni di misura sono di piu delle sezioni di
bilanciamento NM > NB, la (12.1.10) puo essere risolta mediante la pseudo-inversa sinistra che

minimizza I'errore quadratico medio in tale equazione:

By = —R(Q)*M,, B* = (RO)¥R)) "RV (12.1.11)

Abbiamo dunque trovato il set di masse bilancianti che andavamo cercando (da posizionare nelle posizioni

opportune sulle NB sezioni di bilanciamento):

EB = (mbhehej6h>’ h=1..NB. (12112)

BILANCIAMENTO CON NB SEZIONI DI BILANCIAMENTO, NM SEZIONI DI MISURA, P TEST SULLA
MACCHINA E NS SPEED PER TEST

Consideriamo come prima che sulla macchina da bilanciare siano disponibili NB sezioni di bilanciamento e NM

sezioni di misura. Supponiamo poi di poter effettuare P test sulla macchina per poterla bilanciare e che questa

volta, per ogni test, la macchina possa viaggiare a varie velocita angolari: Q;, Q,... Qs (Q,,, m = 1 ... NS).

La procedura di bilanciamento basata sul metodo dei coefficienti di influenza, analoga alla precedente, sfrutta

pesantemente la supposta linearita del sistema e si articola nei seguenti step:

1)

PROVA “A VUOTOQO"”: si esegue un test preliminare sulla macchina facendola girare a vuoto e senza alcuna
massa di bilanciamento aggiuntiva. Otterremo dunque le misure di riferimento prodotte solamente dallo
sbilanciamento gia presente sulla macchina e che noi vogliamo eliminare (consideriamo gia il contributo

in frequenza, ovvero lo spettro della misura):
Mo (Q1), Mo (Q) ... Mo (Qys) € CVM. (12.1.13)
Impilando per semplicita tutte le misure a vuoto alle varie velocita (Q,,,, m = 1 ... NS) si ha:

My(Qy)
So = € CNM=*NS, (12.1.14)
M, (Qys)
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2) PROVE CON SET DI MASSE BILANCIANTI E STIMA DI S: si eseguono sulla macchina P test usando ogni volta
un diverso set di bilanciamenti B, € C¥5, k = 1 ... P, applicando cioé ogni volta alla macchina un numero
NB di masse bilancianti note in posizioni note (una su ogni sezione di bilanciamento). Naturalmente ogni
volta andranno sempre rimosse la masse bilancianti della prova precedente. Ad esempio, grazie alla
linearita del sistema, dopo la prima prova otterremo delle relazioni del tipo (si noti come ad ogni prova la

macchina venga fatta girare a tutte le velocita previste Q,,, m = 1...NS):

M;(Q) = Mo(Qy) + R(Q1) By

(12.1.15)
Mp(Qps) = Mo(Qys) + R(Qys)By
che possono essere scritte in modo piu compatto come:
M, () R(Qy)
S;=S,+SB;, S = € CNMNS g = g C(NM*NS)XNEB (12.1.16)
M; (Qys) R(Qys)

dove la matrice S € ¢ WM*NS)XNB

e la nuova “matrice dei coefficienti di influenza” (da non confondersi
con la matrice di ricettanza e le altre funzioni di trasferimento, FDT!). Tale matrice & a priori incognita e
dovra essere stimata mediante i test effettuati in questa parte della procedura.

Eseguendo tutte le P prove si ottiene:

o+ S

I
)

By
(12.1.17)
o+ SBp

5 I
I
1%

che, introducendo per semplicita i segnali differenza Sy, = S, — S, k = 1... P, diventano

S

g

1
(12.1.18)

B,
Sup = SBp

Le equazioni (12.1.18) possono essere compattate come:
[Sq1 - Sagp]=S[B1 .. Bp] (12.1.19)

Sqa =SB
dove M € CINM=NHXP - B e cNBXP Dal momento che solitamente il numero di test & piu grande nel
numero di sezioni di bilanciamento (P = NB), la stima di S puo essere ottenuta a partire dalla (12.1.19)

mediante la pseudo-inversa destra che minimizza I’errore quadratico medio in tale equazione:

S=S,B*%, B*®=pRH(BRM)™, (12.1.20)
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3)

BILANCIANTO DELLA MACCHINA: una volta calcolata una stima della matrice dei coefficienti di influenza
S, & possibile determinare il set di masse bilancianti By € C5 che bilancera la macchina. A tal fine
dobbiamo determinare un set di masse bilancianti By tale che, in un’ipotetica prova sperimentale,

produrrebbe sulla macchina delle misure nulle (assenza di vibrazioni):
So+SBg =S =0. (12.1.21)

Si noti ovviamente che il richiedere I'annullarsi delle vibrazioni misurate sulla macchina Sz = 0 non
implica il perfetto bilanciamento del rotore. Potrebbero benissimo esserci ancora della vibrazioni che non
riusciamo a misurare! Considerando che solitamente le sezioni di misura sono di piu delle sezioni di
bilanciamento NM * NS > NB, la (12.1.21) pu0 essere risolta mediante la pseudo-inversa sinistra che

minimizza I'errore quadratico medio in tale equazione:
Bp = —S*sS,, S*S = (SHS)"1sH, (12.1.22)

Abbiamo dunque trovato il set di masse bilancianti che andavamo cercando (da posizionare nelle posizioni

opportune sulle NB sezioni di bilanciamento):

EB = (mbhghej6h>’ h=1..NB. (12123)

MATRICI PSEUDO-INVERSE E “SOLUZIONE” DI SISTEMI LINEARI SOVRADETERMINATI

Supponiamo di considerare un sistema lineare sovradeterminato

dove A

Ax=b, AeCVN™ xecM™, pecV (12.1.24)

ha rango massimo e N > M. Tale sistema in generale non ha chiaramente soluzioni. Tuttavia & possibile

chiedersi quale sia il vettore x che minimizza il quadrato della norma dell’errore commesso (I’errore quadratico

medio):

Ax=Db+e, e €CV. (12.1.25)

Dobbiamo dunque minimizzare rispetto a x la quantita:

min lel” = min [Jdx - b (12.1.26)

Poiché si ha

||[Ax — b||* = x" A" Ax — bH Ax — x™ Ab + bHD, (12.1.27)

possiamo facilmente calcolarne il gradiente e azzerarlo:

da cui

2
Alel
ox

=xHAHA-bHA=0 (12.1.28)

N|R
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x = (AHA)"1AHD = A*Sh .
In mode del tutto analogo si pud dimostrare che un sistema sovradeterminato del tipo
xHA=bH", AeCMXN, xecM™, becV, N>M
puo essere “risolto” grazie alla matrice pseudo-inversa destra:
£H — QHAH(AAH)_l — QHA"'d.
Quanto appena detto ci consente anche di risolvere sistemi matriciali sovradeterminati:
AX=B, AecCN*™, xecMX? 6 B eCN¥P, N>M
dove possiamo porre
X=[ - %], B=[b - bl
La (12.1.32) & dunque equivalente alla soluzione di P sistemi lineari

Ax; =b;, i=1..P

x; = A"b
dalla quali otteniamo il risultato cercato:
[ - Xp]=AT[b . byl
X = A**B.

In modo simile si pud mostrare che un sistema sovradeterminato del tipo
XHA=B", AecCcMXN, xeCMXP, B e (CNXP, N>M
puo essere “risolto” grazie alla matrice pseudo-inversa destra:

XH — BHAH(AAH)—l — BHA+d.

12.2  Bilanciamento modale (MB)

(12.1.29)

(12.1.30)

(12.1.31)

(12.1.32)

(12.1.33)

(12.1.34)

(12.1.35)

(12.1.36)

(12.1.37)

(12.1.38)

Consideriamo come sempre rotore elastico come quello rappresentato in Fig. 204 e supponiamo di considerare il

moto flessionale di tale rotore mediante la classica teoria flessionale della trave 1D nello spazio. Per la

nomenclatura faremo percio riferimento al modello FEM a 2 nodi per elemento e a 4 DOF per nodo descritto nel

capitolo 4. Naturalmente, se le ipotesi di disaccoppiamento tra le dinamiche flessionale, torsionale e assiale non

verificate (solitamente per rotori di geometria piu complessa), il problema andra affrontato usando la teoria

generale della trave 1D a 6 DOF o direttamente modelli elastici 3D.
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SEZIONI DI SEZIONI DI MISURA
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Figura 204 Sezioni di bilanciamento e sezioni di misura
La generica equazione di moto del sistema sara di conseguenza:
Mg+ (QG + C)qg + Kq =Qs(t) +Qb(t) (12.2.1)

dove Q,(t) & la forzante associata agli sbilanciamenti residui presenti sulla macchina (chiaramente armonica

sincronal), in generale non & nota e il cui effetto vogliamo eliminare):
Qs(t) = Re [QS(Q)efﬂf] = Re [(Qsz(ﬂ)> emf], l=1..NN (12.2.2)

e Q,(t) e la forzante associata alle masse bilancianti applicate al rotore (vedremo secondo quale criterio!).

Supponendo di applicare al sistema (vedremo come!) NSET set di masse bilancianti nelle solite sezioni di

bilanciamento individuate dai nodi Gz ({ = 1...NN e h = 1 ... NB), avremo che

NSET _ NSET . .
= Z Re[02b,e?t] = Z Re [(-Q Ql(h),m) efm]
m=1 m=1

Qp(t) = I Qum(t) = T2 Re [Qbm(ﬂ)efm] = YNSET Re [(le(h),m(9)> ejm] = (12.2.3)

/Ii'xbhmgig mbhmghej‘shm
_ ybh.m ) _ —im & ej6hm
t) = , Q) =02%byy, b = ~/Mbrmén
Qbir)m (1) \beh.m(t) Qpiny (D) biny,  Ditwm 0
Mybh,m(t) 0
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dove g, € la distanza del punto K}, (e quindi della massa mpy,,) dall’asse di rotazione del rotore e 6, € la sua
fase, ovvero la sua posizione circonferenziale. Si ricorda che il punto K}, & posizionato nel piano xy della terna

solidale al nodo G-

Nel dominio della frequenza (dopo aver applicato la trasformata di Fourier e aver determinato il moto forzato

come nei capitoli precedenti), otterremo dunque:
30(Q.0) = (gmm, Q)) = a(Q,Q) [ Qs(®) + z%iElegm] = (12.2.4)

= [-02M + jQ(C + 26) + K]~ [ 0. () + ZNSETQZQm]

Applicando infine il Teorema di Sovrapposizione Modale alle (12.2.4) si ha infine:

H
0(@,0) = 32, (%Z‘_%L") | Q@) + SN 0%,y = N =4+NN (12.2.5)

20, 22 [gfh (Q5() + ZNET 02Dy, ).

Il principale obiettivo del Modal Balancing (MB) & riuscire ad “azzerare” la risposta forzata della macchina g, (Q, Q)
(assenza quindi di vibrazioni) andando ad azzerare i contributi associati ai vari modi di vibrare q;,,, ovvero

azzerando i coefficienti scalari della combinazione lineare (12.2.5) mediante un’opportuna scelta dei set di masse
bilancianti b,, € CN=**NN m = 1..NSET:

afr (Qu(Q) + ZNET 0%b,,) =0, n=1..2N. (12.2.6)

DETERMINAZIONE DELLA PARTE VETTORIALE DI b,,

Per determinare i set di masse bilancianti necessari per azzerare i contributi alla dinamica forzata dei vari modi di
vibrare, si procede “di modo in modo”. Si sfrutta cioé I'm-esimo set di masse bilancianti b,, per eliminare il
contributo del m-esimo nodo di vibrare, richiedendo che I'azione di b,, non abbia effetto sui modi di vibrare

precedenti (per non rovinare il lavoro fatto in precedenza!):
alhby =0, n<m. (12.2.7)
La (12.2.6) diventa dunque
B (Qs(Q) + X3y 0%, ) =0, n=1..2N. (12.2.8)

La equazioni (12.2.8), come vedremo, andranno risolte non per tutti i 2N modi vibrare (anche perché sarebbero
un numero enorme!) ma solamente per i primi modi di vibrare della macchina, ovvero quelli normalmente pil

energetici e di maggior interesse.
Le equazioni (12.2.8) ci permettono intanto di trovare la parte vettoriale del generico set di masse bilancianti b;;,:

by = amen (12.2.9)
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Iehmle](pehm
P J®e
— — —J]le e hm
em = (gl(h),m>, ei(hm = ]l hml
0
0
ovvero il vettore e,,. Si noti che e,, non & il versore associato a b, ma semplicemente una versione di b,
opportunamente scalata che contiene al suo interno informazioni sulla “direzione dello sbilanciamento”, ovvero
sui rapporti relativi tra le varie masse bilancianti contenute in b,, e tra le loro posizioni. e,, definisce quello che di
solito prende il nome di “profilo dello sbilanciamento” o “grafico dello sbhilanciamento” (in analogia con il concetto

di deformata modale e deformata forzata).

Sostituendo le equazioni (12.2.9) nelle (12.2.7) si ottiene:

qinem =0, n<m. (12.2.10)
che, una volta compattate, danno:
H
2r 0
@2 o =%y ApEm=Vm  Em= (Iehmle”’ehm> (12.2.11)

\an) )

in cui 4,, € C™NB, E € CNB, ¥Ym € C™ e dove I'ultima equazione & puramente formale (il coefficiente “1” al

termine noto potrebbe anche essere diverso, tanto I'eventuale differente scalatura di E;, (e quindi di e;,)
verrebbe comunque riassorbita dalla componente scalare a,, di b,,, come vedremo). Il sistema di equazioni
(12.2.11) e sottodeterminato (m < NB essendo comunque m minore anche del numero di sezioni di
bilanciamento NB) ma pud comunque essere risolto mediante la matrice pseudo-inversa destra se per

convenzione, tra le infinite soluzioni, prendiamo quella di norma minima:
Em = 80m A3 = AR (AnAT) ™ (12.2.12)

Dalla conoscenza di E},, posso infine facilmente riassemblare il vettore e,, corrispondente alla parte vettoriale di
by, Si noti, prima di procedere, come la strategia di MB richieda, per determinare la parte vettoriale e, di b, la

conoscenza dei primi modi di vibrare della macchina gg, che devono essere naturalmente calcolati o mediante un

modello affidabile della macchina stessa o mediante tecniche di ricostruzione basate di misure sperimentali

opportune.
DETERMINAZIONE DELLA PARTE SCALARE DI b,,

La parte scalare di b,,, pu0 essere determinata mediante due diverse strategia: la prima, come vedremo, richiedera
una minor conoscenza del sistema ed & piu robusta mentre la seconda, piu accurata richiedera una conoscenza

maggiore del sistema.
PRIMO METODO PER IL CALCOLO DELLA PARTE SCALARE DI b,

Il primo metodo per il calcolo della parte scalare di b,, € completamente su base sperimentale. Si effettua

innanzitutto un test sulla macchina senza aver aggiunto le masse bilancianti b,, (che, d’altronde, devo ancora

Prof. Enrico Meli, Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Firenze 347



Dispense del corso di Dinamica dei Rotori

calcolare!) ottenendo le misure sperimentali (consideriamo gia il contributo in frequenza, ovvero lo spettro della

misura):
My, € CVM, (12.2.13)

Chiaramente sulla macchine saranno ancora presenti i set di masse bilancianti b, ¢ =1..m — 1 usati per
eliminare i contributi alla risposta forzata dei modi precedenti. Si suppone come sempre di effettuare le misure

sulle sezioni di misura associate ai nodi gl(j), [=1..NN,j=1..NM.

Si effettuano poi nuovamente delle misure di prova dopo aver applicato sulla macchina set di masse bilancianti di

prova note (E,, € noto, trovato prima, e &y, ,, € scelto da me):

Brnpr = OmprEm , pr=1..NP (12.2.14)
Bonpr = (mbh.prgh,prej 5’”‘") = Sppr (Iehmlej“’ehm> €CM, h=1..NB

ottenendo, dal momento che si suppone il sistema lineare,
M pr = Mom + R (Q) By pr (12.2.15)
My pr = Mom + Sm,pr R () Eny
Mampr = Ry (DB pr = S pr R (W Em,  Mampr = My pr — Mom

dove R(Q) € CNVMXNE ¢ |5 solita matrice dei coefficienti di influenza. Naturalmente anche in questo caso ad ogni
test devono essere rimosse la masse di prova precedentemente introdotte. Tali equazioni possono essere impilate

come

[Mam1 - Mamnpe] = Rpy(Q)[Bma - Bmne] (12.2.16)

M,, = Rp,(Q)By,

dove B,, € CNMXNP B € CNBXNP Dal momento che solitamente il numero di test & pit grande nel numero di
sezioni di bilanciamento (NP = NB), la stima di R,,,(Q) pu0 essere ottenuta a partire dalla (12.2.16) mediante la

pseudo-inversa destra che minimizza I'errore quadratico medio in tale equazione:
R,(Q) = M,,B}*, B}%=BH(B, Bi)™. (12.2.17)

. . . . . L _ , . .
Se a questo punto inseriamo sulla macchina il vero set di masse bilancianti b, = a,,e;, per I’ m-esimo modo di

vibrare (o, in altri termini, B, = a,E},), € lecito per linearita del sistema aspettarsi una risposta del tipo
My, = Moy + Ry (2B (12.2.18)
My, = Moy + i Ry (D Ey.

Il parametro a,,, ovvero la parte scalare di b,,,, pud essere ad esempio trovata imponendo il minimizzarsi della
norma della risposta M;,, , ovvero
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.1 2 L1 2
minz |My, || = minz || Mop + @R En| - (12.2.19)
am 2 am 2
Imponendo I'annullamento del gradiente, si ottiene per I'incognita a,,:

U = —(EXRERpEy) EXRE Mo, (12.2.20)

Una volto noto a,,, conosciamo dunque anche b,, = a,,€e,, € possiamo dunque applicare sulla macchine il set di

masse bilancianti per I’ m-esimo modo (dopo aver chiaramente tolto quelle di prova).

SECONDO METODO PER IL CALCOLO DELLA PARTE SCALARE DI b,,,

Il secondo metodo per il calcolo di b, fa uso di una maggiore conoscenza del sistema ma, allo stesso tempo & pil
accurato e molto piu utile per comprendere le idee alla base della strategia di MB. L’idea di base e quella di ripartire
dalla (12.2.6)

afh (Q(Q) + X1 0%b,,) =0, n=1..2N. (12.2.21)

e risolvere tale equazione pern = 1,2,3 ... in modo da eliminare, uno alla volta, tutti i contributi alla soluzione
forzata (e quindi alla vibrazione della macchina) associati ai primi modi di vibrare (si veda la soluzione forzata nella
forma (12.2.5)). Naturalmente, come gia osservato, la (12.2.21) non viene risolta per tutti i modi di vibraren =
1...2N, anche perché sarebbero un numero enorme. Solitamente essa viene risolta solo per i primi modi di

vibrare, cioe quelli piu energetici e significativi, che maggiormente influiscono sulla risposta forzata.
La soluzione iterativa della (12.2.21) & piuttosto semplice. Si parta dan = 1. In questo caso avremo:

a1 Qs(Q) + 2%qfiby = 0 (12.2.22).

q1105(Q) + 0%qfeya; = 0

_ _@7125(9) b =
a, = ‘nglljllgl’ =4 algl'
Una volta trovato b, per n = 2 avremo
af2Qs(Q) + 22qfyby + 0%qf5h, = 0 (12.2.23)

412Qs(Q) + 0%qphby + 02 qfhesar, = 0

41505 +0%q}hby

a =
z 92221222

by = aze;.

Una volta trovato anche b, per n = 3 avremo (e poi ci fermiamo perché ormai la procedura iterativa & chiaral)
q15Qs(Q) + 2%qf5by + 0%qf5b, + 0*qfshs = 0 (12.2.24)
9150s(Q) + 2%q{5by + 0*qfsb, + 2% qfhesa3 =0

4150s(D+02%q15b1+0% a1 by

7]
2%qr3e;

= azé€s.

a3 = ’ bs
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E’ importante chiaramente notare come tale procedura richieda la conoscenza dei primi modi di vibrare della

macchina q;, che dovranno essere calcolati mediante un opportuno modello o dovranno essere stimati con
opportune prove sperimentali. Allo stesso tempo, dal momento che shilanciamento originario Q,(Q) & incognito,

esso dovra a sua volta essere stimato per altra via Q$t™((2), ad esempio mediante un opportuno modello fisico:
a5 (Q Q) = a(Q,MQ5"™(Q),  Q5"™(Q) = a(Q, M) 1qF* (Q, Q) (12.2.25)

dove q3**** (£, Q) & un’opportuna misura (o ricostruzione a partire da misure) della deformata forzata del rotore.

MATRICI PSEUDO-INVERSE E “SOLUZIONE” DI SISTEMI LINEARI SOTTODETERMINATI
Supponiamo di considerare un sistema lineare sottodeterminato
Ax=b, A€eCNM xecM, b ecV (12.2.26)

dove A harangomassimoe N < M. Tale sistema in generale ha chiaramente infinite soluzioni. Tuttavia & possibile
chiedersi quale sia il vettore x, tra le infinite soluzioni, avente norma minima.
Dobbiamo dunque risolvere il seguente problema di minimo vincolato:

2
, Ax—b=0. (12.2.27)

min|x
x 2

Se introduciamo i moltiplicatori di Lagrange 1 € CV, come & noto tale problema & equivalente al problema di

minimo senza vincoli:
2
mip (illzll +4H(A£—g))- (12.2.28)

Calcolando i gradienti della quantita da minimizzare rispetto a x e 4 e imponendo il loro annullamento, si ottiene:

M+ 274 =0 (12.2.29)
Al — bt = 0.
Dalla prima si ha
xH AR + 2HAAR = 0 (12.2.30)
AAY) = —Ax=—b
A= —(44%)"1p.
Dalla prima delle (12.2.29) si ha infine:
x =—Af2 (12.2.31)

x = AH(AAH)_12= A+d2.

A questo punto le soluzione generale del sistema (12.2.26) puo essere scritta come
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X = Xpno + Xgo = AT*b + Na = A™b + [I - A*Alx,, a€C"N , x,ecM

dove N € CNX(M=N) & yna matrice le cui colonne sono una base del nucleo di 4 e dove P = [ — AT4A]

e il cosiddetto proiettore nel nucleo di A.

(12.2.32)

€ CNXN

In maniera del tutto analoga si pud dimostrare che la soluzione a norma minima del problema sottodeterminato

xfA=pH, AecM*N, xecM, bec¥, N<M
puo essere “risolto” grazie alla matrice pseudo-inversa sinistra:
xH = bH(AHA)"1AH = pH A*s,

xH =£§Ino +£510 = bHA*S + o NH = PHA*S + xH[I — AA*]
dove questa volta le colonne di N sono una base del nullo di A”.
Quanto appena detto ci consente anche di risolvere sistemi matriciali sottodeterminati:

AX=B, AecCN*™ xecMX? B eCN¥P, N<M
dove possiamo porre

X=[ - %], B=[b - bl

La (12.2.35) & dunque equivalente alla soluzione di P sistemi lineari

Ax; =b;, i=1..P

x; = A*%b;
dalla quali otteniamo il risultato cercato:
1 - Xp]=A%[b; .. by]
X = A*9B.

A questo punto le soluzione generale del sistema (12.2.35) pu0 essere scritta come

X =Xpno + Xgo = ATAB+ NB = A*4B + [ — ATUA]X,, a€CM-NXP  x € CMXP

doveff =[%1 - QpleX, =[Xn1 - ZXnp].
In modo simile si pud mostrare che un sistema sottodeterminato del tipo
XHA=B", AecMXN, xecMXP,6 B e (CNXP, N<M
puo essere “risolto” grazie alla matrice pseudo-inversa sinistra:
XH = BHA*s,
XH = X{fno +X£’,10 = BHAYS + BHNH = BHA™S + XH[I — AA™S)

dove questa volta le colonne di N sono una base del nullo di A”.
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13. PRINCIPALI NORMATIVE E SITI UTILI

Si riportano qui per completezza i link dei siti contenenti le principali normative in ambito rotordinamico,

turbomacchinistico e motoristico:

1) SITO APl (AMERICAN PETROLEUM INSTITUTE) E NORME API

https://www.api.org/

2) SITOISO (INTERNATIONAL ORGANIZATION FOR STANDARDIZATION) E NORME ISO

https://www.iso.org/standards.html

3) SITO CEN (EUROPEAN COMMITEE FOR STANDARDIZATION) E NORME EN

https://www.cen.eu/Pages/default.aspx

4) SITO UNI (ENTE ITALIANO DI NORMAZIONE) E NORME UNI

https://www.uni.com/

5) SITO ASME E RIVISTE ASME (AMERICAN SOCIETY OF MECHANICAL ENGINEERING)

http://asmedigitalcollection.asme.org/Solr/advancedSearch.aspx

6) SITO IEEE E RIVISTE IEEE (INSTITUTE OF ELECTRICAL AND ELECTRONICS ENGINEERS)

http://ieeexplore.ieee.org/Xplore/home.jsp

7) MOTORE DI RICERCA SCIENCEDIRECT

http://ieeexplore.ieee.org/Xplore/home.jsp

8) MOTORE DI RICERCA GOOGLE SCHOLAR

https://scholar.google.it/
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