ESERCIZIO 1

Calcolare i seguenti integrali indefiniti mediante integrazione immediata:

/ vV + ldz;

/ (3sinz) dx;

/ (tan z)dz;

/ (2sinz cos x) dz.

SOLUZIONE

Abbiamo:

/\5/m+1dx:/(:c+1)%dx: g(:chl)g +c

| Ot

(CEav

/(SSin:E) dx = —3cosz +¢;

/(tanx)dm = / NP = —In |cos x| + ¢;
cos T

/(2 sinz cosx) dr = (sinz)? + c.

ESERCIZIO 2

Calcolare i seguenti integrali indefiniti mediante integrazione per scomposizione:

/(z3+3c0sx+7eI) dx;
/mzi“’dw;
v+ 1
/(\7/2334— — 3cot z) dz.

SOLUZIONE



Abbiamo:

/ (a:?’ + 3cosx + 7e"”) dz

T+ 3
2 +1

/

/(m—i%otx) dx

ESERCIZIO 3

w =

+ 3sinz + 7e” + ¢;

/deSE—i—S/coswdx—i—?/egcd:E
at
4

T 3
d —d
2+ 1 x+/$2+1x

1
§1n|:c2 + 1| + 3arctanx + ¢;

/\7/2x+1dx—3/cotxda:

/(2m+1)%dx—3/

7
E(Zs + 1)% —3In|sinz| + c.

COS T

dx

sinx

Calcolare i seguenti integrali indefiniti mediante integrazione per parti:

/ (zlnzx)dx

/ (x2 egi) dz

/

(:vg sin 310) dx

/ (2? cos(—z) )dx.
SOLUZIONE
Abbiamo:
2 2
/ (zlnz)de = Rl PP / x—ldm
2z

(x2 Inz— / xdm)

(st ) e
2 )

2lnr — =

Ol N,

[\)



1 2
/(x263“’) de = =223 — f/xe?"”d:c
3 3

1 2 2
= —g%e — §xe?’$ + 9 /e3wdx

3
1 ) 2 2
_ §x26317§xe3z+277631+c;
3 L 5 2
/(x Sln3x) der = —gx cos?)x—i—/(x cosSx) dx

1 1 1
= —gm?’cosSx—i—ngsin?)x—g/(Qa:sin?)x)dx
2% cos 32 + <27 sin 3 + 2 05 3 /2 3ad
= —-z2°cos3r + sa”sindz + —xcos3z — [ - cos3zdx
3 3 9 9

3

1 1
= —gx cosi%:v—i-gav2

2 2
sin 3z + §x cos 3x — o7 sin 3z + ¢;

/ (2% cos(—a))dz = / (22 cos z)dz = ¥ sinz — / (22 sin ) dz

2?sing + 2z cosz — /2cosa:da:

= z2sinz +2xcosT — 2sinz + c.

ESERCIZIO 4

Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

/ (z"Inz)dx

/ (z"e*") dx

/ (2" sin ax) dx

/ (2" cos ax) dx.

dove n € un intero positivo e a € un numero reale non nullo.
SOLUZIONE

Una primitiva di ™ &

n+1
R quindi, usando la regola di integrazione per parti,

abbiamo:



/ (z"Inz)dx

per il calcolo del secondo integrale

e®”, infatti si ha:

l/kx”eax)dx::

x’ﬂ eOéI

xn+1 anrl 1

Inx 7/ —dx
n+1 n+lx
zn+1 n

Inx — d
n+1 ne /n+1 v
xn-&-l 1 mn+1 +

nr— ——; +¢
n+1 (n+1)°

axT
. . € o g .
conviene considerare — come primitiva di
@

n

(%

/ (1) da

(67

I'integrale al secondo membro ¢ dello stesso tipo di quello al primo membro,

ponendo:

I, :/(z"em") dz

si ha:

xneaa:

I,

n
- —4dn—-1
[

questa relazione consente di calcolare I,, noto Iy, ed essendo:

eam
Ip= | e*¥dx=— +c¢
«
si ha:
e  q (g le®® 1
In = - - In—2
o « « «
n ,ax n—2_ ax
e N 1 aw Nn—1) (2" %€ n—2
= — —z" e 4 — I, 3
2 2
« « o «

D

n n—k
= -0* () L3 gen g
k/) k! ak+1 ’
k=0
per il terzo integrale abbiamo:
. z"cosaxr n _
(z"sinaz)de = —-——=+— [ (a" ! cos o) dz
e e
x"cosar M . q . n(n—1 o9 .
= ——+ 2" Lsin o — (72) (x" 2sin aa:) dx

@ @ @



pertanto dopo aver applicato n volte la regola di integrazione per parti l'integrale
& calcolato;
in modo analogo si procede con il quarto integrale:

n o
/(3:” cosax)dr = romer E/(33”718111041‘) dx

«o «o
" sin ax n o _ nn—1 _
= 7%——2:6" 1cosax—¥/(m" 2cosam)dx.
o o o

ESERCIZIO 5

Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

/ (e” sin 2z) dx

/ (62“” cos 3z) dx.
SOLUZIONE

Poniamo:

I= /(ez sin 2x) dx

usando il metodo di integrazione per parti due volte otteniamo:

I = eg”sin2x—2/(e””cos2m)dx

= ¢e”sin2z — 2e” cos2z — 4/ (e” sin 2z) dx
= e”sin2z — 2e” cos2x — 41

da cui, uguagliando:

5] = e sin2x — 2e® cos 2z + ¢

quindi.
1
/ (e¥sin2z) dx = R (e sin 2z — 2€” cos 2z + ¢) ;

ESERCIZIO 6

Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

/ (e** sin Bx) dx



/ (e cos fx) dx.
dove a, 8 sono numeri reali non nulli.

SOLUZIONE

.. . . . . . € . . .
In questi integrali consideriamo e®** come derivata di —, per il primo abbiamo:
Q@

/ (e*sinfx)dx = ¢ sin Bz — A / (e** cos fz) dz
a a
ax 2
- % s Bx — %eo‘x cos Bx — 6—2 / (e sin ) dx
a o e

da cui, portando al primo membro I'integrale al secondo membro, si ha:

2 ax
(1 + 62) /(eo“” sin fz) do = ¢ sin Sz — %e‘” cosBx + ¢
o o «

in particolare:

1 [e %4
/ (e*sinfz)dr = ———m— (e sin Sz — %e‘” cos Sz + c)
I5) « «
(1+%)
1 [0 %/ ax
= T62(@6 " sin Sz — Be™” cos fx + c¢);
et

analogamente, per il secondo integrale, abbiamo:

ar

% cos Bz + g / (e°” sin Bz) dx

/ (e cos fx) dx

o 2

— & cos Bx + %eo‘“" sin Bz — ’8—2 / (e** cos ) dx
a oY o

da cui, portando al primo membro 'integrale al secondo membro, si ha:

2 ax
(1 + ﬂ2> /(e‘” cos ) dx = € cos Bx + %60& sinfzr + ¢
« e Q@

in particolare:

1 ax
/ (e*cosfa)dr = ——5— (e cos B + %ew sin Bx + c)
) « «

ﬁ?
<1+a2

1
= m(aem cos Bz + Be*” sin Bz + ¢).



ESERCIZIO 7

Calcolare i seguenti integrali indefiniti:
1 d
Va2 — a2 v
_ d
/22 _ a2 v
1 d
Va2 + a2 v

essendo a un numero reale positivo.

SOLUZIONE

Nel primo integrale conviene porre:
T =at

in particolare risulta:
dr = adt

da cui:

/ LI / a4 dt/ Ly

L iz I TR D S

a? — 2 av'1 —t2 V1 —1¢2
X

= arcsint + ¢ = arcsin — + ¢;
a

analogamente si procede con gli altri integrali, per il secondo si ha:

1
dt
-1

/ﬁdm = /W%dt:/w

. . T
= arcsin ht + ¢ = arcsin h— + ¢;
a

per il terzo abbiamo:

/Ldt—/;dt
a1+ ) Vi+e2

T
= arccos ht + ¢ = arccosh— + c.
a

1
—d
/\/a2 Tz

ESERCIZIO 8

Calcolare i seguenti integrali indefiniti:



/(sina:)Qda:;

/ (cosz)? da.
SOLUZIONE

Osserviamo che basta calcolare solo uno dei due integrali per ricavare anche
I’altro, infatti:

/(cosx)de - /(1—(sinx)2) do
= /dm—/(sinx)de

= xf/(sinx)de,

calcoliamo dunque il primo integrale, usiamo la formula di integrazione per parti
considerando sin z come derivata di —cosx :

/(sinx)de = /(sinxsinx)dm = —coszsinz + /(cosx)de
= —coszsinx +/ (1 - (Sin$)2) dx

—cosxsinx+x—/(sinx)2 dx

da cui, portando al primo membro l'integrale al secondo, e dividendo per 2, si
ha:

1
/(sinx)zdx =3 (—coszsinx +x+¢);
in particolare:

/(cosac)2 de = x—/(sinx)2 dx

1 .
= 5 (coszsinz + x4+ c).

ESERCIZIO 9

Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

/ Va2 — x2dx



/ Va2 + x2dx
/ Va2 —a?dx

essendo ¢ un numero reale positivo.

SOLUZIONE

Ponendo:
. T T
T = asint, con f§<t<§,
abbiamo:
. T
dxr = acostdt, t = arcsin —
a
da cui:

/\/ a2 —x2dr = a? / \/1 = (sint)® costde = a? / (cost)® dt

2
= (costsint+t) + ¢

Q

v 8 o

. T\ T . x
cosarcsin — | — +arcsin — | 4+ ¢
a/ a a

2 ( T\2 /x . T
= 1-— (7> <7) +arcsin— | +c¢
2 a a a

a® | 5 5
= —arcsin— + —xvVa* —x°+ ¢
2 a 2

‘ Q

analogamente per il calcolo del secondo integrale poniamo:
x = asinht
si ha:

dxr = acoshtdt



da cui:

/\/a2+x2d9§ = az/\/1+(sinht)2 coshtd:c:112/(cosht)2 dt

2t 4 =2t 4 9 2
_ det: %/(costh—Fl)dt

4
a® ¢ 1, .
= Zstht—f—i—l-c:§(smhtcosht+t)+c

2
1

- L arcsinhE—I—fx a2+ 22 +c¢c
2 a 2

2 2 1
- Y E+1/1+(§) tava? +atte
2 a a 2

dove, nell’ultima uguaglianza, abbiamo usato la seguente identita:

cosht + sinht = ¢!

da cui si ottiene:

t = In(cosht+ sinht)
2
ln<x+ 1+ () );
a a

per il terzo integrale si usa la sostituzione:

acosht sex >a
=
—acosht sex < —qa

procedendo in modo analogo al caso precedente si ottiene:

/\/ 2 —a2de = +d? / \/ (cosht)? — 1sinh tdz = +a? / (sinht)® dt

2% | -2t 2
_ iaZ/wdt:i%/(coshth)dt

4
a® | ¢ 1.
= j:Zstht:F§+c::|:§(51nhtcosht—t)+c

2 1
= % arccosh® 4+ —zvVa2—a?+c
2 a 2

a2

= ——1In !
2

— 2 _ g2 +c.
+2x35 a“ +

ESERCIZIO 10

10



Calcolare:

1
/ +$dx
24z
1
/72—92261:5
2 —z2+1
—d
/ 2 — 21 v
1+
—d
/x2—|—3x+4 v
9
T
/1—x10dx
T
—d
/5+x3 v
1
—d
/x2—5x+6 v
1
—d
/(2—m3> *
i 2
/smm—i— o
1+ cosx

SOLUZIONE

Abbiamo:
1 1
/ +xdx=/ l———)de=z—-In|24+z|+¢
2+x 2+

per il calcolo del secondo integrale scomponiamo il polinomio al denominatore
e determiniamo due numeri reali, A e B tali che:

1 A B

= +
2-2° V2-z V2+u

otteniamo:
A(\/§+x)+B(\/§fx) =1

da cui, ponendo x = /2, si ricava:

e ponendo z = —+/2, si ricava:

11



in particolare:

/ 1 de = 1/ 1 dx + 1/ 1 dx
2 — g2 2] V2-a 2V2) V242
1 1
= ——1 ’\/5— ‘+—1 ‘\/§+ ‘+
2\611 T 2\/ﬁn z|+c
—1 In 7\/5—“5
24/2 V2 -z

per il terzo integrale osserviamo che il numeratore ha grado maggiore del de-
nominatore, eseguendo la divisione di polinomi otteniamo:

+ ¢

- 1= -22)(z+1)+ 22 +1

da cui:

-2 41 20+ 1
/7:1:27250 dx /(x—i—l)dx—l—/in?xdx

Il
2| §,
_|_
53
_l’_
—
—
SHIN
_l’_
8
|
)
~_
jSH
5

ponendo:

Alx —2)+ Bx =2z +1

con x = 2 si ricava:

5
B=—
2
e con x = 0 si ottiene:
1
A=—=
2
pertanto:
2 —x?+1 22 1 5
T T e = a2 g
/ 225 7 2 +x+/( 2x+2(x—2)> v
22 1 5
= 7+x—§1n|x\+§ln|m—2|+c

per il calcolo del quarto integrale osserviamo che il polinomio al denominatore
non ammette radici reali e si puo scrivere nel modo seguente:

12



9 2
w43z +4= (:E+Z) +<‘f>

quindi:

2 2

1+x 1+
JERE "
224+ 3z +4 3\ 2 V7
(w+) +< )

oy eyt

2 2 2 2
1 9 1 1
— ] +
VT
1 1 204+ 3
= —Inlz? +3z+4| - —=arctan ———— +¢;
50| - 7

per il calcolo del quinto integrale osserviamo che la derivata del polinomio al
denominatore ¢ il numeratore moltiplicato —10, pertanto si ricava:

z? 1 [ —102° 1 10

per il sesto integrale abbiamo:

13



x X
" _dr = dz
/5+333 ! /(\3/3+m)(ﬂc2\3/5x+\3ﬁ)
/ A dx + Bx+C
x2

Vb+z fx+f
1 1 z+ 5
- it e T
s z+ V5
_ —%\[ln‘x—k\/g‘—ﬁ- ! ;x+f
2$—\/§
= Sfln‘x—k\[‘ fx—kf
1 ! dx
\%:Hf
= 3\[ ‘334’\[‘ ’xf\[er\ﬁ
1 1
+2/< _v>2 s
2 4
= 3\[111‘:6—!—[‘ ‘x—\[x—kx/»‘

+3€/25/ 2 1 1\?
(\/3\3/5‘\/3) 1

S

dx

m‘x? — r+ ¥ 25‘ n

inoltre abbiamo:

1 1 1 -1
e = [ ge= [ d
/x2f5x+6dx /(zf?))(:cfQ)x /:1773 m+/m72x

= Injz—3|—In|z — 2|+ ¢

analogamente:

14



/ﬁdx N /(\3/§x)(x2i\3/§x+\?f)dx
A Bx+C
/<€/é—m>d“/< Ve T

T+ 22
N 3[/ —xd +3\f/ x2+;;§x+€/?1)dx
5 2z + V2 +3V2
= 7W1n‘zf\/§’+6\3f/ zQiff:E++§f)dI
= 3\fln‘x7\f’ ‘:c + 2z + V4| +
2[/ e
<x+> +2\3/41
= Sﬂln)x—\f‘ ‘x —I-\fm-i-\f‘
v [
3
(xfxf f)
= 3fln‘x—\[’ ‘x +\fx+\[‘
V3V2
+ 6 arctan(\/gwx+\/§)+c

per il calcolo dell’ultimo integrale si puo usare la formula di sostituzione scrivendo

sinz e cos x mediante le formule parametriche in ¢ = tan > precisamente abbi-
amo:

. 2t
smr = m
14
Cosxr = T 72

da cui:

i 2 2t + 2 + 22 2
/wdx:/idt:2tan§+ln 1+<tan§) +c.
1+cosz 1+¢2 2 2

|ESERCIZIO 11 |
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Siano «, 8 numeri reali non nulli, calcolare:
/ (sin @) (sin Bz) dx
/ (sin ax)(cos Bx) dx

/ (cos azx)(cos fz) dz.
SOLUZIONE

Dalle formule di Werner si ricava:

(sin ax)(sin fz) = % (cos (@ — B)z — cos (a+ B) x)
quindi, se o # %03, si ha:

/(sin az)(sin fz) dz 1/cos((oz —B)x)dx — %/cos((a + B) x)dx

2

- 1l sn(e-8)2)-

2@—7) sin ((a + B) z) +c,

_ 1
2(a+p)

se a = (3 si ha:

/(Sin az)(sin fz)dx = /(sin ax)?dx

1 1
= — — = 2
2/dgc 2/005( ax) dx
1

1
= 3 (:p 2asin2az> +c,

infine, se « = —( si ha:

/(sinax)(sinﬂx) de = 7/(sinaz)2dz

= 9 T 2% S Zax C;

analogamente, dalle formule di Werner si ricava:

(sin ax)(cos Bx) = % (sin (o — B)z +sin (a + B) )

16



quindi, se a # £0, si ha:

/(sinaw)(cosﬁx) de = %/sin((a—ﬁ)x) dw+%/sin((a+ﬁ) x)dx

1
= —2(a_6)COS((a—ﬂ)£C)—

1
mcos((a—f—ﬁ)w) +e

se a = [ si ha:

/ (sin ax)(cos Bx)dx = /(sin azx)(cos ax)dx
_ ! (sin 2cv)d!
= 3 in 2 )dx
1
= ——cos2ax + ¢
da

in modo perfettamente analogo, essendo:

(cos ax)(cos fz) = % cos ((a— B)x) + % cos ((a + fB) x)

si ricavas:

/ (cos aux)(cos Bx) dx

sin ((a = 8)z) +

1
2(a—p)

1 1 .
— x4+ —sin2ax | +¢ se o = +0
2 2a

| ESERCIZIO 12 ]

Calcolare:

/ (sin.z) (cos 22 (sin 3z) d
/ (sinz)? (cos 4z)dx
/ (cosz)® (sinz)%da.

SOLUZIONE

17



Usando le formule di Werner abbiamo:
1
(sinz)(cos2z)(sin3z) = 5 (sin 3z + sin(—x))(sin 3x)
1, o, 1
= §(s1n 3z)° + Z(cos(—éla:) — cos 27),

quindi si ha:

/ (sinz) (cos 2z) (sin3z) do = / (sin 3z)%dz + i / (cos(—4z) — cos 22)dx

== DN =

1 1 1
<x 681n6z> + 1—65in4:z: — gsin2x+c;

per il secondo integrale abbiamo:

1
/(sina:)2 (cosdx)dx = /5 (1 — cos 2x) cos dxdx
1 1
= 33 /(cos 6x + cos 2x)dx
1 1 1
= iz - ﬂsinﬁx— gsin2x—|—c;

infine, per il terzo integrale, possiamo procedere con il metodo di integrazione
per parti e abbiamo:

/(cos 2)% (sinz)?de = —i(cos z)*(sinz) + i /(cos z)°dx
= —i(cos z)*(sinz) + i /(cos z)(1 — (sinz)?)?dx
= —Z(cos x)*(sin ) +

1
+Z (/(cos x)dx — 2/cosx(sinx)2dx + /cos m(sinx)4dsc>

1 1 2 1
= _Z(COS z)*(sinz) + 1 (Sinff - g(sinx)?’ + 5(sinx)5> +ec

ESERCIZIO 13

Siano n e m interi positivi, calcolare:

/(cosx)n dx
/ (sinz)" dz.

18



SOLUZIONE

Per gli integrali di questo tipo possiamo procedere in modo ricorsivo usando al
regola di integrazione per parti, precisamente per il primo integrale abbiamo:

/(cosac)” de = /(Cosm)"_1 cos zdz

—  (cosz)"sing + / (n — 1)(cos z)"(sin z)2dz

— (cosz)"sing + /(n ~ 1)(cos z)"%(1 — (cos z)?)da

= (cosz)" 'sinz + (n—1) </(cos x)" 2 dx — /(cos :c)”da:)
da cio si ottiene:

/(cos z)" dx = % ((cosz)™ 'sinz) + (nn;l) /(Cosx)"*de

se n & pari, proseguendo in modo ricorsivo, si ottiene.

/(cosx)" de = %((cosx)"_lsinx) +
ol 3 i (n-1(n—-3)..1 [
+”(”_2) ( ) )+t n(n —2)..2 /d

se n & dispari si ha invece:

/(cosx)n dr = %((cosm)”*1 sinz) +
nzl cosz)" P sinx (n=1n=3)..2 cos zdz;
+n(n—2) (C ) )+t n(n —2)..3 / da;

analogamente si ha:

/(sinx)n dr = /(sin:v)"*1 sin zdx

= —cosxz(sinz)" ! + /(n — 1)(sinz)"?(cos z)*dx

—cosz(sinz)" "t + /(n — 1)(sinz)"%(1 — (sinz)?)dx

— cosa(sing)" !+ (n—1) ( / (sinz)"2de — / (sin mw)

da cui si ottiene:

19



/(sin x)" dx = % (—cosz(sinz)" ") + @ /(sin z)" " 2da.

| ESERCIZIO 14]

Siano n e m interi positivi, calcolare:

/ (cosz)" (sinz)™dx.

SOLUZIONE

Usando la formula di integrazione per parti abbiamo:

/(cos 2)" (sinz)™de = (cosz)" 'sina(sinz)” +

= (cosa)"” 1<smx>m+1+
= [ (m(eosa)” sina)™ = = 1) cosa)" ™ sna)" (1~ (cos )?)) o
= (cosz)" (sinz)™ L +

— /(m +n—1)(cosx)" (sinz)™dz + /(n —1) (cosz)" "2 (sinz)™ da

da cui, portando il primo integrale del secondo membro al primo membro, si
ottiene:

(cosz)" ! (sinz)™ L n—1

(cosz)" 2 (sinz)"dx

/ (cosz)" (sinz)"dx =

m+n n—+m

a questo punto si procede fino a che al secondo membro non compaia:

/(sin x)"dx
se n ¢ pari, oppure:

/(sin )™ cos xdx

se n ¢ dispari, entrambi gia noti.

| ESERCIZIO 15 |
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Calcolare:

/(ln z)3dx

/ z?(Inz)?dx

/(ei)(sin x)(cos 3z)dx

1
/<x—1><x—2><x—3>dx

2 _
/ (z® —3) i
(z —1)(z2 4 22 — 15)
SOLUZIONE

Usando ripetutamente la formula di integrazione per parti abbiamo:

/(lnx)gdaz = z(lnz)? —/3(lnx)2da:
= z(lnz)® - 3z(Inz)? + /Glnmd:z:
= z(lnz)® - 3z(lnx)*+6xlnz — 67 +¢;

analogamente abbiamo:

2 2 a? 2 2 o
z“(Inz)dx = g(lnx) — [ 3% In zdx
3 2 2
= %(lnx)2—§x3lnx+§/m2dx
3
x 2 2 3 2 3
= L o)’ - ¥mrt = -
3 (Inx) 5% nx—|—2733 +¢

per il calcolo del terzo integrale usiamo le formule di Werner, otteniamo:

/ (e%) (sin z) (cos 3z)dz % / (%) (sin 4z — sin 22)dz

1 1
3 /e:’: sin 4xdx — 3 / e” sin 2zdx

adesso calcoliamo separatamente i due addendi, usando la regola di integrazione
per parti, abbiamo:

21



1
/em sindzxdr = e€"sindx — 1 /em cos4dxdx

1 1
= ¢€%sindzr — —€® cosdx — 16 /e“" sin 4xdx

4
da cui:
16 1
/e“” sin4xdx = T <eQE sindx — Zez cos 41:) +c
. . 1
e’sin2xdr = e€*sin2v — 3 e” cos 2xdx
. 1 1 .
= €%sin2z — —€®cos2x — - | e*sin22xdx
2 4
da cui:
. 4 . 1
e” sin2xdx = E e®sin 2z — §€I cos2z | +c¢
pertanto:

8 1 2 1
/(ez)(sin x)(cos 3x)dx = IT; (e”” sindx — Zez cos 41:) +5 (e”” sin 2z — 56”” cos 2x> +c;

per il calcolo del quarto integrale abbiamo:

[ oo me g = /uilnd“/u?md“/@:(jz)d‘”
bl e L e

1 1
= §ln|m—1\—1n|a:—2|+§ln\x—3|+c;

infine per il quinto integrale abbiamo:
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