
Cristallizzazione e formazione di vetri

Un vetro si forma quando il raffreddamento è effettuato 
in modo da prevenire il fenomeno della cristallizzazione

Occorre pertanto stabilire le condizioni cinetiche e 
termodinamiche che regolano la cristallizzazione

CRISTALLIZZAZIONE

NUCLEAZIONE  CRISTALLITI

CRESCITA  CRISTALLITI
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Processo termodinamico

Processo cinetico
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Quando la cristallizzazione è rilevabile?

Cristallizzazione  avvenuta

Cristallizzazione  non  avvenuta

𝑉  Volume  totale  di  campione

𝑉𝑐  Volume  di  campione  cristallizzato

𝑉 − 𝑉𝑐  Volume  di  campione  liquido
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 𝑉𝑐 𝑉 > 10−6

 𝑉𝑐 𝑉 ≤ 10−6
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Diagramma  T T T   (Tempo-Temperatura-Trasformazione)
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REGIONE

Temperatura 
di fusione

𝑉𝑐
𝑉
> 10−6

𝑇𝑚

𝑇

La pendenza di questa 
retta corrisponde alla 
velocità di raffreddamento

VETRO

CRISTALLO



Cristallizzazione e formazione di vetri :    Nucleazione

Nucleazione omogenea di cristalliti sferici

Energia libera di Gibbs per 
la formazione di un nucleo 
di raggio  𝑟

Energia libera di formazione superficie liquido-cristallo 
per unità di area (sfavorisce la nucleazione; unità = 𝐽/𝑚2)

Energia libera di formazione 
del cristallo per unità di 
volume (dipende dalla 
temperatura;  favorisce la 
nucleazione; unità = 𝐽/𝑚3)
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Δ𝐺𝑚 = energia libera molare di formazione del cristallo
(negativa al di sotto della temperatura di fusione)

𝑉𝑚 = volume molare del cristallo

𝐺𝑛 𝑟 = 4𝜋𝑟2Δ𝐺𝑠 +  4 3𝜋𝑟3Δ𝐺𝑣

Δ𝐺𝑠 > 0

Δ𝐺𝑣 = 𝐺 crist − 𝐺 liq ≤ 0

Δ𝐺𝑣 =  Δ𝐺𝑚 𝑉𝑚
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Energia libera dei 
cristalliti in funzione 
del raggio

𝐺𝑛 𝑟 = 4𝜋𝑟2Δ𝐺𝑠 +  4 3𝜋𝑟3  Δ𝐺𝑚 𝑉𝑚

La funzione 𝐺𝑛 𝑟 è naturalmente definita per 𝑟 ≥ 0 ed ha un 
massimo. Il raggio corrispondente a tale massimo, 𝑟∗, è il 
raggio del cristallite «spartiacque» fra quelli instabili (𝑟 < 𝑟∗) 
e quelli metastabili o stabili 𝑟 > 𝑟∗

Massimo di 𝐺𝑛 𝑟 :
d𝐺𝑛 𝑟

d𝑟
= 0 𝑟∗ = −

2Δ𝐺𝑠 𝑉𝑚
Δ𝐺𝑚

Verifica del massimo:
d2𝐺𝑛 𝑟

d𝑟2
= −8𝜋 Δ𝐺𝑠 < 0
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Raggio dei  nuclei  critici

Energia libera di 
formazione dei 
nuclei critici


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𝑟∗ = −
2Δ𝐺𝑠 𝑉𝑚
Δ𝐺𝑚

4𝜋𝑟2Δ𝐺𝑠

4

3
𝜋𝑟3  Δ𝐺𝑚 𝑉𝑚

𝑟𝑑 = −
3Δ𝐺𝑠 𝑉𝑚
Δ𝐺𝑚

𝐺𝑛(𝑟
∗) =

16 𝜋 Δ𝐺𝑠
3 𝑉𝑚

2

3 Δ𝐺𝑚
2

𝐺𝑛(𝑟
∗)

𝑟∗
𝑟

𝐺𝑛(𝑟)
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Definizione di energia libera
in termini di probabilità

 Numero di molecole nel campione
per unità di volume

 Già dimostrato (vedi espressione 𝐺𝑛 𝑟 )
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𝑝(𝑟) ∝ 𝑛(𝑟)

𝐺𝑛 𝑟 = −𝑅𝑇 ln 𝑝(𝑟)

dove 𝑝(𝑟) è la probabilità di formazione di un nucleo di raggio 𝑟. 
La probabilità di un nucleo critico è quindi 𝑝(𝑟∗)

La probabilità di formazione di un nucleo con 
raggio 𝑟 è proporzionale al numero di nuclei 
con quel raggio

𝑝(𝑟∗)

𝑝(0)
=
𝑛(𝑟∗)

𝑛(0)
= exp

𝐺𝑛 0 − 𝐺𝑛(𝑟
∗)

𝑅𝑇

𝐺𝑛 0 = 0

𝑛 0 ≃ 𝑁𝑣
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Sapendo che …
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𝐺𝑛(𝑟
∗) =

16 𝜋 Δ𝐺𝑠
3 𝑉𝑚

2

3 Δ𝐺𝑚
2

Dall’eq nella diapositiva 
precedente si ottiene

𝑛(𝑟∗) = 𝑁𝑣 exp −
𝐺𝑛(𝑟

∗)

𝑅𝑇

𝑛(𝑟∗) = 𝑁𝑣 exp −
16 𝜋 Δ𝐺𝑠

3 𝑉𝑚
2

3𝑅𝑇Δ𝐺𝑚
2

Numero di nuclei 
critici per unità di 
volume
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Approssimazione di Turnbull per Δ𝐺𝑚
(energia libera molare di cristallizzazione)

Dipendenza dalla temperatura
(Δ𝐻𝑚 e Δ𝑆𝑚 non dipendono 
dalla temperatura)

Alla temperatura di fusione 
𝑇𝑓 (liquido e cristallo sono 

in equilibrio)
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Δ𝐺𝑚 𝑇 = Δ𝐻𝑚 − 𝑇Δ𝑆𝑚

Δ𝐺𝑚 𝑇𝑓 = Δ𝐻𝑚 − 𝑇𝑓Δ𝑆𝑚 = 0

da cui Δ𝑆𝑚 =  Δ𝐻𝑚 𝑇𝑓

Siccome l’entropia 
di cristallizzazione 
è negativa

Δ𝐻𝑚 < 0

Usando l’espresssione 
di Δ𝑆𝑚 in Δ𝐺𝑚(𝑇) si 
ottiene

Δ𝐺𝑚 𝑇 = Δ𝐻𝑚 1 −  𝑇 𝑇𝑓
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I  nuclei  supercritici sono quei nuclei predisposti 
all’accrescimento perché si trovano nella regione di 
metastabilità (𝑟 > 𝑟∗). Dal momento che l’aggiunta di 
uno strato di atomi ad un nucleo critico rende 
quest’ultimo supercritico, la velocità di formazione dei 
nuclei supercritici per unità di volume e di tempo è

Dove 𝒯𝑎𝑑𝑠 è il tempo medio necessario per l’adsorbimento di 
uno strato di atomi/molecole sulla superficie di un nucleo 
critico (e in generale di un cristallite). 𝒯𝑎𝑑𝑠 può essere 
espresso in funzione della temperatura e della viscosità
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𝐼𝑣 =  𝑛 𝑟∗ 𝒯𝑎𝑑𝑠
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Coefficiente di
diffusione

Equazione
Stokes-Einstein

𝑎0 = Distanza di salto atomico
(approssimabile al diametro atomico)

𝐷 =
𝑎0
2

𝒯𝑎𝑑𝑠

𝐷 =
𝑘𝑇

3𝜋𝑎0𝜂
𝐼𝑣 =

𝑘𝑇

3𝜋𝑎0
3𝜂

𝑛(𝑟∗)

Cristallizzazione e formazione di vetri :    Nuclei supercritici

𝑎0

𝑎0

NUCLEO
CRITICO

NUCLEO
SUPERCRITICO

MOLECOLA
ATOMO
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Spessore aggiunto 
nell’unità di tempo 
(velocità di 
incremento del 
raggio del cristallite)
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 1 𝒯𝑎𝑑𝑠
= Velocità di adsorbimento su cristallite

 1 𝒯𝑑𝑒𝑎𝑑𝑠
= Velocità di deadsorbimento da cristallite

𝑢 = 𝑎0
1

𝒯𝑎𝑑𝑠
−

1

𝒯𝑑𝑒𝑎𝑑𝑠

𝑎0

𝑎0
CRISTALLITE CRISTALLITE

MOLECOLA
ATOMO

Il tempo medio per 
l’adsorbimento 
(deadsorbimento) di uno 
strato molecolare è 𝒯𝑎𝑑𝑠
(𝒯𝑑𝑒𝑎𝑑𝑠)
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Teoria del complesso attivato
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1

𝒯𝑎𝑑𝑠
= 𝜈 𝐴𝐿

∗

Δ𝐺𝑚 = 𝐺𝐶 − 𝐺𝐿

𝐴𝐿
∗

𝐴𝐶
∗

Δ𝐺′

Δ𝐺′ − Δ𝐺𝑚𝐺𝐿

COORDINATA  di  REAZIONE

−Δ𝐺𝑚

𝐺𝐴𝐿
∗ = 𝐺𝐴𝐶

∗

𝐺𝐶

Δ𝐺′ = 𝐺𝐴∗ − 𝐺𝐿

𝐿 ⇄ 𝐴𝐿
∗ → 𝐶

Il complesso attivato 𝐴𝐿
∗ si 

converte totalmente a CRISTALLO, 
ma è in equilibrio con il LIQUIDO

1

𝒯𝑑𝑒𝑎𝑑𝑠
= 𝜈 𝐴𝐶

∗

𝐶 ⇄ 𝐴𝐶
∗ → 𝐿

Il complesso attivato 𝐴𝐶
∗ si 

converte totalmente a LIQUIDO, 
ma è in equilibrio con il CRISTALLO
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Dalla teoria del complesso attivato
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Δ𝐺𝑚 = 𝐺𝐶 − 𝐺𝐿

Δ𝐺′ = 𝐺𝐴∗ − 𝐺𝐿

𝐿 ⇄ 𝐴𝐿
∗

𝐴𝐿
∗

𝐴𝐶
∗

Δ𝐺′

Δ𝐺′ − Δ𝐺𝑚

𝐺𝐶

𝐺𝐿

COORDINATA  di  REAZIONE

−Δ𝐺𝑚

𝐺𝐴𝐿
∗ = 𝐺𝐴𝐶

∗

𝐾𝐿 =
𝐴𝐿
∗

𝐿
= exp −

Δ𝐺′

𝑅𝑇

Δ𝐺′ = −𝑅𝑇 ln𝐾𝐿

𝐶 ⇄ 𝐴𝐶
∗ Δ𝐺′ − Δ𝐺𝑚 = −𝑅𝑇 ln𝐾𝐶

𝐾𝐶 =
𝐴𝐶
∗

𝐶
= exp −

Δ𝐺′ − Δ𝐺𝑚
𝑅𝑇

Equilibrio  LIQUIDO – COMP. ATT.

Equilibrio  CRISTALLO - COMP. ATT.
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Dalla teoria del complesso attivato
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Δ𝐺𝑚 = 𝐺𝐶 − 𝐺𝐿

Δ𝐺′ = 𝐺𝐴∗ − 𝐺𝐿

𝐴𝐿
∗

𝐴𝐶
∗

Δ𝐺′

Δ𝐺′ − Δ𝐺𝑚

𝐺𝐶

𝐺𝐿

COORDINATA  di  REAZIONE

−Δ𝐺𝑚

𝐺𝐴𝐿
∗ = 𝐺𝐴𝐶

∗
𝐴𝐿
∗ = 𝐿 exp −

Δ𝐺′

𝑅𝑇

𝐴𝐶
∗ = 𝐶 exp −

Δ𝐺′ − Δ𝐺𝑚
𝑅𝑇

Equilibrio LIQUIDO – COMP. ATT.

Equilibrio CRISTALLO - COMP. ATT.

1

𝒯𝑎𝑑𝑠
= 𝜈 𝐿 exp −

Δ𝐺′

𝑅𝑇

1

𝒯𝑑𝑒𝑎𝑑𝑠
= 𝜈 𝐶 exp −

Δ𝐺′ − Δ𝐺𝑚
𝑅𝑇



Cristallizzazione e formazione di vetri :   Crescita dei cristalli
Dalla teoria del complesso attivato
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1

𝒯𝑎𝑑𝑠
= 𝜈′ exp −

Δ𝐺′

𝑅𝑇

1

𝒯𝑑𝑒𝑎𝑑𝑠
= 𝜈′ exp −

Δ𝐺′ − Δ𝐺𝑚
𝑅𝑇

CRISTALLITE

L

C

C
C

C

C
CC

C
C

C

C

C
C

L

LL

L

L

L

L
L

L L

L

L

Date le dimensioni del cristallite, 
all’interfaccia, la concentrazione delle 
molecole/atomi nello stato liquido è 
approssimativamente uguale a quella 
delle molecole/atomi nello stato 
cristallino

𝐿 = 𝐶

1

𝒯𝑑𝑒𝑎𝑑𝑠
=

1

𝒯𝑎𝑑𝑠
exp

Δ𝐺𝑚
𝑅𝑇
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Sapendo che …
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Viscosità
(equazione di Arrhenius)

Δ𝐺𝑚 = Δ𝐻𝑚 1 −  𝑇 𝑇𝑓

1

𝒯𝑎𝑑𝑠
=

𝑘𝑇

3𝜋𝑎0
3𝜂

𝑢 =
𝑎0
𝒯𝑎𝑑𝑠

1 − exp
Δ𝐺𝑚
𝑅𝑇

Dalle eq. precedenti si ottiene

𝑢 =
𝑘𝑇

3𝜋𝑎0
2𝜂

1 − exp
Δ𝐻𝑚 𝑇𝑓 − 𝑇

𝑅𝑇𝑇𝑓

𝜂 = 𝜂0 exp
𝐸𝜂

𝑅𝑇
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Equazione di Avrami 
(diagramma T T T)
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𝑉𝑐
𝑉
= 1 − exp −

𝜋

3
𝑢3𝐼𝑣𝑡

4


