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Rem. Il problema di de Saint Venant — congruenza interna

Affinché sia garantita la condizione di integrabilita del campo di deformazione, esso deve
soddisfare le seguenti equazioni di congruenza interna

azyx)’ _ 82‘c"x + 628)/ . azyyl _ 826‘2 + azg}’ . azyzx _ 82‘c"x + 8282 .

oxoy oyt ox*’ oyor  oy? ozt dzox  07%  ox? (9)
Z@ngzi ayx)’_'_a}/zx_a}/yz . 28283’22 ayXy_ayzx_i_a}/yZ . 26282 :Q _ayXy+67/zx+ayyZ .

oyez ox\ oz oy ox | owx eyl ez oy ox ) oyox e\ oz ey ox )

Sostituendo i legami costitutivi nelle precedenti relazioni di integrabilita ed utilizzando le
equazioni di equilibrio (SV1) si ottengono le seguenti relazioni di integrabilita del campo
di deformazione espresse in termini di componenti di tensione

2 2 2 2
0‘c, 0o, O0°c, 00,

2o oy ooy (SV5)

i _az-yz_l_arxz _Vv 820-z. i az-yz_afxz _ v 620-2
ox\ ox oy | l+voyer oyl ox oy 1+v X0z

In pratica, le precedenti relazioni rappresentano la condizione che deve essere rispettata
dalle componenti di tensione presenti nel solido di de Saint-Venant affinché il
corrispondente campo di deformazione soddisfi le condizioni di congruenza interna o di
integrabilita.
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Espressione delle tensioni normali

Le equazioni contenute nella prima riga delle condizioni di integrabilita (SV5)
0’0, 0%0, 0%, 0%,
dz2  0x2  dy?  Oxdy

i(_ 0Ty, N arxz> _ v 09%0, 0 <6Tyz _ arxz> v 020, (Svs)

=0

0x 0x dy ) 1+vaydz' ay\ ox ay 1+ voxoz

coinvolgono solo la componente di tensione normale o, e consentono di determinare la sua piu
generica espressione che garantisce il soddisfacimento’ (di questa parte) delle condizioni di
congruenza interna.

Le equazioni contenute nella seconda riga delle (SV5) caratterizzano invece le espressioni delle
tensioni tangenziali. La loro interpretazione generale non & immediata e richiede particolari
strumenti matematici e pertanto non € discussa in questa sede.

Le prime tre equazioni delle (SV5) impongono I'annullamento delle derivate seconde di o,
mentre la quarta equazione comporta che o, sia indipendente da un termine in xy. Pertanto
per qualunque distribuzione di carichi sulle basi del solido di de Saint Venant, |'espressione piu
generale di o, € la seguente forma bilineare

o, =a+ax+a,y—z(b+bx+h,y) (13)

Il valore delle costanti contenute nella precedente espressione dipende dalle caratteristiche
della sollecitazione (SV6) presenti nella sezione trasversale del solido.
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Espressione delle tensioni normali

Considerando che per ipotesi gli assi x ed y sono baricentrici per le sezioni trasversali del
solido, i momenti statici della sezione trasversale rispetto a tali assi sono nulli e pertanto
si ha

SX:J/;ydA:O syzidi:o (14)
Utilizzando le (14), sostituendo la (13) nelle (§V6) si ha:
N(z)=[o,dA=(a—-zb)A
M, (2)= [ o,ydA= (a, - zb, )[ xydA+ (a, - zb, )] y*dA (15)
~M,(2)=[o,xdA=(a, —2b,)[ X’dA+(a, - zb, )] xydA

La terza delle (SV7.2 e SV7.3) implica che lo sforzo normale presente nell’asta sia
costante. Pertanto, sostituendo la prima delle (15) nella terza delle (SV7.2) si ha

N(z)=(a-zb)A=N"=cost >b=0  mom—) N(z)=aA—>a=¥=N—0 (16)

A

Risultano cosi determinate due delle costanti presenti nella (13)
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Espressione delle tensioni normali

Per la definizione di momento d’inerzia e centrifugo si ha
1, = [ y*dA l, = [x*dA=0 1, = [ xydA (17)
A A A

E quindi la seconda e la terza delle (15) possono essere scritte piu convenientemente
come segue
M X(Z): (al - Zbl)l Xy + (a2 - ZbZ)Ix
(18)
B My(z):(a'l_Zbl)ly +(a2 _sz)lxy

Sostituendo la quarta e quinta delle (SV7.2) nelle precedenti ed eguagliando le parti
costanti e lineari di ambo i membri si ha

aiz—%(Mflxy+MSIx> a, =%(M3|y+|\/|§|xy)
b =— ST+ E b=, T ) (19)

_ 2
D=11,-12

A

“
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Espressione delle tensioni normali

Sostituendo le (19) e le (16) nella (13) si ha la seguente espressione per le tensioni

normali
N 1 1
o, = T—E(MXIXerM | x+ D(M | +MOL y+

D( (ron 701, K+ (T2, +T°1,)y) (20)

Assumendo che gli assi x ed y, oltre ad essere baricentrici, siano anche principali d’inerzia
per la sezione trasversale, la relazione (20) si semplifica come segue

:nydAzo ) o =—+ y— X (21)
A

La precedente relazione, nota come formula di Navier, rappresenta I'espressione pil
generale che puo essere assunta dalle tensioni normali o, affinché esse soddisfino le
condizioni di integrabilita contenute nella prima riga delle (SV5)
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Domanda:

In aggiunta alla «scommessa» iniziale
Ox =0y =Tyy =0

la seguente condizione

_N Mx(z) _My(Z)
(TZ—K-I- | y | x (21)

X y

Tox = Tzy =0

e soluzione di un qualche particolare problema del solido di de Saint-Venant?

Per verificarlo, vediamo se tutte le equazioni che governano il problema sono soddisfatte.

N.B. Si ricorda che la soluzione del problema elastico lineare esiste ed e unica.
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Rem.

N(z)=[o,dA

-
A

Sforzo normale
Taglio in direzione x

Taglio in direzione y
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M,(2)=[o,ydA Momento flettente in direzione x
A

M, (z)= —f o, XdA Momento flettente in direzione y

A
-:J/(?zy/x_ %\//)aA =0 Momento torcente
A

My(z)@ : l—z—"°

M¢
y(z) /// S

N (S5V6)
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Rem.

Le risultanti delle azioni applicate sulle basi e le caratteristiche della sollecitazione devono
soddisfare le seguenti relazioni di equilibrio

EEE vo-vieT MMy (5V7.1)

Tl =0 70 Jill=0
7,2 =0 7,40
N

(z)=N° (z)=N'

( s +1F, ' M, (z)=M, —(1=2)T)
(@) =M 2T M, (2)=M, +(1~2)T?
m.(2) -l =0 M,(z) Bl =0

(SV7.3)
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Pertanto
« Le azioni applicate alle basi devono essere tali che
1 _ 70 _ 1 _ 70 _
1 _ a0 _ 1 _ aq0 1 _ a0

Le caratteristiche della sollecitazione assumono i seguenti valori
T,(z2) =0 T,(z) =0 M,(z) =0

N(z) = N° M, (z) = M2 M,(z) = M

 Pertanto, la tensione normale o, € indipendente da =z

M, Iy e
A I N W
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Rem. Il problema di de Saint Venant - riepilogo
Identicamente soddisfatte
Equazioni di dominio Condizioni al contorno

or

= =0 (SV1) 7, =0 VPedB, (SV3)
~ 0

[C]{g}=o —) —a%=0 equazioni di

P or_ & equilibrio

523 prgn O-J/_O

ox oy -“oz

(*) forniscono le derivate Soddisfatte «globalmente»
delle funzioni spostamento

ou o,. 0u ov N 7

= _Z, _ - _:O (sz) sz px
OBl o F A2 SR e
gi=l>he N__,0,. Ou ow_z, equazionidi o, | |p,

— &y E' @& ox G congruenzae . - (SV4)

lef=[Clu ow o, v ow r, |egame s :EX VP € 0B,

E “E E‘*‘g = E costitutivo Gyzz j pz bi
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Integrabilita delle funzioni deformazione

Visto che le condizioni di integrabilita (SV5) sono soddisfatte

Argomento: Il solido di de Saint Venant g

Soddisfatte dalla d%0, 0%, 0%, 0%0,

(22) 022~ ox2 _ 9y2  oxdy
0 [ 07y, N 0Tx;\ v 0%, 0 (0T, 01y, v 0%0,
0x 0x dy | 1+4+vaydz' dy\ ox dy | 1+4+voxdz

Identicamente soddisfatte dalla (22) eda Tzx = Tzy =0

S
<

Yy

—x (22)
X Iy

(SV5)
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Tenso-flessione

Visto che tutte le equazioni che governano il problema sono soddisfatte, le condizioni

N M M
y — —
GZ:Z-I_I_:y_?x (22) sz_sz_O

Oy =0y = Tyy =0

rappresentano |’'unica soluzione relativa al solido di de Saint-Venant caricato sulle basi da
sforzo normale e momento flettente

-t-7-A-----p--—---F--

<+
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