Chapter 11

Equazioni e disequazioni
trigonometriche

Decfinizione Sichiamano equazioni goniometriche le equazioni nelle quali
I’ incognita & espressa come variabile di funzioni goniometriche.

11.1 Equazioni goniometriche fondamentali

Le pit semplici equazioni goniometriche contengono una sola funzione go-
niometrica e ad esse si riconducono, applicando le relazioni studiate, altre
equazionl pill complesse. .

1) Sia data I’ equazione:

SENT = 1M

- Risolvere questa equazione significa trovare tutti gli angoli  aventi seno
uguale ad m, con la condizione: —1 < m < 1.

C'err'luamo sulla circonferenza goniometrica di ﬁgura 11.1 i punti aventi
ordinata m, tali punti sono gli estremi degli archi i cui corrispondenti angoli
al centro soddisfa.no " equazione.

Per trovare sulla circonferenza goniometrica i punti aventi ordinata m &
sufficiente riportare sull’ asse délle ordinate il segmento OM Msnrm e
tracciare da m la parallela all’ asse z; si ottengono gli angoli AOB e AOC,
fra loro supplementari, le cul misure soddisfano I’ equazione data.

Indicata con o la misura dell’ angolo m la misura dell’ angolo AoC
& (7 — a) e tutte le soluzioni dell’ equazione senz = m sono:
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Figure 11.1: Soluzione grafica di senz =m

T =+ 2km ke Z
oppure
z=(m—a)+ 2k keZ
Le precedenti due uguaglianze si possono riunire in una sola:
A
z=(—-1)"a+hr heZ
Esempio Risolvere 1’ equazione:
1
SenE = —
2
Sul cerchio goniometrico il pitt piccolo angolo positivo avente seno 3 & I’
angolo di 30° o % radianti. Percio la soluzione dell’ equazione &
in radianti:

T = — + 2k, T = -7+ 2k, keZz

6 6

in gradi:

e J0° 4+ & 3607, .z =150° + & - 360°, kel
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Esempio Risolvere I' equazione

senr = —1

Il pitt piceolo angolo positivo che soddisfa ' equazione & 1" angolo di 270°
3 - - - v
o 5 radianti, percid la soluzione &:
in radianti:

x:g'rrﬁ—%?r ke Z

in gradi:
T =270°+ k- 360° ke Z
2) Sia data I’ equazione:
cosr =n

Per la risolubilita deve essere —1 < n < 1. ;

Essendo il coseno un’ ascissa, si procede in modo analogo a quello visto
per il seno, riportando sull’ asse delle ascisse il segmento ON di misura 7 e
tracciando per N la parallela all’ asse delle ordinate (vedi figura 11.2).

Figure 11.2: Soluzione grafica di cosz = n

; 5 ) _A-a---....:, —_— ; i i
Si ottengono i due angoli AOC e AQB, fra loro opposti, le cui misure
soddisfano I' equazione cosz = n.
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Indicata con o la misura dell’ angolo f@, la misura dell’ angolo AoC
¢ (—a) e tutte le soluzioni dell’ equazione sono date da:

T = +ta + 2kt ke Z

Esempio Risolvere ' equazione:

V2

COSE = -
2

Il pin piccole angolo positivo avente il coseno che vale ? ¢l angolo di
radianti ( o 45° gradi ) , percio la soluzione &:

v=to+2%r  keZ

Esempio Risclvere I’ equazione:

COST = — E

&

Il piu piccolo angolo positivo che soddisfa I’ equazione & 1' angolo di 120°
(% radianti) ,percio la soluzione espressa in gradi &:

z = £120° + k - 360° ke Zz
3) Sia data I’ equazione:

tgz=p pE

Si traccia la retta ¢ tangente alla circonferenza goniometrica nel punto A
origine degli archi e siriporta su ¢ il segmento AP di misura p. Conglungendo
P con O si ottengono due angoli AOB e AOC che differiscono di 7, le cul
misure soddisfano ' equazione data (vedi figura 11.3 )..

Indichiamo con @ la misura dell’ angolo AOB e, ricordando che la tan-
genle ha periodo 7, tutte le soluzioni dell’ equazione proposta sono date da:

z=oa+kr ke Z
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Figure 11.3: Soluzione grafica di tgz =p

Esempio Risolvere ' equazione:

V3

3

171

Il piti piccolo angolo positivo che soddista I’ equazione & 1’ angolo di %

radianti (o 30°), percio la soluzione &:

e

z=—+kr

6

Esempio Risolvere |' equazione:

ke Z

tgr = —1

Il pidt piccolo angolo positivo che soddisfa 1' equazione & 1' angolo di 37

radianti (o 135°), percio la soluzione &:

m:%w—%kﬂ- IkEZ

Osservazione Le equazioni precedenti si possono risolvere utilizzando le
calcolatrici che hanno le funzioni goniometriche. Mediante la funzione
Inversa sl ottiene un angolo @ che soddisfa I' equazione clementare
proposta; precisamente nel caso dell' equazione senz = m si ottiene
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un angolo ¢ Compreso nell’ intervallo [ T 2:[ nel caso dell’ equazione
cosz = n si ottiene un angolo « compreso nell’ intervallo [0, 7] , nel caso
dell’ equazione tgz = p si ottiene un angolo o compreso nell’ intervallo

I=5%

Trovato I’ angolo a si deve pol determ_ma.re la soluzione generale utiliz-
zando le formule precedenti.

11.2 Tipi semplici di equazioni goniometl'iché

Le precedenti equazioni sono le pit semplici possibili; ad esse si perviene
dopo trasformazioni operate con le consuete formule dell’ algebra e I’ appli-
cazione delle formule trigonometriche, senza che sia possibile fornire regole
generali. Vi sono tuttavia alcuni tipi particolari di equazioni goniometriche
che vogliamo qui studiare.

1) Equazioni contenenti una sola funzione goniometrica, o ricon-
ducibili ad esse mediante 1’ applicazione di formule goniometriche.

Esempio Risolvere I’ equazione:

2sen?zs + 3cosz —3 =10

2

Dall’ identita fondamentale si ha: se;nzm =1-— éo.s x, sostituendo:

2 (1 - cosgz) + 3cosz -3 =0

-2cos*z — 3cosz +1 = 0.

cosp= ST _[1,
_ T4 |2

si perviene cosi alle due equazioni elementari:

' 1
co_sz:=§ z=i%+3kﬂ', ke Z

cosr =1 x = 2km, ke Z
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* 2) Equazioni omogenee in senx o cosx o riconducibili ad esse.
Un’ equazione & omogenea in senz o coszse & dei tipi:

asenz + beosz = ( omogenea di I° grado
asen’z + bsenz - cosz + ccostz = omogenea di II° grado

(=6 PO,

Se £ = ¥ non soddisfa I' equazione, ossia se cosz # 0 |, si dividono
tutti 1 termmi dell’ equazione per cosz ( o una sua potenza) e si ottiene un’

equazione in tgz. -

Escempio Risolvere ' equazione:

sens — v/3cosz = 0
Essendo nell” equazione cosz # 0 si pud dividere per cosz e si otliene:
tgz = /3
La soluzione é&:

+ k7 ke Z

= BB
A

AT

Esempio Risolvere I equazione:

cos®t + coscsens = 2sen’x

Dividendo per cos?s si ottiene:
1+ tgr = 2g°
ossla:

gz —tgr—1=0
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. Figure 11.4: Soluzione grafice di tgz = —3
143 L ] » :
o= ——— = —=1
Q‘I 4 { 21 } ) | :
da cui si ricava (vedi figura 11.4 ) :
1
tgmx-—_—zu T=a+kn keZ
s
tgr =1 $T~z+kfﬂ‘ keZ
‘Per I’ equazione tgz = —3 il valore approssimato di & si trova mediante

le tavolo goniometriche o mediante la calcolatrice, utilizzando la funzione
inversa arctg, che nelle calcolatrici & usualmente indicata con tg(~1: per cui
a = tgtb (1) | Si trova: ‘ :

o 22 153°26'6" oppure o = 2, 677949 radianti

a seconda se la caléolatrice & in modalita gradi (DEG) oppure radianti
(RAD). ; -
S1 ha quindi la soluzione:

z=153°26'6" +k180° ke Z
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Esempio ‘Risolvere I’ equazione:

cos2z — 3cospser+1 =10

Questa equazione si pud trasformare in omogenea applicando le formule
di duplicazione del coseno e sostituendo ad 1 I' espressionme cos®z + sen?z.
Si ha:

3 2 5 Y
cos®z — sen’x — 3cosz « senz + sen’zs L costr =

2

2co08*z — Jeosz - senp =0

Quosta equazione non pué essere divisa per cos?z perchd z = +7 soddisfa
" equazione. Siraccoglic cosz a fattor comune

cosz - (2eosw — 3senz) =0
Per la legge di annullamento del prodotto si hanno le due equazioni:

cosxr = () mzi-g + 2k ke Z

2ec08x — 3sent = 0

_Poiche cosz 5 0 si divide per cosz e si trova:
¢

tgr = =
=g

2
T = arctgg + k- 180° k€EZ

T o2 33°41'24" 4 k - 180°
3) Equazione lineare in senx e cosx.
Un' equazione & detta lineare in senz e cosz se & del tipo:
asenz + beosz + ¢ =0

Sirisolve per mezzo delle formule parametriche in t g%, dopo aver verificato
sec T =7+ 2kw, con k € Z, ¢ radice della equazione proposta; tale valore
_infatti non si troverebbe risolvendo con le formule parametriche, poiche tgZ 5
non esiste,
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Esempio Risolvere I equazione:

sent + 2cose =1

Si verifica che z = 7 + 2kx, con k € Z , non & radice dell’ equazione
proposta. Utilizzando le formule parametriche si ha:

_21?9% 91 = tg%

1rtg?2 " “TiigiE

i T . T
295 +2— 2@23 =14 tg?a

il T
3tg?= — 2tg= —1=10
95 493

t 2=4 1
‘3= 3 {.3’ }

Dalla prima soluzione si ottiene: |
s 1
2 3

& 1
T _ ., nf_1
g~ (3)

e utilizzando la macchinetta calcolatrice si ha:

g =~ 161°33'54" + k180° (k € Z)

tg

quindi -

z o 323748 4 R360° (K € Z)
mentre dalla seconda si ha: '

.
fnld e
93

> = 45° + %180° (k € 2)

=

z = 90° + £360° (k € Z)
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Esercizi di verifica Risolvere le segrenti ecuazioni trigonometriche elernen-
tar1 o riconducibili ad esse ( servendosi eventualmente di una calcola-

trice):
sr;nm=w";—§ [:r:———i—EkTr z = 3r+ 2kx,
cosmzé [n—j:¢r + Eka]
tgr = —1 [ = "‘+3r’r}
se‘ra?:r;-—:—‘éj [ =—+k:fr ; =§'n‘~'—ic?r]
(ot =1 | o5tk
cos®c + 3sexr+ 3 =0 E =3 -}-%'T}
‘cost = 2sen*r 4+ 4 [nessuna soluziong]

11.3 Disequazioni trigonometriche
Prenderemo in considerazione disequazioni trigonometriche del tipo

senx > a, cost > a, tgxr > a con a € B assegnato

11.3.1 - 1° tipo: senz 2 a

Iniziamo con la disequazione relativa alla funzione senz e facciamo riferi-
mento al grafico della funzione senx e al grafico della funzione costante y = a
per diversi valori del parametro rezle a (vedi figura 11.5 ).

Tenendo presente che i valori della funzione sena sono compresi tra —1 e
1 abbiamo 1l seguente schema di risoluzione:

sent > o .
) & nessuna soluzione
a>1 2
senT > a =
= YV 2 R
o< —1
SENT > @ 5, : z h g & T
sia T, tala che senxr, = acon — — < —:
_-_I. S a < 1 = 2 2 2?

le soluzioni allora sono:

3:(,+2k'r< <7 — 1, + 2kw Vee Z
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L‘Z )l:al

o — =St y=a
2 ;ﬂ_l— 2.5 s s }a\__/-f{.s

—L,: a y=as

Figure 11.5: senz > a

In modo analogo oftenlamo uno schema di soluzione per la disequazione
senz < a.

Sent < a :
SV e
2> 1 '
SENT < 4 : .
< nessuna soluzione
a< -1 .
senT < a o fiite oF T — T
810 x GLE CNE Sent, = Acon — — I —
“l<a<l P N g P gl

le soluzioni allora sono:
— T — %y + 2w < x < 3, + 2k Yk e 24

Osservazione- Qualora T, sia un angolo noto, cioé un angolo di quelli par-
ticolari, riportati nella tabella (10.1) del capitolo precedente, a z, st
assegna il valore esplicito compreso fra —% e I, altrimenti se 2, non &
uno fra questi angoli si pone
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T, = ATC5ena

(ciod I arco il cui seno & a ) ed & convenzionalmente compreso fra —% e

b3

Con 1" uso delle macchine calcolatrici si pud ottenere un valore approssi-
mato di z, ( il valore di arcsen si trova nelle macchinette calcolatrici indicato

con sent™1 ),

Fsempio Determinare le soluzioni della seguente disequazione:

2
3371:-5‘.}‘*—2—
Z :
1.5
1 i
L] Zo A
=25 -0_1 2.5\.__5/ 7.5 I 2.8
-1.5
-2

© Figure 11.6: senz > %

~ Nell’ esempio assegnato risulta

V2

a—K1l
' 2
(ved: figura 11.6), quindi ha senso considerare le soluzioni fondamentali
o s 3
SENT = ——, Cche sono r=—,T=-7
2" 4 4

Le disequazione risulta poi soddisfatia nell’ intervallo }i %'n‘[ e quindi,
per la periodicita, per tutti gli = : =

(0

1 F2kT < T < ::i-rr_-l-_ék'rr
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N o s~ 7

1
B
1
™
1

L

-
ra
O
o b

Figure 11.7: senz < 31,

Esempio Determinarc le soluzioni della seguente disequazione:

@ 1
SENT < —
S
{vedi figura 11.7 ).
Nell’ esempio assegnato risulta

a < ;L- <1

2

quindi ha senso considerare le soluzioni fondamentali di

SENT = che sono T= -

|
[8)]
(=2

La disequazione risulta poi soddisfatta nell’ intervallo ] — %7?, 5 [ , € quindi
per la periodicita di tutti gli = :
' T

6

i +2k7r-<$<—g~+2k1r

e quindi da

v . _
mgﬂ+2kﬁ<x<%+2kw

Esempio Risolvere la seguente disequazione

2sen’z —senz +2 < 0

Ponendo
T = senr
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si ottiene la disequazione di 2° grado

B2t Bl

che ammette le due scluzioni

 _BeE 1.
1.2 — 4 - 2: .

e quindi la disequazione risulta verificata per

1 senz > %
—<t<?2 = 2
2 senz < 2
ma
sent < 2 Vel
e

i 7 5
senT > o per g + 2k <2 < E‘.’T + 2km vke Z

Ne segue che
2sen’t —senzt+2 <0

ha per soluzioni

g+2kw<x<gﬂ+2kﬂ' Yk € Z.

Esempio Determinare i valori reali z dell’ intervallo [0, 27! che soddisfano
la disequazione -

seny < —

Si ricercano le soluzioni di

: Vfg ‘ )
senz = —— che sono T = g n [0, 27]

Lof =
Ca) bo

e quindi si ha (vedi fgura 11.8 ) :

2 w ;
U§r<§,- e A g

Lol ba
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7
1 z 3 4 5 /s’
-0.5f

-
Figure 11.8: senx < %

11.3.2 Esercizi di verifica.

- Risolvere le seguenti disequazioni;
1) senz < —3 [—'%7{' + 2k <1 < —F - 2kW vk € Z|
2) sen’z < senx [2k7 <z < (2k=1)w z # 5+ 2kn Vi€ Z]
- Determinare 1 numeri reali ¢ dell’ intervallo [0, 27 che soddisfano

sen’y > 1

5 7.7 .
Eﬂ'<:.c<a.ﬂ

i
N
I
A

11.3.3 2° tipo: cosz 2 a

Studiamo ora la disequazione

COST > O
2.
|
1{"'—‘\ /,r"—“\
AL N L ™~ 7
:;.fs/—o-s Ws 7.5\_;9-/ 12.5
-1
-1.5

Figure 11.9; cosz > a

"Tenendo presente che 1 valori della funzione cosz sono compresi ira —1 &
1 abbiamo il seguente schema di risoluzione:
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COST > a :
< nessuna soluszione
a>1
cosST > 4
SNV e R
a < —_l

COST > @ 5 5
<« sta T, tale che cosw,=a . con 0<z, <=,
. .
-1 <a<l :
le soluzioni allora sono:

—T, + 2k < T < 3, + 2kn YkeZ

In modo analogo otteniamo uno scherma di soluzione per la disequazione
cosz < a.

cosST. < a
Yz e R
a>1
COST < & )
© nessuna soluzione

a < —1

COST < 4 i .
> 514 I, tale che coszo =a con O< 3, £ m;
-l<a<l . , _ :

le soluzioni allora sono:

Lo+ 3km <o <2 —x, + 2kn Yk e Z

Osservazione Qualora z, sia un angolo noto, ciod wn angolo di quelli par-
ticolart, viportati nella tabella (10.1) del capitolo precedeonte, a @, si
asscgna 1l valore esplicito compreso fra 0 e 7, altrimenti se =, non &
uno fra questi angoli si pone
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(cioe 1" arco il cui coseno & a ) ed & convenzicnalmente compreso fra 0 e
. %
Con 1" uso delle macchine calcoiatrici si pu¢ ottenere un valore approssi-
mato di iz, { il valore di arccos st trova indicato con cost 1 ).

Esempio Risolvere la disequazione

V3

CO8L > ——
2

Si passa a considerare

cosr = _Q_

a. cul corrisponde 1" angolo notevole 5 si ottengono pertanto le soluzioni:

w

6

Esempio Risolvere la disequazione

+2k'rr<:5<g-!—2k':r Ve Z

2cosT < 1

Da questa si ricava immediatamente

_< 1
COST < =
2
Si passa a considerare
CO8rL = —
2

a cul corrisponde I’ angolo notevole 3 si obtengono pertanto le soluzioni:

+ 2T < <2mr— =+ Sk Yee Z

ol 5
Wl
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Esempio Risolvere la disequazione

cos’T — Qcosz — &=

S1 pone
t = cosz
e quindi si passa a considerare
P —2-3<0
I equazione corrispondente ammette le seguent! soluzioni:
he=1+2={-1,3}
cloe:
—l&wted
ricordando che ¢ = cosz si ha:
—1 < cosz <3
.e quindi

cosz > —1 T %+ + 2kn Vke Z
cosT < 3 vk e Z

Le soluzion: sono pertanto

; sE<T+H22%T YkeZ
Esempio Determinare i numeri reali z dell’ intervallo [0, 27] che soddisfano
la diseqmazione

14+ 2e08c > C

51 ha il grafico riportato in Agara 11.10. Dalla disequazione assegnata si
ottiene: L =
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//r:’j\ _ /\ )
o . Y

/ U_z \\k_-/

Figure 11.10: 1 — 2cosz > 0

2cosr > —1
cloé
1
COST > ——
_ 2
Poicha
1
€OST = — =,
2

per le soluzioni fondamentali

4
mr—%ﬂ, 3T pefz%[O,Q'ﬁ]

La disequazione & verifficata per

D€ae< ¢ . < 27
i 87T Sﬂ' < T < AR
11.3.4 Esercizi di verifica.
1) cosz >1 - [nessuna solnzione]
2) cosz < 0 [%+2k?r<:r<%7r+2k7r, WcEZ]

3) Dcterminare i numeri reali z dell’ intervallo [0, 27] che soddisfano la
disequazione '

3— cos’z >0 E<m<§ﬂ‘]
6 6 |
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11.3.5 - 3° tipo. {gz 2 a

S1 passano infine ad esaminare e disequaziori

tgr > a tgrx < a

Figure 11.11: tgz >

Tenendo presente che la funzione y = tgx & periodica di periodo 7 si ha:

tgr > a = scelto ¢, tale che tgz, =a con — % <@, < e
le sue scluzioni sono:
mo+k:7r<a:<%~rk?r Vk € Z
g < a = scelto x, tale che tgz, =a con - g <y %,
le sue soluzioni sono;

_%+k7r<;r<:go+k:’r Ve Z

Osscrvazione Qualora z, sia un angolo noto, ciod un angolo di quelli par-
ticolari, riportati nella tabella 10.1 del eapitolo precedente, a z, si as-
segna 1l valore esplicito compreso fra — '
uno fra questi angoli si pone

ar

3 € %, altrimenti se , non &



188CHAPTER 11. EQUAZIONI E DISEQUAZIONI TRIGONOMETRICHE

e

po| g
Lo

z, = arctga con z, compreso tra —

doveartg indica sempre 1’ angolo la cul tangente & a.

Con I' uso delle macchinette calcolatrici si pud trovare un valore approssi-
mato di z,; infatti nelle macchinette calcolatrici la funzione arctg & indicata
con tan'"V e quindi z, = tan{~Y g,

Esempio Risolvere la disequazione

tgz > 0
Risulta
| tgr = per z =70
.quindi st ha

D-f—k’ﬂ'<$<%+kﬂ'

cloé

kr <z < —+kr Vk € Z

ra| N

Esempio Risolvere la disequazione

tgr < —
Risulta
tgr = —1 per r=——
cloé

Kis

2+kw<$<—g+km VkEZ
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11.3.6 Esercizi di verifica.
1) V3+tgz > 0 [~—§+k1r<3:<§+k7r’v’k€2]
Q}E—ﬁtgx‘)ﬂ [~—%+k7r<a:<%+k7r’v’k63]

Esempio di riepilogo Risolvere la seguente disequazione

2¢co08%xr + 3senz - 3 > 0
Con la sostituzione

2

x =1 — sen’c

cos
si ottiene

2 — 2sen’z +3senc— 3> 0

2sen’t — 3senz +1 < 0
Ponendo allora
t = senz
si ha
20— 3t +1<0

La corrispondente equazione ha per soluzioni:
fi = - e tg =]
Le soluzioni della disequazione in ¢ sono dunque

1
- <t
2< <1

da cui immediatamente si ha

1<:e'<1
— SETLT
2

e quindi .
{sen;r<l T # 5+ 2kw Yk e Z
senz > 3  Ft2%kr <z <im+2%nm

La soluzione finale & quindi:
T

5 ;
5+ 2T <o < St 2k, :z:?’:g—+2!:7r

Vke Z
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